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Prólogo 


En la segunda mitad del siglo xvm el nuevo análisis matemático surgió 
como la fuerza dominante en la Matemática. Este análisis se caracteriza 
por la extraordinariamente eficaz operación que se funda en procesos infi- 
nitos, o sea, límites. Dos de estos procesos, la derivación y la integración, 
se convirtieron en la esencia de la disciplina, llamada Cálculo Diferencial e 
Integral o, a menudo, simplemente “Cálculo”, que es Ja base de todo e) 
análisis matemático. 

Se apreció, de inmediato, la importancia de los nuevos descubrimientos 
y métodos, los cuales causaron una profunda conmoción intelectual. Sin 
embargo, el dominio de este poderoso arte matemático constituyó, al prin- 
cipio, un objetivo formidable y difícii de lograr, ya que los textos sobre la 
materia eran escasos, poco sistemáticos y, con frecuencia carentes de claridad. 
Por tanto, fue venturoso para la Matemática y para Ia Ciencia, en general, 
que las figuras principales del nuevo movimiento rcconocíeran pronto Ia 
vital necesidad de escribir tratados con el fin de que la materia fuera acce- 
sible a un público mucho más numeroso que el pequeño círculo intelectual 
de esa época. Uno de los matemáticos más destacados de los tiempos mo- 
dernos, Leonhard Euler, estableció los fundamentos de una larga tradición 
en sus libros introductorios; y aunque se ha progresado mucho en la acla- 
ración y simplificación del materíal del Cálculo, estos libros del siglo xviii, 
en la actualidad aún son fuente de inspiración. 

Después de Euler, los autores, uno tras otro, se solidarizaron con la 
separación entre cálculo diferencial y cálculo integral y, al haccrlo, oscu- 
recieron un punto clave: la reciprocidad entre derivación e integración. 
Fue en 1927, cuando apareció, publicada por “Springer-Verlag”, la primera 
edición alemana de la obra de R. Courant “Vorlesungen über Differential 
and Integralrechnung”, que se eliminó tal separación y el Cálculo se pre- 
sentó como una disciplina unificada. 

La presente obra se originó en aquel primer libro alemán y sus edicio- 
nes subsiguientes. A partir de 1939, con la colaboración de James y Virginia 
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McShane, la casa “Blackie & Sons” de Glasgow, preparó y publicó una 
versión inglesa muy ampliada y modificada, de la cual la Interscience-Wiley 
distribuyó numerosas reimpresiones en los Estados Unidos de Norteamérica. 

Con el transcurso de los años, se hizo evidente que los programas de la 
enseñanza superior en los Estados Unidos, rcquerían una nueva revisión 
de la obra. Por otra parte, parecía poco prudente alterar las versioncs 
originales que todavía son útiles. 

Así, en vez de modificar la obra existente, se optó por complementarla 
con un libro esencialmente nuevo, relacionado cn muchos sentidos con los 
originales europeos pero, en términos más espccíficos, orientado para satis- 
facer las necesidades de la actual y futuras generaciones de estudiantes en 
los Estados Unidos. Tal plan resultó factible cuando Fritz John, que ya 
había ayudado mucho en la preparación de la primera edición inglcsa, 
convino en escribir de nuevo el libro con R. Courant. 

Aunque este libro difiere notablemente del original, tanto en forma 
como en contenido, tiene el mismo propósito: guiar al estudiante directa- 
mente a la esencia del tema y capacitarlo para aplicar sus conocimientos. 
La obra evita el estilo dogmático que oculta la motivación de los conceptos 
y las raíccs que el Cálculo tiene en la realidad intuitiva. Un importante 
objctivo que se persigue en este libro es mostrar Ia relación recíproca entre 
el análisis matemático y sus diversas aplicaciones y dcstacar el papel de la 
intuición. Esperamos que cierto énfasis en la precisión no interfiera con 
este objetivo. 

La Matemática presentada como un sistema de verdades, acabado y 
ordenado, sin referencia al origen y propósito de sus conceptos y teorías, 
tiene su encanto y satisface una necesidad filosófica. Pero esa actitud intro- 
vertida en el campo de la ciencia, no cs adecuada para los estudiantes que 
buscan independencia intelectual, más bien que indoctrinación. Y menos- 
preciar las aplicaciones e intuición conduce al aislamiento y atrofia en la 
Matemática. Entonces, resulta sumamente importante que estudiantes y 
maestros estén a salvo del purismo presumido. 

E1 libro está dirigido a estudiantes de varios niveles, a matemáticos, 
científicos en general e ingenieros. No pretende facilitar la materia suavi- 
zando las dificultades, sino que, más bien, trata de ayudar al lector since- 
ramente interesado, a base de aclarar las interrelaciones y propósitos de la 
obra en conjunto. 

En lugar de obstaculizar el acceso al caudal de hechos y propiedades 
por medio de largas exp>osiciones de carácter fundamental, éstas se han 
pospuesto, a veces, relegándolas a apéndices de los diversos capítulos. 

Se dan numerosos ejemplos y problemas al final de los capítulos. Algu- 
nos son fascinantes, otros llegan a ser verdaderamente difíciles; y la mayoría 
de ellos complementan el material teórico del texto. Se preparará un 
manual complementario de esta obra con problemas y ejercicios de carác- 
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ter más rutinarío, y, además, se agregarán respuestas y sugerencias para 
resolverlos. 

Muchos colegas y amigos han ayudado. Albert A. Blank no sólo aportó 
críticas perspicaces y constructivas, sino que también desempeñó un papel 
importante en la labor de ordenar, aumentar y seleccionar los problemas 
y ejercicios y, además, asumió la responsabilidad principal de preparar el 
manual mencionado.* Alan Solomon ayudó, muy desinteresada y eficaz- 
mente, en todas las etapas de la preparación del libro. También se les 
agradece a Charlotte John, Anneli Lax, R. Richtmyer, y a otros amigos, 
entre los que figuran James y Virginia McShane. 

Este volumen trata principalmente de funciones de una sola variable, 
mientras que en el Volumen II se estudiarán las teorías del Cálculo 
más diversificadas para funciones de varias variables. A1 lector se le debe 
hacer una observación final, ya que podría resultar un fracaso tratar de 
dominar Ia materia estudiando un libro de este tipo página por página, 
sin desviarse del camino trazado. Se puede alcanzar gradualmente una 
mejor comprensión del tema y una visión más amplia, sólo tomando atajos 
en la primera lectura y, luego, volviendo repetidas veces a los mismos temas, 
preguntas y dificultades. 

Se ha tratado de ayudar al lector señalando con asteriscos ciertos tópi- 
cos que podrían causarle trastornos al estudiarlos por primera vez, así como 
algunos de los problemas más difíciles. 

Esperamos que la obra, con este nuevo enfoque, será útil a la joven 
generación de científicos. Estamos conscientes de sus muchas imperfeccio- 
nes, y sinceramente solicitamos comentarios críticos que podrían ser bene- 
ficiosos para mejoras posteriores. 


Righard Courant 
Fritz John 


* Manual de Problemas de Cálculo y Análisis Matemático, por Albert A. Blank, 
publicado en español por la Editorial Limusa 
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Introducción 


Desde la antigüedad las nociones intuitivas de cambio continuo. cre- 
cimiento y movimiento, han atraído la atención dc las mentes científicas. 
Empero, el camino hacia el entendimiento de variación continua no fue 
logrado sino hasta el siglo xvii, cuando Ia ciencia moderna surgió y se 
desarrolló rápidamente en cercana conjunción con el cálculo integral y 
diferencial, Ilamado brevemente Cálculo, y el análisis matemático. 

Las nociones básicas del Cálculo son las de derivada e integral: la de- 
rivada es una medida de la “rapidez” de una variación; la integral, una 
medida del efecto total de un proceso de cambio continuo. Una compren- 
sión precisa de estos conc.eptos y de su abrumadora fecundidad descansa 
sobre los conceptos de límite y función; los cuales a su vez dependen de 
un entendimiento del continuo de números. Sólo gradualmente, penetrando 
más y más en la esencia del Cálculo, puede uno apreciar su potencia y 
belleza. En este capítulo introductorio se explicarán los conceptos básicos 
de número, función y Iímite, primero de manera simple e intuitiva, y des- 
pués mediante argumentos cuidadosos. 


1.1 E1 contmuo de números 

Los enteros positivos o números naturales 1, 2, 3, . . . son símbolos abs- 
tractos para indicar “cuántos” objetos hay en una colección o conjunto de 
elementos discretos. 

Estos símbolos están despojados de toda referencia a las cualidades con- 
cretas de los objetos contados, ya sea que se trate de personas, átomos, 
casas o cualcsquiera objetos. 

Los números naturales son el instrumento adecuado para contar ele- 
mentos de una colección o “conjunto”. Sin embargo, no bastan para otro 
objetivo igualmente importante: medir cantidades tales como la longitud 
de una curva y el volumen o peso de un cuerpo. La pregunta “¿cuánto?” 
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no puede ser contestada inmediatamcnte en términos de los números natu- 
rales. La profunda necesidad de exprcsar medidas dc cantidades en términos 
de lo que nosotros quisiéramos llarnar números nos obliga a extendcr el 
concepto de númcro de manera que podamos describir una graduación con- 
tinua dc Ias inedidas. Esta extensión es llamada el continuo de números o 
el sisteina de “números reaies” (un nombre no dcscriptivo pcro aceptado 
gencralmente'l. La extcnsión del conccpto de número al de continuo es 
de tal mancra convincente que fuc utilizada por todos los grandes mate- 
máticos y cientificos de épocas anteriores sin hacer preguntas escudriña- 
doras. No fue sino hasta el siglo xix que los matemáticos sc vieron im- 
pulsados a buscar un fundamento lógico más firme para el sistema de 
los números rcales. La subsiguiente formulac.ión prccisa de estos conceptos 
condujo. a su vez, a un progreso mayor en inatemáticas. Principiaremos 
con uu tratamiento intuitivo sin complicacioncs, y ])osteriormente se dará 
un análisis más profundo del sistema de los números realesd 


a. E1 sistenia de números naturales y 
su extensión. Numeración y medición 

Los núrneros naturales y los racionales. La sucesión dc números “na- 
turales” 1, 2, 3, . . . sc considera c.omo dada. No se requiere discutir cómo 
estos entcs abstractos, Ios númcros, pueden ser catalogados desde un punto 
de vista filosófico. Para el matemático, y para cualquiera cjue trabaje con 
números, es importante conoccr solamente las reglas o leyes mediante las 
cuales éstos pueden combinarsc para obtcner otros númcros naturalcs. Estas 
leyes forman la base de las reglas conocidas para sumar y multiplicar nú- 
meros en el sistema decimal; incluycn las leyes conmutativas c> + b — b -f- a 
v ab ” ba, las leyes asociativas a + (b + c) — (a + b) + c y a(bc) — 
(ab)c, ia ley dislributiva a(b -f- c) — ab -I- ac, Ia ley de la cancelación, esto 
es que a -)- c = b + c implica a “ b, etc. 

Las operaciones inversas, substracción y división, no son sicmpre po- 
siblcs dentro del conjunto de los números naturalesj no podemos restar 
2 de 1 o dividir 1 cntre 2 y permanecer dentro de ese conjunto. Para hacer 
jtosibles estas operaciones sin rcstricción, nos vemos obligados a extender 
el conce])to d(; rmmero invcntando el número 0, los enteros “negativos” y 
las fracciones. La totalidad dc todos estos números se Ilama la clase o con- 
junto de números racionales; todos ellos se obticnen de la unidad utilizando 
las “operaciones racionales” de cálculo, a saber: la adición, substracción, 
multiplicación y división. 1 2 

1 Una exposición más completa se da en What Is Mathematics? por Courant 
y Robbins, Oxford University Press, 1962. 

2 Aquí, la palabra “racional” no significa razonable o lógico sino que se deduce 
de la palabra “razón”, significando la proporción relativa de dos magnitudes. 
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Un número racional puede expresarse siempre en la forma p[q, donde 
p y q son enteros y q=¿éz 0. Podemos hacer que esta representación sea 
única exigiendo que q sea positivo y que p y q no tengan un factor comun 
mayor que 1. 

Dentro del dominio de los números racionales todas las operaciones 
racionales, adición, multiplicación, substracción y división (excepto la di- 
visión por cero), pueden efectuarse y producir nuevamente números racio- 
nales. Como se sabc de la aritmética elemental, las operaeiones con números 
racionales obedecen las mismas leyes que las operaciones con números na- 
turales; por ello los números racionales extienden el sistema de enteros 
positivos en una forma completamente natural. 

Representación gráfica de los números racionales . Los números ra- 
cionales son usualmente representados en forma gráfica mediante puntos 
en una línea recta L, el eje numérico (o recta numérica). Tomando un 


X 



Figura 1.1 E1 eje numérico. 


punto arbitrario de L como el origen o punto 0 y otro punto arbitrario 
como el punto I, utilizamos la distancia entre estos dos puntos como escala 
o unidad de medida y definimos la dirección de 0 a 1 como “positiva”. La 
Iínea recta con una dirección así impuesta se llama recta dirigida. Es cos- 
tumbre dibujar a L de manera que el punto 1 se encuentre a la derecha 
del punto 0 (Fig. 1.1). La localización de cualquier punto P en L está 
completamente determinada por dos partes de información: la distancia 
a P desde el origen 0 y la dirección de 0 a P (a la derecha o izquierda 
del 0). E1 punto P en L que representa un número racional positivo se 
encuentra a una distancia de a: unidades a la derecha del 0. Un número 
racional negativo * es representado por el punto —x unidades a Ia izquier- 
da del 0. En cualquier caso la distancia del 0 al punto que representa a v 
se llama el valor absoluto de x, denotado por |x|, y se tiene 

j i _ x, si x es positivo o cero, 

— x, si x es negativo 

Se observa que a: nunca es negativo y es igual a cero sólo cuando a: = 0. 
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Recordemos dc la geometna elemental que con regla y compás es posi- 
blc subdividir la unidad de longitud en un número cualquiera de partes 
igualcs. Se sigue que cualquier longitud racional puede ser construida, y, 
por lo tanto, que el punto que representa un número racional x puede ser 
encontrado por métodos puramente geométricos. 

De esta forma se obtiene una representación geométrica de números 
racionales mediante puntos en L, los llamados puntos racionales. Conforme 
a nuestra notación para los puntos 0 y 1, nos toinamos la libertad de de- 
notar tanto los números racionales como los puntos correspondientes en L 
por el mismo símbolo x. 

La relación .v < y para dos números racionales significa geométricamen- 
te que el punto v se encuentra a la izquierda del punto y. En ese caso 
la distancia entre los puntos es y — x unidades. Si x > y, la distancia es 
v — y unidades. En cuakjuier caso la distancia entre dos puntos racionales 
,v, y dc L es |y — ,v¡ unidades v es también un número racional. 

P 

-1-1-1-- L 

0 11 p P 1 

7 7 ~q q 

Figura 1.2 


Un segmcnto en L con jmntos extremos a, b con a < b se denominará 
interralo. E1 segmento particular con puntos extremos 0, 1 se llama intervalo 
unitario. Si los puntos extrernos cstán incluidos en el intervalo, se dirá que 
el intcrvalo es cerrado; si los jnintos extremos sc excluyen, el intervalo se 
llama abierto. E1 intervalo abierto, denotado por (a, b ), consiste cn aque- 
llos jruntos v jjara los cuales a < ,v < b, esto es, en aquellos puntos que se 
encuentran “entre” a y b. E1 intetvalo cerrado, dcnotado por [a, b], consiste 
en los puntos ,v jtara los cuales a < .v < b. 1 En cualquier caso la longitud 
del intervalo es b — a. 

Los puntos que corrcsjxmdcn a los enteros 0, ±1, ±2, . . . subdividen 
cl ejc numérico en intervalos de longitud unitaria. Todo punto en L es un 
punto cxtrcmo o bicn un jjunto intcrior de uno de los intervalos de la sub- 
división. Si sc sigue subdividiendo todo intervalo en q partes iguales, se obtie- 
ne una subdivisión dc L cn intervalos de longitud 1 /q por puntos racionales 
dc la forma p/q. Todo punto P de L es entonces un punto racional de 
la forma p/q, o bien se encuentra entre dos puntos racionales sucesivos 
p/q y (p + 1 )/q (ver Fig. 1.2). Puesto que puntos sucesivos de la subdi- 
visión distan en \/q unidades, se sigue que podemos encontrar un punto 


1 La rclación a < x (léase "a es menor que o igual a x”) es interpretada corao 
"a < x, o bien a = x". Los dobles signos > y ± se interpretan de manera análoga. 
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racional p/q cuya distancia desde P no excede 1 ]q unidades. E1 número 
1 /q puede hacerse tan pequeño como se desee escogiendo q como un entero 
positivo suficientemente grande. Por ejemplo, escogiendo q = 10 w (donde 
n es cualquier número natural), podemos encontrar una “fracción decimal” 
x = p/ 10 w cuya distancia desde P es menor que 1/10 n . Aunque no se 
afirma que todo punto de L es un punto racional, se ve por lo menos que 
pueden encontrarse puntos racionales arbitrariamente próximos a cualquier 
punto P de L. 


Densidad 

La proximidad arbitraria de puntos racionales a un punto P dado de 
L se expresa diciendo: Los puntos racionales son densos en el eje numérico. 
Es claro que aun conjuntos menores de númcros racionales son densos, por 
ejemplo, los puntos x = p/ 10 n , para todos los números naturales n y ente- 
ros p. 

La densidad implica que entre dos puntos racionales cualesquiera a y b 
existe una infinidad de otros puntos racionales. En particular, el punto 
medio entre a y b, c = %(a + b), correspondiente a la media aritmética de 
los números a y b, es nuevamente racional. Tomando los puntos medios 
de a y c, de b y c, y continuando de esta manera, se puede obtener cual- 
quier número de puntos racionales entre a y b. 

Un punto arbitrario P en L puede ser localizado con cualquier grado 
de precisión utilizando puntos racionales. Puede parecer entonces a primera 
vista que la labor de localizar P por un número ha sido lograda introdu- 
ciendo los números racionales. Después de todo, en la x'ealidad física las 
cantidades nunca se dan o conocen con absoluta precisión sino que siem- 
pre con sólo un grado de incertidumbre y por ello pueden muy bien ser 
consideradas como medidas por números racionales. 

Cantidades inconmensurables. Los números racionales, aunque densos, 
no bastan como base teórica de medición por medio de números. Dos can- 
tidades cuya razón es un número racional se llaman conmensurdbles, debido 
a que pueden ser expresadas como múltiplos enteros de una unidad común. 
Desde época tan remota como la de los siglos v o vi A.C. los matemá- 
ticos y filósofos griegos hicieron el sorprendente y profundo descubrimiento 
de que existen cantidades que no son conmensurables con una unidad 
dada. En particular, existen segmentos de recta que no son múltiplos 
racionales de un segmento unitario dado. 

Es fácil dar un ejemplo de una longitud inconmensurable con la lon- 
gitud unidad: la diagonal l de un cuadrado con lados de longitud unidad. 
Pues, por el teorema de Pitágoras, el cuadrado de esta longitud l debe ser 
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igual a 2. Por ello, si l fuese un número racional y consecuentemente igual 
a p/q, donde p y q son enteros positivos, tendríamos p 2 = 2 q 2 . Podemos 
suponer que p y q no tienen factores comunes, pues tales factores comunes 
podrían ser cancelados en primer lugar. De acuerdo con la ecuación ante- 
rior, p 2 es un número par; de aquí que p mismo debe ser par, digamos 
p ~ 2 p'. Sustituyendo p por 2 p' se obtiene Ap' 2 — 2 q 2 , o bien q 2 = 2 p'~; 
consecuentemente, q 2 sería par y por lo tanto q también par. Esto es Io 
mismo que decir, que p y q tienen ambos el factor 2. Sin embargo, esto 
contradice nuestra hipótesis de que p y q no tienen un factor común. Pues- 
to que la suposición de que la diagonal puede ser representada por una 
fracción pfq da lugar a una contradicción, la suposición es falsa. 

Este razonamiento, ejemplo característico de prueba indirecta, muestra 
que el símbolo \/2 no puede corresponder a ningún número racional. Otro 
ejemplo es tt, la razón de la circunferencia de un círculo a su diámetro. 
La demostración de que 7r no es racional es mucho más complicada y se 
obtuvo solamente en tiempos modernos (Lambert, 1761). Es fácil encontrar 
muchas cantidades inconmensurables (véase problema 1, p. 129); de hecho, 
las cantidades inconmensurables son, en cierto sentido, mucho más comunes 
de las conmensurables (véase p. 122). 


Números irracionales 

Debido a que el sistema de números racionales no es suficiente para la 
geometría, es necesario inventar nuevos números como medidas de canti- 
dades inconmensurables: estos nuevos números se llaman “irracionales”. 
Los antiguos griegos no pusieron de relieve el concepto de número abs- 
tracto; sin embargo, consideraron entes geométricos, tales como segmentos 
de recta, como los elementos básicos. De manera puramente geométrica ellos 
desarrollaron un sistema lógico para tratar y operar con cantidades incon- 
mensurables, así como también con las conmensurables (racionales). Este 
logro tan importante, iniciado por los pitagóricos, fue desarrollado grande- 
mente por Eudoxio y está expresado extensamente en el famoso Elementos 
de Euclides. En los tiempos modernos Ias matemáticas fueron creadas de 
nuevo y vastamente desarrolladas sobre el fundamento de conceptos nu- 
méricos en lugar de conceptos geométricos. Gon la introducción de la 
geometría analítica, se desarrolló una reversión de orientacrón e importancia 
en la relación antigua entre números y cantidades geométricas, y así la teoría 
clásica de los inconmensurables fue poco menos que olvidada u omitida. 
Se supuso como un hecho el que a todo punto del eje numérico le corres- 
ponde un número racional o irracionai y que esta totalidad de números 
“reales” obedece las mismas leyes aritméticas que los números racionales. 
Sólo posteriormente, en el siglo xrx, se sintió la necesidad de justificar 
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tal hipótesis y finalmente fue satisfecha completamente en un notable fo- 
lleto de Dedekind cuya lectura es fascinante aún hoy en día. 1 

En efecto, Dedekind mostró que el tratamiento intuitivo e “ingenuo” 
seguido por todos los grandes matemáticos desde Fermat y Newton hasta 
Gauss y Riemann estaba sobre la pista correcta: que el sistema de números 
reales (como símbolos para las longitudes de segmentos, o definidos de al- 
guna otra manera) es un instrumento coherente y completo para la medi- 
ción científica, y que en este sistema las reglas de cálculo del sistema de 
números racionales siguen siendo válidas. 

Sin perjuicio, podríamos dejarlo así y dirigirnos directamente a la esen- 
cia del cálculo. Sin embargo, para un entendimiento más profundo del 
concepto de número real, el cual es necesario para nuestro trabajo posterior, 
la siguiente explicación, así como el Suplemento a este capítulo, deberían 
ser estudiados. 

b. Números realcs e intervalos encajados 

Por el momento imaginemos los puntos en una recta L como los ele- 
mentos básicos del continuo. Postulamos el que a cada punto en L le co- 
rresponde un “número real” su coordenada, y que para estos números 
x, y las relaciones recién descritas para los números racionales conservan 
su significado. En particular, la relación * < y indica orden en L y la ex- 
presión \y — x| significa la distancia entre el punto x y el punto y. E1 
problema básico es el de relacionar estos números (o mediciones en el 
continuo de puntos dado geométricamente) con los números racionales con- 
sidcrados originalmente y, por tanto, finalmente con los enteros. Además, 
debemos explicar cómo operar con los elementos de cste “continuo de núme- 
ros” en la misma forma que con los números racionales. Con el tiempo. 
formularemos el concepto del continuo independientemente de los concep- 
tos geométricos intuitivos, pero por ahora postergamos algo de la discusión 
más abstracta hasta el Suplemento. 

¿Cómo podemos describir un número real irracional? Para algunos nú- 
meros, tales como \/2 o 7 r, podemos dar una caracterización geométrica 
simple, pero esto no es siempre factible. Un método sufícientemente flexible 
para obtener cualquier punto real x consiste en describir el valor a por una 
sucesión de aproximaciones racionales de precisión cada vez mayor. Espe- 
cíficamente, aproximaremos a simultáneamente desde la derecha y desde 
la izquierda incrementando sucesivamente la precisión y de tal manera que 
el margen de error se aproxime a cero. En otras palabras, utilizamos una 

1 R. Dedekind, “Nature and Meaning of Number”, en Essays on Number, Lon- 
dres y Chicago, 1901. (E1 primero de estos ensayos, “Continuity and Irrational 
Numbers”, proporciona una información detallada de la definición y leyes de ope- 
ración con números reales.) Reimpreso bajo el título Essays on the Theory of Num- 
bers, Dover, Nueva York, 1964. E1 original de estas traducciones apareció en 1887 
bajo el título ‘ c Was sind und was sollen die Zahlen?” 
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“sucesión” de intervalos racionales que contienen a x, con cada intervalo 
de Ia sucesión conteniendo al siguiente de tal manera que la longitud del 
intervalo, y con él el error de aproximación, puede hacerse, tomando inter- 
valos suficientemente alejados en la sucesión, menor que cualquier número 
positivo especificado. 

Para comenzar, confínese x a un intervalo cerrado I x — [a x , bi], esto es, 

a x < * < b x , 

donde a x y b x son racionales (ver Fig. 1.3). Dentro de I x consideramos un 
“subintervalo” I 2 — [ a 2 , ó 2 ] que contiene a x, esto es, 

a>i < a 2 < a: < b 2 < b 1} 

donde a 2 y b 2 son racionales. Por ejemplo, podemos escoger para / 2 una 
de las mitades de I x , pues x debe eneontrarse en uno o ambos de los semi- 
intervalos. Dentro de / 2 consideramos un subintervalo / 3 = [a 3 , b 3 ] que tam- 
bién contiene a x: 

a x < Oz < a 3 < x < b 3 < b 2 < b x , 

donde a 3 y b 3 son racionales, etc. Se requiere que la longitud del intervalo 
I n tienda a cero con n creciente; esto es, que la longitud de / n sea menor 
que cualquier número positivo preasignado, para toda n suficientemente 
grande. Un conjunto de intervalos cerrados I x , / 2 , / 3 , . . ., cada uno conte- 
niendo al siguiente y tal que las longitudes tiendan a cero se denominará 
“sucesión anidada de intervalos” o “encaje” de intervalos. E1 punto x está 
determinado de manera única por la sucesión o encaje; esto es, ningún otro 

.X* 

-1-1-1-1-I-1-1-t-1- L 

°1 ®2 «n a n +1 b n+ i bn &2 h 

Figura 1.3 Una sucesión anidada de intervalos. 

punto y puede pertenecer a todo /„, puesto que la distancia entre x e y 
excede la longitud de I n una vez que n es suficientemente grande. Puesto 
que aquí escogemos siempre puntos racionales para los puntos extremos de 
los / n y puesto que todo intervalo con puntos extremos racionales es descrito 
por dos números racionales, vemos que todo punto x de L, esto es, todo 
número real, puede ser precisamente determinado con la ayuda de una 
infinidad de números racionales. La aseveración inversa no es tan obvia; 
la aceptaremos como un axioma básico. 

POSTULADO DE LOS ENCAJES DE INTERVALOS. Si l x , / 2 , / 3 , . . . forman 
una sucesión “encaje” de intervalos con puntos extremos racionales, existe 
un punto x contenido en todo /«/ 

1 Es importante destacar que para un encaje los intervalos /, son cerrados. Si, 
por ejemplo, /« denota el intervalo abierto 0 < x < 1/n, entonces cada I, contiene 
al siguiente y las longitudes de los intervalos tienden a cero, pero no existe x conte- 
nido en todo /,. 
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Como veremos, éste es un axioma de continuidad: garantiza que no exis- 
ten vacíos en el eje real. Usaremos el axioma para caracterizar el continuo 
real y justificar todas las operaciones con límites que son básicas para el 
cálculo y el análisis. (Como veremos posteriormente, hay también muchas 
otras maneras de formular este axioma.) 


c. Fracciones decimales. Bases distintas a la de diez 


Fracciones decimales infinitas. Una de las muchas maneras de definir 
números reales es la descripción familiar en términos de decimales infini- 
tos. Es enteramente posible tomar los decimales infinitos como los objetos 
básicos, en lugar de los puntos del eje numérico; pero procederíamos tal 
vez en una forma geométrica más sugestiva definiendo la representación 
decimal infinita de números reales en términos de encajes de intervalos. 

Consideremos el eje numérico subdividido en intervalos unitarios por 
los puntos correspondientes a enteros. Un punto a: se encuentra entre dos 
puntos sucesivos de subdivisión, o bien es él mismo uno de los puntos de 
división. En cualquier caso existe por io menos un entero c 0 tal que 

c 0 < x < c 0 + 1, 

de modo que * pertenece al intervalo cerrado I 0 = [c 0 , c 0 -f* 1]. Dividimos 
/ 0 en diez partes iguales por puntos c 0 + Vlo, c 0 -f- %o, . . ., c 0 + %o. E1 pun- 
to x debe entonces pertenecer por lo menos a uno de los subintervalos ce- 
rrados de / 0 (posiblemente a dos adyacentes, si x es uno de los puntos de 
subdivisión). En otras palabras, existe un dígito c x (esto es, uno de los 
enteros 0, 1, 2, . . 9) tal que * pertenece al intervalo cerrado I x dado por 

c 0 + VioCí < x < c 0 + Vloci. + Vio. 

Dividiendo a su vez /i en diez partes iguales encontramos un dígito c 2 tal 
que * se encuentra en el intervalo I 2 dado por 

c 0 + Vioc x + Viooc 2 < x < c 0 + Vloc x + Vlooc 2 + Moo. 

Repetimos este proceso. Después de n pasos x está confinado en un inter- 
valo I n dado por 


c » + m Cl + 


+ 


< X < 


1 

10 W ’ 


donde c X) c 2 , . . . son todos digitos. E1 intervalo I n tiene longitud 1/10”, la 
cual tiende a cero para n creciente. Es claro que los / n forman un encaje 
de intervalos y, por lo tanto, que * está determinado de manera única por 
los / n . Puesto que los / n son conocidos, una vez que los números c 0 , c u c 2 , . .. 
están dados, encontramos que un número real arbitrario puede ser descrito 
completamente por una sucesión infinita de enteros c 0 , c x , c 2 , . .., donde 
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todos exccpto el primero son dígitos que tienen valores desde cero hasta 
nueve solamente. En la notación decimal ordinaria, la conexión entre x y 
c 0 , c 1} c 2 , . . . se indica escribiendo 

X = C 0 + O.C^CoCz • • •. 

(Usualmentc el cntero c 0 rnismo es tarnbién escrito en notación decimal 
si c 0 es positivo.) Inversamcnte, por el axioma de continuidad, toda aquella 
expresión que dcnota una fracción decimal infinita representa un número 
real. 

Es posible que existan dos representaciones decimales diferentes del 
mismo número; por ejemplo, 

1 - 0.99999- •• = 1.00000 •'. 


En nuestra construcción cl entero c 0 está determinado de manera única por 
x, a menos que el propio * sea un entero. En este caso podrramos elegir 
c 0 — x o bien c 0 — x — 1. Una vez efectuada la elección, el dígito c-¡_ cs 
único a menos que * sea uno de los nuevos puntos que subdividen I 0 en 
diez partes iguales. Continuando asr, encontramos que c 0 y todos los c^ están 
determinados de mancra única por * a menos que ,v resulte un punto de 
subdivisión en algún paso. Si esto succdiera por primera vez en el n-ésimo 
paso, entonces 


'» + To"‘ + 


+ To» c ' 


dondc c t , c 2 , . . ., c n son dígitos y donde c„ > 0, puesto que de otra manera 
a: hubicra sido un punto de subdivisión en algún paso anterior. Se sigue 
quc / n+1 es el intervalo [x, x + 1 /10 n + 1 ] o bien el intervalo [x — 1 /10 n+1 , *]. 
En el primer caso x será el punto extremo izquierdo dc todos los intervalos 
postcriores / n+2 , / n+3 , . . ., y en el segundo caso, cl punto extremo derecho. 
Esto nos llcva entonces a la representación decimal 

.V = C 0 + O.C¡C 2 • • • C n 000 • • 

o bien a la rcpresentación 

x = c 0 + 0.c ± c 2 ■ ■ ■ (c n — 1) 99999 • • • . 

De aquí que el único caso en el cual pucde surgir una ambigüedad es para 
un número racional v que pueda ser escrito como una fracción que tiene 
una potencia de diez para su denominador. Podemos aún eliminar esta am- 
bigüedad excluyendo representaciones decimales en las cuales todos los 
dígitos a partir de cierto punto son nueves. 

En la rcpresentación decimal de números reales el papcl especial desem- 
peñado por el número diez es puramente incidental. La única razón evi- 
dente para el cxtenso uso del sistema decimal es la facilidad de contar por 
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decenas con nuestros dedos (dígitos). Todo entero p mayor que uno puede 
servir igualmente bien. Podrían utilizarse p subdivisiones iguales en cada 
paso. Un número real x sería entonces representado en la forma 

x = c 0 + 0 .C\C 2 c 3 * • ■ , 

donde c 0 es un entero, y ahora c x , c 2 , ... tienen uno de los valores 0, 1, 
2, . .., p — 1. Esta representación caracteriza nuevamente a x por un encaje 
de intervalos, a saber 

Co + ~C\ + • • • + j¿c n < X < Co + i C X + • • • + ~c n + i. 

Si x es positivo o cero, el entero c 0 es también positivo o cero, y el propio 
c 0 tiene un desarrollo finito de la forma 

c 0 — d 0 + pd\ + p 2 d 2 + • • • + p*d k , 

donde d 0 , d x , . . ., d k toman uno de los valores 0, 1, . . ., p — 1. La repre- 
sentación completa de x “en la base p” toma la forma 

x — d k d k .\ * • • d\d 0 .C\C 2 Cz • 

Si x es negativo podemos utilizar este tipo de representación para —x. 

101.01 

-¡-¡-¡-1-1-+H—4-1- L 

0 1 10 11 100 101 111 

Figura 1.4 La fracción en el sistema binario. 

Bases distintas a la de 10 han sido utilizadas extensamente en la ac- 
tualidad. Siguiendo la dirección de los antiguos babilonios, los astrónomos 
durante muchos siglos representaron sistemáticamente los números como 
fracciones “sexagesimales”, con p = 60 como la base. 

Representación binaria. E1 sistema “binario” con la base p — 2 tiene 
un especial interés teórico y es útil en el diseño lógico de máquinas calcula- 
doras electrónicas. En el sistema binario los dígitos tienen solamente dos 
valores posibles, el cero y el uno. E1 número 2 14, por ejemplo, sería escrito 
101 .01, de acuerdo con la fórmula 

?i = 2 2 *l +2 1 -0 + l*l+4-0 + -i--l (ver Fig. 1.4). 

Cálculo con números reales. Aunque la definición de números reales 
y sus representaciones decimal infinita, binaria, etc., son naturales, puede 
no parecer obvio el que uno pueda operar con el continuo de números exac- 
tamente como con números racionales, efectuando las operaciones racionales 



36 Introducción 


Cap. 1 


y reteniendo las leyes dc la aritmética 3 tales como las leyes asociativa, con- 
mutativa y distributiva. La demostración es simple aunque algo tcdiosa. 
En lugar de dificultar el camino hacia la esencia viva del análisis considc- 
rando la cuestión aquí, aceptaremos temporalmcntc la posibilidad dc cálculo 
aritmético ordinario con los números reales. Una comprensión más profun- 
da de la estructura lógica subyacente al concepto de número será alcanzada 
cuando se descubra la idea de límite y sus implicaciones. (Ver el Suple- 
mcnto a cstc capítulo, p. 112.) 

d. Definición de vecindad o entomo 

No sólo las operaciones racionales, sino también relaciones de orden o 
desigualdades para números reales obedecen las mismas reglas que los nú- 
meros racionales. 

Pares de números reales a y b con a < b dan nuevamente lugar a in- 
tervalos cerrados \a, b ] (dados por a < x < b) e intervalos abiertos (a, b) 
(dados por a < * < b). Frccuentemente tendremos necesidad de asociar 
con un punto x 0 los diferentcs intervalos abiertos que contienen a ese punto 
o bien, específicamente, tenerlo como centro; a esos intervalos los llama- 
remos vecindades o entornos del punto. Más precisamente, para todo positi- 
vo e, la e-vecindad del punto x 0 consiste de los valores * para los cuales 
*o £<*<.ro "F ej csto es, es e! intervalo (a - 0 — e, x 0 + e). Todo inter- 
valo abierto ( a,b ) que contiene a un punto x 0 , también contiene a una 
vecindad completa de a: 0 . 

Flabiendo definido intervalos con puntos extremos reales, podemos for- 
mar ahora encajes de intervalos utilizando la misma definición como en 
cl caso de puntos extremos racionales. Es de lo más importante para la 
coherencia lógica del cálculo que para todo encaje de intervalos con puntos 
extremos reales exista un número real contenido en todos ellos. (Ver Su- 
plemento, p. 118.) 

e. Desigualdades 

Reglas básicas 

Las desigualdades juegan un papel mucho mayor en matemáticas supe- 
riores que en matematicas elementales. A menudo el valor preciso de una 
cantidad x es dificil de determinar, mientras que puede ser fácil efectuar 
una cstimación de x, esto es, mostrar que x es mayor que alguna cantidad 
conocida a y menor que alguna otra cantidad b. Para muchos propósitos 
sólo la información contenida en tal estimación de * es significativa. Recor- 
daremos por ello brevemente algunas de Ias reglas elementales acerca de 
las desigualdades. 
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E1 hecho básico es que la suma y producto de dos números reales posi- 
tivos son también números positivos,* esto es, si a > 0 y b > 0, entonces 
a + 6>0ya&>0. Más aún, contamos con el hecho de que la desigual- 
dad a > 6 es equivalente con a — b > 0. Consecuentemente, dos desigualda- 
des a > b y c > d pueden ser sumadas para dar la desigualdad a + c 
> b + d, puesto que 

(a + c) — (b + d) = (a — b) + (c — d) 

es positivo por ser la suma de dos números positivos. (Restar las desigualda- 
des para obtener a — c > b — d noes legítimo. ¿Por qué?) Una desigual- 
dad puede ser multiplicada por un número positivo; esto es, si a > b y 
c > 0, entonces ac > bc. Para la demostración, observamos que 

ac — bc — (a — b)c 

es positivo puesto que es el producto de números positivos. Si c es negativo, 
podemos concluir de a > b que ac < bc. Más generalmente, se sigue de 
a>¿>0yc>íí>0 que ac > bd. 

Es obvio geométricamente que la desigualdad es transitiva; esto es, si 
a > b y b > c, entonces a > c. La transitividad 1 se sigue también inme- 
diatamente a pajrtir de la positividad de la suma 

(a — b) + (b — c) — a — c. 

Las reglas anteriores también se cumplen si se reemplaza el signo > por > 
en todas partes. 

Sean a y b números positivos y obsérvese que 
a 2 — b 2 = (a + b) (a - b). 

Puesto que a + b es positivo, concluimos que a 2 > b 2 es consecuencia de 
tener a > b. Por tanto, una desigualdad entre números positivos puede ser 
“elevada al cuadrado”. Análogamente, a 2 > b 2 siempre que a > b > 0. De 
la ecuación 


b = 


válida para todos a y b positivos, se sigue que Ia recíproca también es cierta; 
esto es, para ay b positivos, a 2 > b 2 implica a > b. Aplicando este resultado 
a los números a = y/x, b = y/y, para números positivos arbitrarios x, y, 


* (N. del T.) E1 conjunto de los números positivos, con las operaciones + y 

•, constituye un anillo, que es un subanillo de los reales. Para estos conceptos véase 
cualquier libro de introducción al álgebra moderna. 

1 La transitividad justifica el uso de la fórmula compuesta “a < b < c” para 
expresar “a < b y b < c, etc.”. Evítense arreglos no transitivos como x < y > z; 
éstos dan lugar a confusiones y engaños. 
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encontramos 1 que \/- r > cuando a: > y. Más generalmcnte, V* > V^ 
siempre que * > y > 0. De aquí que es legítimo tomar raíz cuadrada de 
ambos miembros dc una desigualdad entre números reales no negativos. 

Supóngase quc a v b son positivos y n es un entero positivo. En la fac- 
torización 

a n — b n = (a — b ) (n n ' 1 d- a n ~ 2 b + • • • + 6 n-1 ) 

el segundo factor es positivo. Por ello a n — b n tiene el mismo signo que 
a — b; si a n > b n , entonces a > b y si a n < b n , entonces a < b. 

Muchas desigualdades que cncontraremos aparecen en la forma de esti- 
maciones para el valor absoluto de un número. Recordemos que \x\ se define 
como * para x > 0 y —x para x < 0. Puede decirse también que |x| es el 
mayor de los números x y —x cuando X no es cero y es igual a ambos 
cuando x es cero. La desigualdad \x\ < a establcce entonces que ni x ni 



Figura 1.5 E1 intervalo \* - *ol < «■ 


-x excede a, esto es, que x < a y —x<a. Pucsto quc — x < a es equiva- 
lente a x > — a, vemos que la desigualdad |x| < a significa que x se en- 
cuentra en el intervalo cerrado — a < x < a con centro 0 y longitud 2 a. La 
desigualdad |x — x 0 | < a establece entonccs que — a < x — x 0 < a, o bien 
que x 0 ~ a < x < x 0 -h a; por lo tanto, quc x se encuentra en el intervalo 
cerrado con centro x n y longitud 2 a (vcr Fig. 1.5). Análogamente, la e-ve- 
cindad (x 0 — e, x 0 + e) de un punto x 0 , esto es, el intervalo abierto x 0 — e 
< x < x 0 + e, puede ser descrila por la desigualdad |.v — x () j < e. 

Desigualdad del triángulo 

Una de las desigualdades más importantes que involucra valores abso- 
lutos es la llamada desigualdad del triángulo 

\a + b\ < |a| + \b\ 

para a, b, reales cualesquiera. E1 nombre “desigualdad del triángulo” es 
más apropiado para el aserto equivalente 

|a -/?[<!«- y| + |y — J3\ 

para el cual hemos hecho a — a — y, b = y — J3. La interpretación geomé- 
trica de esta dcsigualdad es que la distancia directa desde a hasta J3 es menor 

1 Aquí y en lo sucesivo el símbolo V z para z > 0 dcnota aquel número no 
negativo cuyo cuadrado es z. Gon esta convención |c| = Vc 2 para todo real c puesto 
que |c¡ > 0 y |c| 2 = c 2 . De esto se obtiene la importante identidad \xy\ = fx¡ • [y| 
puesto que 

\xy\ 2 = (xy) 2 = x 2 y 2 = (|x| • |y|) 2 . 
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que o igual a la suma de las distancias vía un tercer punto (esto 
corresponde también al hecho de que en cualquier triángulo la suma de 
dos de sus lados c.xcede al tercero). 

Una demostración formal de la desigualdad del triángulo es fácil de 
dar. Distinguimos los casos a + b ~> 0 y a + b <i 0. En el primer caso la 
desigualdad establece que a + b < |aj -f- \b\; pero esto se obtiene trivial- 
mente mediante la suma de las dcsigualdades a < |a| y b < | 6 |. En el se- 
gundo caso la desigualdad del triángulo se reduce a — (a + b) < \a\ + \b\, 
la cual se obtiene nuevamente mediante la suma de — a < \a\, —b < |6|. 

Obtenemos inmediatamente una desigualdad análoga para tres canti- 
dadcs: 

\a + b + c\ < \a\ + |&| + \c\; 

pues, aplicando la desigualdad del triángulo dos veces, resulta 

\a + b + c\ = | (a + b) + c\ < \a + b\ + |c| < |a| + |6| + |c|. 

De la misma mancra se obtiene la desigualdad más general 
|ai + a 2 + ' • • + a n | < ¡a a | + |a 2 ¡ + • • • + \on\ 

Ocasionalmente se requieren estimaciones para |a + b\ por debajo. Ob- 
servamos que 

|a| — |(a + b) + (~ b) |< |a + b\ + | — b\ = |a + b\ + \b\, 
y por lo tanto, que la desigualdad 

|a + ¿>| > jaj — \b\ 

se satisface. 

La desigualdad de Cauchy-Schwarz 

Algunas de las desigualdades más importantes utilizan el hecho obvio de 
que el cuadrado de un número real nunca es negativo y que, consecuente- 
mente, una suma de cuadrados tampoco puede ser negativa. Uno de los 
resultados más frecuentemente utilizados, obtenido de esta manera, es la 
desigualdad de Cauchy-Schwarz: 

(aib 3 . + a 2 b 2 + - • ‘ + a n b n ) 2 

< (ci 2 + a 2 ~ + • • • + a n 2 ) (bi 2 + b 2 2 + • ‘ * + b n 2 ). 

Haciendo 

A = a< + a 2 + • • • + a n , 

B = a^b i + a¿b 2 + ' *' + dnb n , 

C = bC + b 2 2 + ' ’' + b n , 

la desigualdad se transforma en AC > B 2 . Para probarla observamos que 
para todo t real es 

0 < (aj + tbd) 2 + (a 2 + tb 2 ) 2 + • • • + (a n + tb n ) 2 
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puesto que el miembro derecho es una suma de cuadrados. Desanollando 
cada cuadrado y ordenando según las potencias de t, se encuentra que 

0 < A + 2Bt + Ct 2 

para todo t, donde A, B, C tienen el mismo significado anterior. Aquí es 
C > 0. Podemos suponer que C > 0 3 pues, ciertamente, B 2 — AC = 0 
cuando C — 0. Substituyendo entonces para t el valor especial t = —B/C 
[que correspondc al mínimo de la expresión cuadrática 

A + 2BI + Ct‘ = c(t + |J+ (á - C) , 

encontramos que 

~ . , 2B 2 B 2 AC - B 2 

0¿A ~~c + ’c = ~c —’ 

y por lo tanto AC — B 2 > 0. 



* y 

Figura 1.6 Medias geométrica y aritmética de x e y. 


En el caso cspecial n — 2 podemos escoger 

«i = \/x, a 2 = b x = V y, b. ¿ = y/x, 

donde x e y son números positivos. La desigualdad adquiere entonces la 
forrna (2\/ xy) 2 < (x + y) 2 , o bien 


\/xy < 


x + y 
2 * 


Esta desigualdad cstablcce que la media geométrica yjxy de dos números 
positivos, x, y, no excede nunca su media aritmética (a: -f y) /2. La media 
geométrica de dos números, x, y, puede ser interpretada como la longitud 
de la altura en un triángulo rectángulo, cuya proyección sobre la hipotenusa 
la divide en segmentos de longitud x e y respectivamente. Esta desigualdad 
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establece entonces que en un triángulo rectángulo la altura no excede la 
mitad de la hipotenusa (ver Fig. 1.6). 1 

1.2 EI concepto de función 

Desde el comienzo de las matemáticas modernas en el siglc xvn el con- 
cepto de función ha estado en el centro mismo del pensamiento matemático. 
(Leibnitz parece haber sido el primero en utilizar la palabra “función”.) 
Aunque la idea de las relaciones funcionales es significativa mucho más 
allá del dominio matemático, enfocaremos naturalmente nuestra atención 
sobre funciones en el sentido matemático, esto es, sobre la conexión entre 
cantidades matemáticas por relaciones matemáticas o prescripciones u “ope- 
raciones”. Una gran parte de las matemáticas y las ciencias naturales es 
dominada por relaciones funcionales, pues apareccn en todo el Análisis, la 
Geometría, la Mecánica y otros campos. Por ejemplo, la presión en un 
gas ideal es ur.a función de la densidad y de la temperatura; la posición 
de una molécula ínóvil es una función del tiempo; el volumen y la super- 
ficie de un cilindro son funciones de su radio y de su altura. Siempre que 
los valores de ciertas cantidades, a, b, c, . . ., cstcn determinados por los 
de ciertas otras, x, y, z, . . ., decimos que a, b, c, . . . dependen de x, y , 
z, ..., o bien que son funciones de x, y, z, .. .. Ejemplos de relaciones fun- 
cionales están dados mediante expresiones formales tales como las siguientes: 

a) La fórmula A = a 2 define A como función de a. Para a > 0, puede 
interpretarse A como el área de un cuadrado de lado a. 

b) La fórmula 

y— \/l — * 2 

define y como función de * para todo x tal que — 1 < x < 1. Para x > 0 
esta función expresa el lado y de un triángulo rectángulo con hipotenusa 1, 
en términos del otro Iado x. 

c) Las ecuaciones 

x = t, y = —t 2 

asignan valores a A' y a y para cada t, y definen por ello a x y a y como 
funciones de t. Si se interpretan x e y como las coordenadas rectangulares 
de un punto P cn el plano, y t como el tiempo, entonces nuestras ecuaciones 
describen la localización de P en el tiempo t; en otras palabras, describen 
el mouimiento del punto P. 

d) Las ecuaciones 

_ x y 

a -— , b = — ■ -- - 

.V + y- x~ + y- 

1 EI lector interesado encontrará más material en An Introduction to Inequa- 
lities, por E. F. Beckenbach y R. Bellman, Random House, 1961, y en Geometric 
Inequalities, por N. Kazarinoff, Random House, 1961. 
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defincn a y b como funciones de a - c y para .t 2 -f- y 1 ^ 0. Interpretando las 
parejas de valorcs (.v, y) y ( a,b) como coordenadas rectangulares de dos 
puntos, vemos que las ecuacioncs asignan a cada punto (x,y) [con excep- 
ción del origen (0,0)] una “iinagcn” ( a,b ). E1 lector pucde verificar fácil- 
mcnte que la imagen ( a,b) se encuentra siempre en el mismo rayo desde 
el origen quc el “original” o “antccedente” (x,y) y tiene la distancia recí- 
proca desde el origen. Se habla de representar o “mapear” (x,y) sobre 
(a,b) por medio de las ecuaciones que expresan a y b en términos de 
.V e y. 

En los ejemplos anteriores la ley funcional es expresada por fórmulas 
sencillas que determinan ciertas cantidades en términos de otras. 1 Las can- 
tidades que aparecen en los miembros izquierdos, “las variables dependien- 
tes”, son expresadas en términos dc las “variables independientes”, en el 
miembro derecho. La ley matemática que asigna valores únicos de las varia- 
bles dependientes a valores dados de las variables independientes se llama una 
función. Esta no es afectada por los nombres x, y, etc., dados a estas 
variablcs. En el ejemplo c) se ticne una variable independiente t y dos 
variablcs dependientes .v, y, micntras que en el ejemplo d) hay dos varia- 
blcs independientes, x e y y dos variables dependientes, a y b. 

La dependcncia de y con respecto de x, por una relación funcional, cs 
indicada frecuentemente por la cxprcsión brcve: “y es función de x”. z 


a. Función-Gráfica 


Dominio y rango de una función 

Las variables indepcndientcs usualmente se intcrpretan geométricamente 
como coordcnadas dc un punto en una o más dimensiones. En el ejem- 
plo b) éstc sería un punto en el eje .v; en el ejemplo d), un punto en el 
plano .v, y. En ocasiones, las variables indepcndientes son libres de tomar 
todos los valores, como cn los ejemplos a) y c). Sin embargo, a menudo 
existe alguna rcstricción, inherente, o bien impuesta, y las funciones no 
están definidas para todos los valorcs. E1 conjunto de valores o los puntos 
para los cuales una función está definida constituye el <c dominio” de la fun- 
ción. En el ejemplo a) el dominio es todo el eje a; en el b), el intervalo 
— 1 < v < 1; cn el c), todo el eje t; y en el ejemplo d), los puntos del 
plano x, y distintos del origcn. 

1 Más adelante sc comprenderá graduahnente la necesidad de considerar fun- 
ciones que no son susceptiblcs de tales rcprcsentaciones mediante fórmulas sencillas. 
(Vease, por ejcmplo, p. 49.) 

2 Esta locución cs utilizada librcmentc en las ciencias, pero algunos de los textos 
más pedantes la evitan. No tiene objeto estorbarnos a nosotros mismos por un des- 
medido afán de tcncr una “precisión” quisquillosa cuando ésta no tiene relación con 
la esencia dcl asunto. 
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A cada punto P en el dominio las funciones asignan \alores definidos 
para las variables dependicntes. Estos valores pueden ser también inter- 
pretados como coordenadas de un punto Q, la imagen de P. Se dice que 
P cs representado o transformado o “mapeado” por las funciones sobre el 
punto Q. Por lo tanto, en cl ejemplo d) el punto P= (1,2) del plano 
x, y es transformado en el punto Q = (%, %) del plano a, b. Los puntos 
imagen Q constituven el rango de la función. 1 Cada Q en el rango es la 
imagen de uno (o más) puntos en el dominio de la función. 

En el ejemplo c), puntos del eje t tienen como imágenes puntos en el 
plano x, y. E1 eje t es “mapcado” cn el plano x, y. Pero no todo punto en 
cl plano x, y aparecc como imagen, sino sólo aquéllos para los cuales 
y = —x 2 . Por lo tanto, el rango de la función es la parábola y = —x 2 . Se 
dice que el eje t cs transformado o “mapeado” sobre la parábola y = —x 2 , 
en el sentido de que los puntos imagen llenan esta parábola. 

En cl cjemplo d), el rango consiste de los puntos (a,b) en el plano 
a, b cuyas coordenadas pueden escribirse en la forma a = x/ (x 2 + y 2 ), 
b = y/(x 2 + y 2 ), con x,y escogidos de tal manera que x 2 y 2 0. En 
otras palabras, el rango consiste de aquellos puntos (a, b) para los cuales 
las ecuaciones antcriores tienen una solución (x,y). Como sc ve inme- 
diatamente, el rango consiste de los puntos (a, b) para los cuales a y b 
no se haccn cero simultáneamcnte; cada uno de tales puntos (a,b) cs 
imagcn del punto x = a/(a 2 + b 2 ), y = b/(a 2 + b 2 ). Toda figura geomé- 
trica en el plano y es transformada cntonces sobre una figura corres- 
pondicnte en el plano a, b, la cual consiste de las imágenes de los puntos 
de la primera figura. Por ejemplo, un círculo x~ + y 2 = r 2 en torno al ori- 
gen es transfonnado cn el círculo a 2 + b 2 = \/r 2 en el plano a,b. 

En éste y en los siguientes capítulos trataremos casi exclusivamentc con 
una sola variable independiente, digamos, x, y una sola variable dependiente, 
digamos, y, como se indica cn el cjcmplo b). 2 Comúnmente, tal función se 
rcpresenta en la forma usual por su grájica en el plano x, y, esto es, 
por la curva que consistc de aqucllos puntos (x,y) cuya ordenada se en- 
cuentra en la relación funcional espccificada con la abscisa x (ver Fig. 1.7). 
Para el ejemplo b) la gráfica es la mitad superior de un círculo de radio 
uno en torno al origen. 

La interpretación de función como transformación o representación de 
un dominio en el eje x sobre un rango en el eje y conduce a una visua- 
lización diferente de las funciones. Interpretamos a x e y no como coorde- 
nadas del mismo punto en el plano x,y, sino como puntos en dos diferentes 

1 Es conveniente a menudo hablar del punto Q como de “una función” de P, 
no obstante que en la representación analítica aparecen varias funciones que expresan 
las diferentes coordenadas de Q. 

2 Sin embargo, se deberá recalcar desde el principio que funciones de varias 
variables aparecen de la misma natural manera en muchos casos. Estas serán discuti- 
das sistemáticamente en el Volumen II. 
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Figura 1.7 Gráfica dc una función. 


ejcs numéricos independientes. Entonces la función transforma o representa 
un punto .v del eje x en un punto y sobre el eje y. Tales transformaciones 
surgcn frccucntemcnte cn la gcometria, tal como la transformación “afín”, 
la cual se produce proyectando un punto x del eje .r sobre un punto y 
en un eje y paralelo, desdc un ccntro 0 localizado en el plano de los dos 
ejes (ver Fig. 1.8). Esta transformación puede ser cxpresada analíticamente, 
como es fácil comprobar, por la función lineal y — ax + b con a y b cons- 




Figura 1.8 Mapeos. 
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tantes. Obviamente, es una función biunívoca o “uno a uno”, en la cual 
inversamente al punto imagen y le corresponde un único punto .r original.* 
Otro ejemplo más general es la “transformación perspectiva” definida por 
el mismo tipo de proyección, salvo que los dos ejes no son necesariamente 
paralelos. En este caso la expresión analítica está dada por la función ra- 
cional lineal de la forma y — (ax + b) / (cx + d) . con a, b, c y d eons- 
tantes. 


N 



Figura 1.9 Proyección estereográfica. 

Gualquier proyección de una superficie S en el espacio sobre otra su- 
perficie, S' , desde algún centro N, puede ser vista como una transformación 
o función cuyo dominio es S y cuyo rango se encuentra en S'. Por ejemplo, 
podemos transformar o “representar” una esfera sobre un plano ecuatoria], 
proyectando cada punto P de la esfera sobre un punto P' del plano mediante 
rayos desde el Polo Norte (ver Fig. 1.9). Esta representación o “mapeo” 
es la “proyección estereográfica”, que se utiliza frecuentemente para mapas 
de la Tierra. Ejemplos de este tipo sugieren la interpretación de funciones 
como “mapeos” o transformaciones. 

Guando intervienen más variables independientes o dependientes, la 
definición de funciones por transformaciones o “mapeos” proporciona una 
interpretación más flexible y adecuada que aquélla por gráficas. Este hecho 
resultará totalmente claro en el segundo volumen. 

b. Definición del concepto de funciones de una variable 
continua. Dominio y rango de una función 

Una función de una sola variable independiente a: asigna valores y a 
valores *. E1 dominio de la función es la totalidad de valores a: para los 
cuales la función está definida. En los casos que más nos interesan, el do- 
minio de la función consiste de uno o varios intervalos (ver Fig. 1.10). Se 

* (N. del T.) O sea, tanto la transformación dada como su inversa son “uní- 

vocas” (o univaluadas). 
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cliee entonccs que y cs función de una variablc continua (en contraste con 
otros casos donde, por ejemplo, la función puede estar definida sólo para 
valores racionales o cntcros de x). Aquí, los “intervalos” que forman el do- 
minio pueden o no contener sus puntos extremos, y pueden extendcrse 
también al infinito en una o ambas dircccioncs. 1 Así, la func.ión y = \/l ~ * 2 
cstá definida en el intervalo cerrado — 1 < * < + 1; la función y = l/x, 
en los dos intervalos abiertos semiinfinitos .r < 0 y x > 0; la función y = x 2 . 

y 



Figura 1.10 Duminio y rango de una función en representación gráfica. 

en el ‘intcrvalo” infinito — oo < x < + oo que consiste de todo x’, la fun- 
ción y — \/ (x~ — 1) (4 — *-), en los dos intervalos scparados 1 < x < 2 
y -2 < * < -1. 

Las funciones se denotan por símbolos tales como f, F, g, etc. Las co- 
rrespondientes rclacioncs entre a: y los valores asociados y se escriben en 
la forma y = f(x), o y = F(x) o y = g(x), etc., o también, en ocasiones, 
y = y(x), para indicar 2 que y depende de a:. Si, por ejemplo, f(x) está 
definida por la expresión x 2 + 1, se tiene /(3) = 3 2 + 1 = 10, /( — 1) = 
( — 1) 2 + 1 = 2 . 

1 Ordinariamcnte se rcservará la palabra “intervalo” para el “acotado”, esto 
es, para intervalos “finitos”, que tienen puntos extremos que son números finitos 
definidos; entonces uno puede indicar el concepto más amplio, tal como se utiliza 
en el texto, por las palabras “conjuntos convexos”, significando conjuntos que cuan- 
do contienen dos puntos debcn contener todos los intcrmcdios. 

2 En esta notación se trata de destacar las variables y no de indicar explícita- 
mcntc la operación funcional por un simbolo tal como /. La notación 

/: x->y 

para la función / quc mapea x en y se encuentra también ocasionalmente. 
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Naturaleza de la relación funcional 

En la definición general de función, f(x), no se dice nada respecto a 
la naturaleza de la relación mediante la cual se encuentra la variable de- 
pendiente cuando es dada la variable independiente. Como se dijo anterior- 
mente, la función está dada a menudo en “forma cerrada” o explícita por 
una expresión sencilla como f(x) = * 2 + 1 o f(x) = \/l + sen 2 x, y en 
los primeros días del cálculo tales expresiones explícitas fueron casi exclusi- 
vamente lo que los matemáticos entendicron por funciones. A menudo, los 
dispositivos mecánicos generan curvas geométricas o bien gráficas que en- 
tonces definen funciones. Un ejemplo notable es la cicloide, una curva des- 
crita por un punto fijo sobre un círculo que rueda a lo largo del eje x 
(ver Fig. 1.11). Su expresión analítica funcional por fórmulas se dará poste- 
riormente (ver Sec. 4.1-c). 


y 



Es claro que no estamos restringidos a tales funciones generadas geomé- 
trica o mecánicamente. Cuálquier regla o ley mediante la cual un vaior 
de y cs asignado a valores de x constituye una función. En algunas inves- 
tigaciones teóricas la amplia generalidad o bien la vaguedad del concepto 
de función es, de hecho, una ventaja. Sin embargo, para las aplicaciones, 
particularmente en cl cálculo, el concepto general de función es innecesaria- 
mente amplio. Para hacer posibles desarrollos matemáticos significativos, las 
leyes “arbitrarias” de correspondencia mediante las cuales un valor de )■ 
es asignado a x deben estar sujetas a restricciones radicales. Durante el siglo 
pasado los matemáticos reconocieron y formularon en términos precisos las 
restricciones esenciales que había que imponer sobre tal concepto tan gene- 
ral para obtener funciones que verdaderamente tuvieran las propiedades 
útiles que uno intuitivamente podría esperar. 
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Aún para l'unciones dadas por fórmulas explícitas cs importante darse cuenta de 
que cualquier dcscripción complcta de una función debe incluir una definición del 
dorninio de la función. Para nosotros la “función” / descrita por “/(*) = x- para 
0 < x < 2” no es cstrictamente la misma función que la función g dada por 
"g{x) — x~, en el dorninio mayor — 2 < x <( 2”, aun cuando f(x) y g(x) tengan 
los misrnos valores en el intervalo 0 <( x < 2 donde ambas están definidas. General- 
mente, una función / se llama una “restricción” de una función g (o bien g una 
“extensión” de /) si dondequiera que / está definida, g tainbién está definida y toma 
los rnismos valores. Por supuesto, la misma función / puedc provcnir por restricción 
de muchas funciones difcrentes. En nuestro ejcmplo anterior / es también una res- 
tricción de la función h definida por h(x) — x 2 para 0 <( x < 2, h(x) = — x 2 para 
— 2 < x < 0. En efecto, este ejemplo ilustra cl proccso invcrso al de formar restric- 
cianes dc una función, el cual puede denominarse “unión de secciones”. Se puedcn 
gencrar nucvas funciones definiéndolas simplemente por expresiones explícitas dife- 
rentes en distintas partcs dcl dominio. 


c. Represcníación gráfica. Funciones monótonas 

La idea fundamental dc la gcomctría analítica es dar una representación 
analítica a una curva dcfinida originalmcnte por alguna propiedad geomc- 
trica. Esto se hace usualmcnte considerando una de las coordenadas rec- 
tangularcs, digamos y, corao una función y = /( x) de la otra coordenada, 
v; por cjeinplo, una parábola sc representa por la función y — x 2 ; el círculo 
con radio 1 cn torno dcl origen, por las dos funciones y = y1 — x 2 y 
y — — \/ l — .v 2 . En el primer ejcmplo puede pensarse de la función como 
dcfinida cn cl intervalo infinito — oo < x < oo ; cn el segundo debemos 
rcslringirnos al intervalo — 1 < * < 1, pucsto que fucra de este intervalo 
la función no ticnc scntido. 1 

Inversamcntc, si, cn lugar de comenzar con una curva definida geomé- 
tricamente, considcramos una función y = f(x) dada analíticamente, po- 
demos reprcscntar la dependencia funcional de y respccto de a: gráficamente 
utilizando un sistcma coordcnado rectangular cn la manera usual (ver Fig. 
1 .7). Si })ara cada abscisa x se toma la ordenada correspondiente y = f(x), 
sc obticnc la rcprcscntación gcomctrica de la función. Las restricciones quc 
han dc imponerse al concepto de función deberán asegurar para su repre- 
scnlación geométrica la forma de una curva geométrica “razonable”. Esto, 
ciertamcnte, expresa una concepción intuitiva en lugar de una condición 
matematica estricta. Sin embargo, pronto se formularán condiciones, talcs 
como continuidad, difercnciabilidad, etc., las cuales aseguran que Ia grófica 
dc una función es una curva capaz de ser visualizada geométricamente. Este 
no sería el caso si admitiéscmos funciones “patológicas” tales como la si- 
guiente: para todo valor racional de v la función y tiene el valor 1, y para 

1 Ordinariamente no se consideran valores imaginarios o complejos de x e y. 
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todo valor irracional de .v el valor de y es 0.* Esta prescripción funcional 
asigna un valor definido de y a cada x; pero en todo intervalo de x, no 
iraporta cuan pequeño, el valor de y da saltos de 0 a 1 y de 1 a 0 una 
infinidad de veces. Este ejemplo demuestra que el conccpto gcneral no 
restringido de función da lugar a gráficas que no podríamos considerar 
como curvas. 


Funciones multiformes 

Consideraremos solamcnte funciones y — f(x) que asignan un valor 
único de y a cada valor de .v en el dominio, como, por ejemplo, y = x 2 , o 
bien y = sen x. Sin embargo, para una curva descrita geométricamente pue- 
de suceder lo que para el círculo a: 2 + y 2 = 1: que una descripción comple- 
ta de la curva no esté dada precisamente por una sola función (uniforme), 
sino que requiera varias funciones; para el caso del círculo, las dos funcio- 
nes y = V1 — x 2 y y = — sj 1 — x 2 . Lo mismo es cierto para la hipérbola 
yr — x 2 = 1, la cual está reprcsentada por las dos funciones y = V1 + x 2 
e y = — \/1 + .v 2 . Por eso, tales curvas no determinan sin ambigücdad las 
correspondientes funciones. Con frecuencia se dice que la curva está repre- 
sentada por una función multiforme; las funciones separadas que la re- 
presentan se denominan entonces ramas uniformes de la función multifonue 
que representa la curva. Para mayor claridad se utilizará siempre la pala- 
bra “función” para indicar una función univaluada. Por ejemplo, el sím- 
bolo \/ A ' (para .v > 0) denotará siempre el número no negativo cuyo cua- 
drado es .v. 

Si una curva es la gráfica de una función, ésta es intersectada por 
cualquier paralela al eje y en a lo más un punto, puesto que a cada punto 
x en el intervalo de definición le corresponde justamente un \alor de y. 
E1 círculo unitario reprcsentado por las dos funciones 

y = VI — x'- c y = — V 1 — 

es intersectado por tales paralelas al eje y en más de un punto. Las por- 
ciones dc una curva correspondientes a diferentes ramas uniformes son co- 
nectadas en ocasiones una con otra, de manera que la curva complcta es 
una sola figura que puede ser dibujada con un trazo dc la pluma; por 
ejemplo, el círculo (ver Fig. 1.12). Por otra parte, estas porciones puedcn 
ser separadas completamente, como para la hipérbola (ver Fig. 1.13). 

Ejemplos. Considercmos algunos ejemplos adicionales sobre la repre- 
sentación gráfica de funciones. 

* (N. dcl T.) Esta es la llamada “función de Dirichlet”. 
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a) y es proporcional a x, 

y = ax. 

La gráfica (ver Fig. 1.14) es una línea recta que pasa por el origen del 
sistema coordenado. 

b) y es una “función lineal” de x, 


y — ax + b. 
y 



Figura 1.14 Funciones lineales. 
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La gráfica es una línea recta que pasa por el punto a: = 0, y = b; la cual, 
si a 0, pasa también por el punto x = —b/a,y = 0;ysi a = 0 es una 
recta horizontal. 

c) y es inversamente proporcional a x : 


y 


a 

x 


En particular, para a = 1 es 



de modo que 

y = 1 para x = \, y = 2 para x = %, y — i para x = 2. 

La gráfica (ver Fig. 1.15) es una hipérbola rectangular, una curva 
simétrica con respecto a las bisectrices de los ángulos entre los ejes coor- 
denados. 

Esta función obviamente no está definida para el valor a: = 0, puesto 
que la división por cero no tiene significado. En la vecindad del punto ex- 
cepcional * = 0 la función tiene valores arbitrariamente grandes, tanto positi- 
vos como negativos; este es el ejemplo más simple de una discontinuidad 
infinita, un concepto que se discutirá posteriormente (ver p. 59). 



Figura 1.15 Discontinuidad infinita. 
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d) y cs el cuadrado de ,v: 

V = x 

Como es bien sabido, esta función es representada por una parábola 
(ver Fig. 1.16). 

Análogamente, la función y — * 3 está represcntada por la así Ilamada 
parábola cúbica (ver Fig. 1.17). 


y 



Figura 1 17 Parábola cúbica. 
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Funciones monótonas 

Una función que para todos los valores de a: en un intervalo tiene el 
mismo valor y = a se denomina función constante, o simplemente constante; 
está representada gráficamente por una línea recta horizontal. Una función 
y = f{x) para la cual un incremento en el valor de * resulta siempre en 
un incremento en el valor de y, esto es, para la cual f{x) <2 f{x') siempre 
que ^ < x', se denomina función monótona creciente; si, por otra parte, 
un incremento en el valor de a: implica siempre un decremento en el valor 
de y, la función se denomina función monótona decreciente. Tales funcio- 
nes son representadas gráficamente por curvas que siempre ascienden o bien 
siempre descienden conforme a 1 recorre el intervalo de definición hacia va- 
lores crecientes (ver Fig. 1.18). Una función monótona transforma siempre 
valores distintos de x en diferentes y; esto es, la transformación es biunívoca 
o “uno a uno”. 




Figura 1.18 Funciones monótonas. 

Funciones pares y funciones impares 

Si la curva representada por y = f{x) es simétrica con respecto al eje 
y, esto es, si x = — a y x = a dan el mismo valor de la función, 

f(~x) =f{x), 

la función se denomina función par. Por ejemplo, la función y = x 2 es par 
(ver Fig. 1.16). Si, por otra parte, la curva es simétrica con respecto al 
origen, esto es, si 

/(-*) = “/(*), 

se dice que la función es una función impar; entonces las funciones y = x, 
y = x 3 (ver Fig. 1.17), e y = \/x (ver Fig. 1.15) son impares. 
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Figura 1.19 Gráfica de y > x 2 . 


Frccuentemente cs útil considcrar la representación geométrica de una 
desigualdad. Por ejemplo, la desigualdad y > x 2 está representada por el 
dominio sobre la parábola y — x 2 (Fig. 1.19). E1 interior del círculo unitario 
con ccntro en el origen (Fig. 1.20) se expresa por la desigualdad 

x 2 + y 2 < 1. 

Frecucntemente, diversas desigualdades describen regiones más compli- 
cadas cuyas fronteras consisten dc diferentes secciones. Así, el “primer” 
cuadrante del círculo unitario se describe por el sistema de desigualdades 
simultáneas: 

x 2 + y 2 < 1, x > 0, y > 0. 

(Ver Fig. 1.21.) 


y 



Figura 1.20 Gráfica de x 2 + y 2 < 1. 
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Figura 1.21 Gráfica de x 1 2 + y 2 < 1, x > 0, y > 0. 



d. Continuidad 

Explicaciones intuitiva y precisa 

Las funciones y gráficas que se acaban de considerar exhiben una pro- 
piedad de gran importancia en el cálculo, a saber, la continuidad. Intui- 
tivamente, la continuidad significa que un pequeño cambio en la variable 
independiente x implica sólo un pequeño cambio en la variable dependiente 
y — f{x) y excluye saltos en el valor de y; así, Ia gráfica consiste de un 
solo pedazo de curva. En contraste, una gráfica y = f(x) que consiste de 
pedazos de curva separados por un vacío en una abscisa x 0 exhibe allí una 
discontinuidad de salto. Por ejemplo, la función 1 f(x) = sgn x, definida 
por f(x) = +1 para x > 0, por f(x) = — 1 para x < 0 y /(0) = 0 tiene 
una “discontinuidad de salto” 2 en x 0 = 0 (ver Fig. 1.22). 

La idea de la continuidad está implícita en el uso diario de las matemá- 
ticas elementales. Siempre que una función y = f(x) esté descripta por 
tablas, tales como las logarítmicas o trigonométricas, el valor y puede ser 
registrado solamente para un conjunto “discreto” de valores de la variable 
independiente x; por ejemplo, a intervalos de 1/1000 o bien 1/100,000. Sin 
embargo, valores no registrados de la función pueden necesitarse para x 
intermedios. Entonces, tácitamente se supone que un valor no registrado 
f(x 0 ) es aproximadamente el mismo que el de f(x) para una x vecina que 
aparece en la tabla, y que f(x 0 ) puede ser aproximado precisamente como 

1 Se pronuncia “signum” o bien “signo” de x. 

2 Técnicamente, la palabra “salto” se refiere solamente a la clase particular de 
discontinuidad en la cual la función aproxima desde la derecha e izquierda valores 
que no coinciden simultáneamente con f(x Q ). Una discontinuidad “infinita” es exhi- 
bida por la función y = \/x para x ^ 0 y y = 0 para x = 0. Aún otros tipos de 
discontinuidades se discutirán posteriormente. 
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Figura 1.22 La función f(x) — sgn x. 

se quiere si sólo los valores de x en la tabla se espacian suficientemente 
cerca uno con otro. 

La continuidad de la función f(x) para un valor a- 0 significa justamen- 
te quc /( x) difierc arbitrariamente poco del valor f(x 0 ) cuando x está 
suficientemente ccrca de x 0 . Las expresiones “difiere arbitrariamente poco” 
y “suficicntcmentc ccrca” son un tanto vagas y debcn ser explicadas precisa- 
mente en términos cuantitativos. 

Prescríbase cualquier “margcn de precisión” o “tolerancia”, esto es, 
cualquier númcro real positivo e (por pcqueño que sea). Para la continuidad 
de / cn a'o sc rcquicre que la diferencia entre f(x) y f(x 0 ) pcrmanezca den- 
tro de este margen, esto es, que j f(x) — f(x 0 ) \ < e, para todos los valores 
de x que se encuenlran suficientemcnte cercanos a a 0 (o bien, para todos 
los valores a situados alguna distancia 8 desde x 0 ). 

Es más fácil visualizar lo que la continuidad significa si se interpreta a 
/ como una transformación que asigna a puntos ,v en el eje x imágenes en 



Figura 1.23 Continuidad del mapeo y = f(x) en el punto a 0 . 
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el eje y. Tómese cualquier punto x 0 en el eje x y su imagen y 0 — f{x 0 ) (ver 
Fig. 1.23). Marcamos un intervalo abierto arbitrario / en el eje y, que 
tiene al punto y 0 como centro. Si la longitud de / es 2e, entonces los puntos 
y de / son aquéllos cuya distancia a y 0 es menor que e, o sea, para los cuales 
\y — y 0 | < £• Fa condición para la continuidad de f(x) en ,v 0 es: 7’odos 
los puntos x suficientemente cercanos a .v 0 tienen imágenes que se encuen- 
tran en /. O bien: Es posible marcar un intervalo I en el eje x con centro 
.v 0 , por ejcmplo, el intervalo — 8 < .v < .v 0 + 8, tal que todo punto x 
de I ticne una imagen f(x) que se encuentra en / y por lo tanto 
| f(x) — f(x 0 )\ < e. La continuidad de f(x) en el punto v 0 significa quc 
para una e-vecindad arbitraria / del punto y 0 = f(x 0 ) en el eje y, puede 
encontrarse una 8-vec.indad I del punto v 0 en el eje v, cuya totalidad dc 
puntos son transformados en puntos de ]. x Por supuesto, esto solamente 
tiene sentido para puntos en el eje * en los cuales la función está definida. 
esto es, los que pertenecen al dominio de /. Lo anterior nos conduce a la 
siguicnte definición precisa de continuidad. 

La función f(x) es continua en un puntu ,v 0 de su dominio si para todo 
e positivo puede encontrarse un número positivo 8 tal que 

I f(x) ~ f(x o)¡ < e 

para todos los valores x en el dominio de f para los cuales |v — ,v 0 | < 8. 

Muy útil es la interpretación gcomctrica de la continuidad cuando la 
función / se representa por su gráfica en el plano xy (ver Fig. 1.24). Sca 
P 0 = (v 0 , y 0 ) un punto sobre la gráfica. Los puntos (,v, y) con y 0 — e < 
>’ < )’o T c forman ahora una “franja” horizontal / que contiene a P 0 . La 
continuidad de / en v 0 significa que dada cualquiera de tales franjas hori- 
zontales /, no importa cuán angosta, es posible encontrar una franja vertical 
I dada por ,v 0 — 8 < ,v < x 0 T 8 tan angosta que todo punto de la gráfica 
que se encuentre cn 1 también caiga en /. 

Como ilustración, eonsidércse la función hneal f(x) = 5.v T 3. Se tiene 

! f(x) — f(x 0 )! = |(5* T 3) -- (5,v 0 T 3)| = 5 |.v — .v 0 |, 

la cual exprcsa que la transformación y = 5x T 3 magnifica distancias por 
cl factor 5. Obviamcntc aquí \f(x) — /(.v 0 ) ¡ < e para todos los ,v para los 


1 En esta dcfinición dc continuidad I y J son intcrvalos que ticncn sus centros 
cn los puntos v 0 c y 0 , respectivamente. Esto es convcniente para la definición analítica 
de continuidad cn v 0 la cual recurre a las distancias \x — v 0 | e \y — y 0 ¡; pero cs algo 
artificial si se interpreta / gcométricamcnte como un “mapeo” o transformación. En 
su lugar, se puede definir igualmente bien la continuidad de y — f(x) cn un punto 
Vo por el requisito de que para todo intervalo abierto J en el eje y que contiene al 
punto y a — f(x 0 ) puede encontrarse un intcrvalo abierto I en el eje .v conteniendo 
al punto v 0 y tal que la imagen y de cualquier punto v en 1 para el cual la función 
esté dcfinida está situada en J. La demostración de la equivalencia de las dos defi- 
niciones se deja al lector como un sencillo ejercicio. 
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cuales \x ~ at 0 | < e/5. Consecuentemente, la condición para la continuidad 
de f(x) en el punto x 0 se satisface si se elige 8 — e/5 (pero, por supuesto, 
cualquier número positivo S < e/5 es también una posible elección) ; y la 
imagen de cualquier punto del intervalo x 0 — 8 < * < * 0 + 8 se encontrará 
entonces en el intervalo y 0 — e < y < y 0 + e. En este ejemplo, a la aseve- 
ración de que la distancia | y — y 0 | es “arbitrariamente pequeña” para 
\x — * 0 | “suficientemente pequeño” puede dársele un significado específico 
en efccto, |.r — .v 0 | es suficientemente pequeño si no excede un quinto del 
valor de \y — y 0 |. 



Otro ejemplo es proporcionado por la función f(x) = x 2 . Aquí se tiene 
para \x — x 0 [ < 8 que 

|/(*) — f(x o)[ = [x 2 - x 2 0 \ = \x — x 0 | |2x 0 + (x — x 0 )| 

< \x — x 0 [(2 \x 0 \ + \x — x 0 |) < 8(2 [ jv 0 [ + 8 ). 

Se verifica inmediatamente que la condición [ f(x) — f(x 0 ) \ < e se satisface 
si se elige 8 = — |x 0 | + V E + |*o| 2 . 

Intuitivamcnte, la idca de la continuidad parece obvia sin explicación, 
pero la formulación precisa puede ser en un principio algo difícil de en- 
tender debido a la vaguedad de palabras tales como “uno puede encontrar” 
o bien “elegido arbitrariamente”. Sin embargo, el lector, que puede estar 
al principio muy satisfecho con alguna noción intuitiva de la continuidad, 
aprenderá gradualmente a apreciar la lógica precisión y generalidad de la 
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definición analítica, resultado de un Iargo y persistente esfuerzo para con- 
ciliar la necesidad del entendimiento intuitivo con el de la claridad lógica. 
Es indispensable un significado preciso para la palabra “continuidad”. La 
definición analítica dada aquí es la formulación requerida y precisa de una 
importante propiedad de las funciones. 

Para el principiante se deberá nuevamente insistir en que “pequeño” 
no es una designación absoluta de un número; más bien, el término “ar- 
bitrariamente pequeño” se refiere a un número que no es fijo al principio, 
sino que, cualquier valor positivo e puede ser seleccionado, el cual está su- 
jeto a una elección subsecuente menor para una aproximación refinada de 
f(x o). “Suficientemente pequeño” se refiere a un número 8 que debe ser 
ajustado para satisfacer un margen de tolerancia establecido anteriormente 
por otro número e. 

Explicación de la continuidad y de la discontinuidad mediante ejem- 
plos. Podemos aclarar la definición de continuidad haciendo contraste con 
ejemplos de discontinuidad, ejemplos que no satisfacen la definición anterior. 
Recuérdese el ejemplo sencillo de la función f(x) = sgn x en la p. 55. Ob- 
viamente, para todo x o ^0 esta función es continua de acuerdo con la defi- 
nición en términos de e y 8 ; de hecho, con un 8 = |x 0 | constante, no importa 
cuán pequeño se elija e. Pero para x 0 = 0 no puede encontrarse ninguna S 
si e es menor que 1, puesto que | f(x) — /(0) | = \f(x) \ = 1 > e para todo 
x distinto de cero, sin importar cuán próximo está x de cero. 

La función sgn x ilustra el tipo más simple de discontinuidad en un 
punto £, conocida como discontinuidad de salto, en la cual f(x ) se aproxima 
a valores límite desde la derecha e izquierda, conforme x se aproxima a 
valores Iímite £, que difieren, ya sea el uno del otro o bien del valor de / 
en el punto $2 La gráfica en x = £ tiene entonces un vacío. Otras curvas 
con discontinuidades de salto están bosquejadas en la Fig. 1.25 a y b; la 
definición de estas funciones deberá resultar evidente de las figuras. 1 2 

En discontinuidades de este género existen tanto los límites por la dere- 
cha como por la izquierda. Volvamos ahora a discontinuidades en las cuales 
éste no es el caso. Las más importantes de éstas son las discontinuidades 
infinitas o infinidades. Estas son discontinuidades análogas a las exhibidas 

1 La definición precisa de límite se dará en la Sección 1.7; para los comentarios 
descriptivos que se hacen aquí, una idea intuitiva es suficiente. 

2 En todos estos ejemplos de discontinuidades de salto, los límites de la fun- 
ción por la derecha y por la izquierda en el punto de discontinuidad poseen valores 
diferentes. E1 ejemplo trivial de la función f(x) definida por 

f(x) = 0 para x^O, f(x) = 1 para x = 0 

ilustra una discontinuidad de salto en la cual los límites desde ambos lados son 
iguales entre sí pero difieren del valor de / en el punto mismo £ de discontinuidad. 
Se tiene entonces una singularidad eliminable. Aquí / puede hacerse continua cam- 
biando solamente el valor de / en £ de modo que coincida con los límites desde am- 
bos lados. 
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M (b) 

Figura 1.25. 


por las funcioncs l/x y \¡x 2 en cl punto * = 0; conforme x —> 0, el valor 
absoluto |/(.v)| de la función crece más allá de toda cota. La función \/x 
crece numéricamente más allá de toda cota a través de valores positivos y 
negativos rcspcctivamentc, conformc x sc aproxima al origen desde la iz- 
quierda y desde la dcrecha. Por otra parte, la función 1 /x 2 tiene para 
x = 0 una discontinuidad infinita en la cual el valor de la función crece 


y 



Figura 1.26 Gráfica de función con discontinuidad infinita. 
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más allá de cualquier cota positiva conforme a: se aproxima al origen desde 
ambos lados (ver Fig. 1.26 y Fig. 1.27). La función 1 / (x 2 — 1) mostrada 
en la Fig. 1.27 posee discontinuidades infinitas tanto en .v = 1 cocmo en 
x = — 1. 

Un ejemplo de otro tipo de discontinuidad en el cual no existe ningún 
límite desde la derecha o desde la izquierda es la función par “lineal por 
pedazos”, y~f(x), ilustrada en la Fig. 1.28, la cual está definida para 
todos los valores de x distintos de cero como sigue. Esta función toma alter- 
nativamente los valores +1 y — 1 para los valores — v de la forma ±1/2", 


y 



Figura 1.27 Función con cliscontinuidades infinítas. 


donde n es cualquier entero: /(±1/2") = ( — 1) M . En todo intervalo 
l/2" + 1 < v < 1/2", o bicn -1/2" < v < -1/2" + 1 , la función f(x) es 
lineal y recorre todos los valores entre — 1 y +1. Por ello la función oscila 
hacia arriba y hacia abajo cada vez con más rapidez entre los valores — 1 
y +1 conforme x se aproxima más y más al punto v = 0, y en la vecindad 
inmediata de ese punto ocurren un número infinito de tales oscilaciones. 
Un comportamiento análogo es exhibido por la curva suave de la Fig. 1.29. 
[Aquí, de hecho f(x) está dada por una expresión en forma exacta, a saber, 
f(x) = sen (l/x), con la función seno definida apropiadamente como en 
la p. 74.] 

Un contraste con este cjemplo es la función lineal por pedazos y = f(x) 
que toma los valores /(±1/2") = ( — i)" para todos los enteros n (ver 





62 Introducción 


Cap. 1 


y 



Figura 1.28 Función oscilante, lineal por pedazos, con discontinuidad. 


Fig. 1.30) y es lineal para valores intermedios x. Aquí f{x) permanece con- 
tinua en el punto x = 0 si le asignamos el valor 0 en este punto. En la 
vecindad del origen la función oscila hacia arriba y hacia abajo un número 
infinito de veces, pero la magnitud de estas oscilacioncs se hace arbitra- 



Figura 1.29 Función oscilante con discontinuidad. 
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riamente pequeña conforme se aproximan al origen. La situación es Ia 
misma para la función y = x sen (1/*) (ver Fig. 1.31). 

Estos ejemplos muestran que la continuidad permite toda clase de po- 
sibilidades notables ajenas a nuestra cándida intuición. 



*Discontinuidades removibles 

Como se habrá notado, puede suceder que en un cierto punto, digamos 
x = 0, una función no esté definida por la ley original, tal como en los 
últimos ejemplos discutidos. Estamos entonces en Iibertad de extender la 
definición de la función, asignándole cualquier valor deseado en tal punto. 
En el último ejemplo podemos escoger la definición de tal manera que 
la función se torne también continua en ese punto, a saber, eligiendo 
y = 0 en x = 0. Una extensión continua análoga puede ser definida siem- 
pre que el límite por la izquierda así como el límite por la derecha existan 
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y scan igualcs; bastará cntonces con hacer el valor de la funcíón en el 
punto en cucstión igual a estos Iímites de manera de hacer continua la 
función allí. Cualquicra quc sea la discontinuidad que pueda ser impuesta 
por definición en x = 0, esta discontinuidad es “eliminable ,, asignando un 
valor adccuado a /(0). Para la función y = sen \/x, como para la función 
de la Fig. 1.28, esto, sin embargo, no cs posible: cualquiera que sea el 



valor que sc asigne a la función en x = 0, la función extendida es dis- 
continua. 

Módulo de continuidad. Continuidad uniforme. Nuestra definición de 
continuidad de la función f(x) en a: 0 requiere que para toda medida de pre- 
cisión, e > 0, existan cantidadcs 8 > 0 (llamadas módulos de continuidad) 
tales quc |/(*) — /(.v 0 )| < e para todos los valores de a: en el dominio de 
/ para los cualcs \x — x 0 | < 8. Un módulo de continuidad proporciona in- 
formación sobre la sensibilidad de / a Ios cambios en a:. Un módulo de 
continuidad 8 nunca es único; puede ser siempre reemplazado (para las 
mismas x 0 y e) por cualquicr cantidad positiva menor 8', puesto que 
j.v — .Y 0 ¡ < 8' implica \x — x 0 j < 8 y por ello j/(.v) — /(* 0 )| < e. Para 
fines prácticos, como en los cálculos numóricos, podemos estar interesados 
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en una elección particular de S; por ejemplo, en el máximo valor para 8. 
Por otra parte, si meramente deseamos establecer el hecho de que / es 
continua en x 0 , entonces solamente se requiere exhibir un módulo cualquie- 
ra de continuidad para todo e positivo. 

En general, como lo muestran los ejemplos, este 8 = S(e) depende no 
sólo de e sino que también del valor de x 0 . Por supuesto, no se requiere 
considerar todos los valores positivos posibles de e. Pueden restringirse 
siempre las consideraciones a e suficientemente pequeños; digamos, a e < e 0 
para un e 0 elegido arbitrariamente, puesto que para e > e 0 puede utilizarse 
el mismo módulo de continuidad que para e = e 0 . Análogamente, debemos 
tomar en cuenta solamente los puntos x en el dominio de / situados en una 
vecindad arbitraria de a* 0 ; digamos, aquellos puntos con \x — x 0 | < 8 0 , pues- 
to que puede siempre reemplazarse cualquier módulo de continuidad 8 por 
uno menor que no exceda a 8 0 . La continuidad de / en x 0 es una propiedad 
locál, es decir, una propiedad que depende solamente de los valores de / 
en alguna vecindad de a 0 arbitrariamente pequeña. 

Como se ha visto, la función / puede ser continua para algún a 0 y dis- 
continua para otros x. Una función se denomina continua en un intervalo 
si es continua en cada punto del intervalo. Para cada a 0 del intervalo se 
tienc entonces un inódulo de continuidad 8 = 8(e) el cual puede esperarse 
que varíe con x 0 , reflejando las diferentes proporciones según las cuales y 
varía al variar a cerca de puntos x 0 diferentes. 

Se dice que / es uniformemente continua en un intervalo si puede en- 
contrarse un módulo uniforme de continuidad 8 = 8(e) para ese intervalo, 
esto es, uno que no dependa del punto particular x 0 del intervalo. Por lo 
tanto, f(x) es uniformcmente continua en un intervalo 1 si para cada e 
positivo existe un número positivo 8 tal que \f(x) — f(x 0 ) \ < e para dos 
puntos cualesquiera x y x 0 del intervalo para los cuales \x — * 0 | < 8. 

Para una función uniformemente continua y = f(x) los valores de y 
difieren “arbitrariamente poco” uno del otro para cualesquiera valores * que 
estén “suficientemente cercanos”, independientemente de su posición en 
el intervalo. En ciertos aspectos la continuidad uniforme se acerca más a 
nociones intuitivas que la mera propiedad local de continuidad. 

Por ejemplo, la función f(x) = 5x -f- 3 es uniformemente continua para 
todos los valores de la variable independiente puesto que aquí | f(x) — f(x 0 ) \ 
= 5 |* — x 0 | < e para |* — a 0 | < e/5, y, por lo tanto, 8(e) = e/5 repre- 
senta un módulo uniforme de continuidad. 

La función f(x) = x 2 para un intervalo a infinito, ciertamente no es 
uniformemente continua. Es evidente que pequeñas variaciones en x pue- 
den producir cambios arbitrariamente grandes en x 2 , bastando con que x 
sea suficientemente grande. Una ojeada a una tabla de cuadrados de enteros 

1 En esta definición la palabra intervalo puede referirse ya sea a intervalos ce- 
rrados o abiertos o bien infinitos. 
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x muestra cómo los cuadrados sucesivos se encuentran espaciados más y 
más conforme ;c crece. Pero, sin embargo, si se consideran solamente pares 
de valores a; y * 0 pertenecientes a un intervalo fijo finito cerrado [ a, b], pue- 
dc encontrarsc un módulo uniforme de continuidad. En efecto, para 
\x — ;t 0 | < S se tiene 

| f(x) ~ f{x o) | = jx 2 — x*| = \x — x 0 ¡ \x + x 0 \ < 2 \x — x 0 ¡(¡¿>¡ + |a|) 

< 28(|6| + |a|) = e 
si se toma 8 — e/2(|6| + ¡a|). 

Prevalece una situación análoga para la función f(x) — 1 /x para 
x=£0, con /(0) = 0. Considéresc un intervalo cerrado acotado a <x < b 
en todo el cual la función es continua. Tal intervalo no puede incluir al 
origen, cl cual es un punto de discontinuidad, de modo que a y b deberán 
tener el mismo signo. Supóngase que a y b son ambos positivos. Entonces, 
para x y x 0 pertenecientes al intervalo y para \x — x 0 | < 8 se tiene 


1 - _L 

x x 0 


¡•Vo - *¡ 


1 

|.V 0 | |.v| 



e 


para 8 = a 2 e. Por lo tanto, la función es uniformemente continua en el in- 
tervalo \a,b]. Por supuesto, csto prueba también que la función f(x) = 1 /x 
es continua en todo punto x 0 > 0. Puesto que todo tal valor x 0 puede ser 
inc.luido en algún intervalo a < x 0 < b con a y b positivos. La expresión 
8 = a 2 e es entonces un módulo de continuidad para la función en x 0 , si se 
restringc a: a una vecindad de x 0 que se encuentre totalmente en el in- 
tervalo. 

Salta a la vista que las funciones continuas en los ejemplos anteriores 
son uniformemente continuas cn cualquier intervalo cerrado acotado que 
pertenece a su dominio. Estas ilustran una propiedad general que será de- 
mostrada en el Suplemento, p. 123. Podemos enunciarla: 


Toda función continua en un intervalo cerrado y acotado es por necesi- 
dad uniformemente continua en ese intervalo. 

La restricción a intervalos acotados cs esencial como lo muestra el ejem- 
plo de la función x 2 . Análogamente, se deberá estipular que el intervalo es 
cerrado. Por ejemplo, la función y = 1 /x es continua en el intervalo abierto 
0 < a: < 1, pero no es uniformemente continua allí; pues cambios arbitra- 
riamcnte grandes en y pueden ser producidos por cambios arbitrariamente 
pequeños en x, bastando sólo con que x se encuentrc suficientemente ccrca- 
no al origen. Si existicra un módulo uniforme de continuidad 8(e) para 
el intervalo (0, 1), podría tomarse, por ejemplo, ,v 0 < 8, x — £*<>; obvia- 
mente entonces \\/x — \/x 0 \ = \¡x 0 es mayor que cualquier e preasignado 
siempre que * 0 sea suficientemente pequeño, de modo quc la suposición de 
un 8(e) uniforme conduce a una contradicción. 
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Continuidad de Lipschitz—Continuidad de Hólder. En los ejemplos ante- 
riores de funciones uniformemente continuas en un intervalo [a, b], se en- 
contró un módulo de continuidad particularmente simple, a saber, S(e) 
proporcional a e. Esta situación muy común se presenta en las así llamadas 
funciones “continuas de Lipschitz >> * esto es, las funciones f(x) que satis- 
facen una desigualdad de la forma 

| f(x 2 ) ~ f(x i) \<L\x 2 — xi| 

(la llamada condición de Lipschitz) para todos los x x y x 2 en el intervalo, 
con un valor fijo L. La continuidad de Lipschitz significa que el “cociente 
incremental” 

f(x 2 ) -f(x i) 

X‘¿ — X\ 

formado para dos puntos distintos cualesquiera del intcrvalo nunca excede 
un valor finito L, fijo, cn valor absoluto; o bien que la transformación 
y — f(x) magnifica distancias de puntos en el eje x a lo más por el factor 
L. Evidentemente, para una función “continua de Lipschitz” la expresión 
8(«) = e/L es un módulo de continuidad puesto que \f(x 2 ) — f(x\) \ < e 
para {.v 2 — *i| < e/L. Recíprocamente, cualquier función con un módulo 
de continuidad proporcional a e, digamos, S(e) = ce, es “continua de Lips- 
chitz”, con L — 1 /c. 

Como se verá en el capitulo 2, la mayoría de Ias funciones tratadas serán “con- 
tinuas de Lipschitz” excepto en puntos aislados, como una consecuencia del hecho 
que sus derivadas son acotadas en cualquier intervalo cerrado que excluya a estos 
puntos. Sin embargo, la continuidad de Lipschitz es solamente suficiente pero no 
necesaria para la continuidad uniforme. E1 ejemplo más simple de una función que 
es continua sin ser “continua de Lipschitz” está dada por f(x) = V x para x > 0, 
y hay que considerar x 0 = 0. Aquí el cociente incremental 

f(x) -/(0) _ 1 

x — 0 V x 

se torna arbitrariamente grande para x suficientemente pequeños, y, por lo tanto, 
no puede ser acotado por una constante fija L. De aquí que no sea posible elegir 
S(e) proporcional a e; pero existen otros módulos de continuidad no lineales para 
csta función, por ejemplo 6(e) = e 2 . 

La función V x pertenece a la clase general de funciones llamadas “continuas de 
Holdcr”,** que satisfacen una “condición de Holder”: 

l/(* 2 ) -f( Xl )\<L\x 2 -x^ 

para todos x v x 2 de un intervalo, donde L y a son constantes fijas, estando el 
“exponente de Holder” a restringido a valores 0 < a < 1. Las funciones continuas 
Lipschitz se obtienen para el exponente Hdlder especial a = 1. 

* (N. del T.) Decimos así para abreviar Ia expresión " continuas en el sentido 

de Lipschitz”. También se llaman “Lipschitzianas”. 

** (N. del T.) Brevemente, en lugar de “continuas en el sentido de Hoolder”. 

También llamadas “Holderianas”. 



68 Introducción 


Cap. 1 


Es claro que 5 = L~ 1/a e 1/a es un posible módulo de continuidad para una función 
“continua de Hólder” f; aquí 8 es proporcional a e 1 / 0 , y no a e. La función 
f(x) = Vx es “continua de Hólder” con exponente a = i. Esto se sigue de la 
desigualdad 

| V X. ¿ — Vxjl < \x 2 — 

la que se obtiene observando que 

\Vx 2 — VxJ < JVx 2 + V J 

y multiplicando por |Vx 2 — v'xj. Esto proporciona el módulo de continuidad 
8(e) — e 2 para V x, como se mencionó anteriormente. 

Con más generalidad, las potencias fraccionales f(x) = x a para 0 <J a < I son 
“continuas de Hólder” con exponentc de Hólder a. 

Las funciones hólderianas aún no agotan la clase de todas las funciones unifor- 
memente continuas. No es difícil construir ejemplos de funciones continuas para las 
cuales las potencias de £ no sirven como módulos de continuidad. (Ver problema 
13, p. 140.) 


e. E1 teorema del valor intermedio. Funciones inversas 

Intuitivamente, no existe duda de que una función que es continua, 
y, de aquí, que no ticne “saltos”, no puede variar de un valor a otro sin 
pasar por todos los valores intermedios. Este hecho se exprcsa por el así 
llamado teorema del valor intermedio (su demostración precisa se da en el 
Suplemento, p. 123). Lo enunciamos así: 



Figura 1.32 E1 teorema del valor intermedio. 


Teorema del valor intermedio. Considérese una función f(x) con- 
tinua en todo punto de un interualo. Sean a y b dos puntos cualesquiera del 
intervalo y sea -q cualquier número entre f(a) y f(b). Entonces, existe un 
valor £ entre a y b para el cual f($) = r¡. 
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Interpretado geométricamente, el teorema establece que si dos puntos 
(■ a,f(a )) y ( b,f[b )) de la gráfica de una función continua / están situa- 
dos en diferentes lados de una paralela y = r¡ al eje x, entonces la paralela 
intersecta a la gráfica en algún punto intermedio (ver Fig. 1.32). Por su- 
puesto que pueden haber varias intersecciones. En el importante caso en 
que la función f(x) es monótona creciente o bien monótona decreciente 
en todo el intervalo, puede haber solamente una intersección, pues / no 
puede tener el mismo valor r¡ para dos valores diferentes de £. 

Como ejemplo tómese la función f(x) = x 2 , la cual es monótona cre- 
ciente y continua en el intervalo 1 < >: < 2. Aquí /(1) = 1 y /(2) =4. 
Tomando para r¡ el valor 2, intermedio entre 1 y 4, se encuentra que existe 
un único £ entre 1 y 2 para el cual £ 2 = 2. Este es, por supuesto, el número 
que se denota por -\J2. 

Continuidad de la función inversa 

Para cualquier función monótona creciente f(x), definida en un in- 
tervalo a < x < b, se encuentra que para todo número real rj tal que 
f(a ) < 17 < /( 6 ), existe exactamente un £ tal que a < £ < b para el cual 
f(i) — v- 1 Sean « = f(a) y J3 = f(b). Puesto que £ está determinado de 
manera única por r ¡, se tiene una función £ ~ g(r¡) definida para argu- 
mentos r¡ en el intervalo cerrado [a,J3]. Esta función g se denomina la 
inversa de /. Puesto que a valores más grandes de £ corresponden valores 
más grandes de r¡ = f(£), la función g es también monótona creciente. Es 
fácil mostrar que la función inversa g también es continua. 

En efecto, sea r¡ cualquier valor entre a y (ver Fig. 1.33). Entonces 
£ = g(r¡) debe estar situado entre a = g(a) y b = g(¡3). Sea e un número 
positivo dado, el cual puede suponerse tan pequeño que sea a < £ — e < 
£ + e < b. Se debe mostrar que |g(y) — g(r¡) \ < e para toda y suficien- 
temente próxima a r¡. Puesto que / es creciente, r¡ = f(£) está situado entre 
los valores f(£ — e) — A y f(£ + e) = B, y puede encontrarse un 8 tan 
pcqueño que sea 

A <i r¡ — 8<?7 + S<jB. 

Si y es cualquier valor tal que r¡ — 8 <. y <. r¡ + 8, y e$ x = g(y), se tiene 
que A < y < B y, por lo tanto, g(A) < g(y) < g(B); esto es, £ — e < 
g(y) < £ + e, o bien |g(y) — ^( 77 ) ¡ < e. La misma demostración, ligera- 
mente modificada, se aplica cuando r¡ es uno de los puntos extremos a o fi 
del intervalo de definición de g. 

Las relaciones y = f(x) y x = g(y) son equivalentes y están represen- 
tadas por la misma gráfica en el plano {x, y]; los puntos (x, y) del plano 

1 E1 teorema del valor intermedio, como se lo estableció, asigna £ para ij en el 
intervalo abierto f(x) < r¡ < f(b). Sin embargo, por supuesto que para 77 = f(a), o 
bien para 77 = f(b), basta sólo con tomar £ — a, o bien £ = b. 
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Figura 1.33 Continuidad de la inversa de una función monótona continua. 

para los cuales y = f(x) son los mismos que los puntos para los cuales 
x = g(y). Si la función g se representa de la manera usual por y = g(x), 
deben intercambiarse x e y; entonces la gráfica de y = g(x) se obtiene de 
la gráfica y — f(x) tomando la imagen especular respecto a la línea y = x. 


y 



Figura 1.34 Funciones inversas. 
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Se tiene un ejemplo simple con las gráficas de la función f(x) — x 2 para 
.v > 0 y de la función inversa g(x) = y/x para x > 0 (ver Fig. 1.34). 

1.3 Las funciones elementales 
a. Funciones racionales 

Pasemos ahora a un breve repaso de las conocidas funciones elementales. 
Los tipos más simples de función se construyen mediante aplicación repe- 
tida de las operaciones elementales, adición y multiplicación. Si se aplican 
estas operaciones a una variable independiente xyaun conjunto de nú- 
meros reales a 1} . . ., a n se obtienen los polinomios 

y — Oq + c&iX + • • ■ + a n x n . 

Los polinomios son las funciones más simples del análisis y, en cierto 
scntido, las básicas. 

Cocientes de tales polinomios, de la forma 

a 0 + a^x + • • • + a n x n 
^ b 0 + b x x + • • • + b m x m 5 



Figura 1.35 Potencias de x. 
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son las funcioncs racionales gcnerales; éstas están definidas en todos los 
puntos donde el denominador es distinto de cero. 

E1 polinomio más simple, la función lineal 

y = ax + b, 

se reprcsenta gráficamente por una línea recta. Toda función cuadrática 

y = a.x 2 + bx + c 

se representa por una parábola. Las gráficas dc polinomios de tercer grado 
y = ax 2 + bx 2 + cx + d, 

se llaman a veces “parábolas de tcrcer orden”; etc. 

Las gráficas de la función y = ,x n para exponentes n = 1, 2, 3, 4 están 
dadas cn la Fig. 1.35. Para valoros pares de n la función y = x n satisface 
la ecuación f( — x) = f(x), y es por ello una función par; mientras que 
para valorcs imparcs de n la función satisface la condición f(~x) = f(x), 
y es por lo tanto impar. 

E1 ejemplo más simple de función racional que no es un polinomio es 
la función y = 1 /x mencionada en la p. 51; su gráfica es una hipérbola 
equilátcra. Otro cjcmplo es la función y = \¡x 2 (ver Fig. 1.26, p. 60). 

b. Funciones algebraicas 

De inmediato nos vemos obligados a salir del conjunto de funciones ra- 
c.ionalcs debido al problcma dc formar sus inversas. E1 ejcmplo típico es 
la función \/.y, la inversa de ,r n . Sc ve fácilmente que la función y = x n 
para x > 0 es inonótona crecicnte y continua. Tiene por ello una inversa 
univaluada, que sc denota por el símbolo x = "tyy, o bien, intcrcambiando 
las letras utilizadas para las variables dependientes e independientes, 



Por dcfinición, csta raíz es siempre no negativa. Para valores impares de n 
la función x n es monótona para todos los valores de x, incluyendo valores 
ncgativos. Consecucntcmcntc, para valores impares de n la definición de 
tyx puede extenderse de rnanera única a todos los valores de x; y en este 
caso iy x es ncgativa para valores negativos de a - . 

Con mayor gcneralidad, pucde considerarse la función 

y = VR&T, 

dondc R(x) cs una función racional. Otras funciones de tipo semejante se 
forrnan aplicando las operaciones racionales a una o más de estas funciones 
cspccialcs. Así, por ejernplo, pueden forrnarse las funciones 
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y — V'x + V* r2 +1) y = x + V* 2 + 1* 

Estas funciones son casos especiales de funciones algebraicas. (E1 concepto 

general de una función algebraica se definirá en el Volumen II.) 

c. Funciones trigonométricas 

Las funcioncs racionales y las funciones algebraicas se definen directa- 
mente por medio de las operaciones elementales de cálculo, pero la geometría 
es la fuente de la cual obtenemos primero ejemplos de otras funciones, las 
así llamadas funciones trascendentes. 1 De éstas, se considerarán aquí las 
funciones trascendentes elementales, a saber, las funciones trigonométricas, 
la función exponencial y la función logaritmo. 


D 



En investigaciones analíticas los ángulos no se miden en grados, minutos 
y segundos, sino en radianes. E1 ángulo que se desea medir se coloca con 
su vértice en el centro de un círculo de radio 1 y el tamaño del ángulo 
se mide por la longitud del arco de circunferencia que es cortada por el 
ángulo. 2 Por lo tanto, un ángulo de 180° es el mismo que un ángulo de — 

1 La palabra “trascendente” no significa nada particularmente profundo o mis- 
terioso; sugiere simplemente que la definición dc estas funciones trasciende las ope- 
raciones elementales de cálculos, “quod algebrae vires transcendit”. 

2 La medida en radiantes de un ángulo puede ser definida también como el do- 
ble del área del sector correspondiente sobre el círculo de radio uno. 
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radianos (tiene mcdida 7 r, cn radiancs). Un ángulo dc 90° tiene medida, 
(;n radianes, 7 t/ 2 ; un ángulo de 45° tiene a 7 r /4 como su mcdida en radia- 
nes; un ángulo de 360° ticne medida, en radianes, 2 tt. Recíprocamente, un 
ángulo de J radián expresado en grados es 

180° 

--, o bien, aproximadamente, 57° 17' 45". 

7 T 

En lo sucesivo. siemprc que se hable de un ángulo x, se entenderá un 
ángulo cuya medida en radianes es x. 

Recordemos brcvemente el significado de las funciones trigonométricas 
scn a:, cos ,v, tan .v, cot a. 1 Estas están representadas en la Fig. 1.36, en la 
cual el ángulo .v se mide a partir del segmento OC (de longitud 1), con- 



siderando positivos a los ángulos en la dirección contraria a la de las 
manecillas dcl reloj. Las funciones cos x y sen x son las coordenadas rectan- 
gulares del punto A. Las gráficas de la función sen x, cosx, tan x, coía: 
están dadas en las Figs. 1.37 y 1.38. 

Más adelante (ver p. 237) cstarcmos en condiciones de reemplazar las 
definiciones gcométricas por las analíticas correspondientes. 

d. La función exponencial y el logaritino 

Además de las funciones trigonométricas, la función exponencial con 
base positiva a, 

y — a x , 

y su inversa, el logaritmo de base a, 

x = loga y, 

sc incluyen también entre las funcioncs trascendentes elementales. En ma- 
temáticas clementales es costumbre pasar por alto ciertas dificultades in- 

1 En ocasiones tainbién es conveniente introducir Ias funciones sec x — 1/cosa:, 
cosec x = 1/sen x. 
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herentes en su definición, y se pospondrá también aquí la discusión detallada 
de éstas hasta que dispongamos dc mejores métodos (ver sccción 2.5 p. 167). 
Se puede, sin embargo, indicar aquí al menos un camino “clemental” para 
definir estas funciones. Si x = p/q es un numero racional (donde p y q 
son enteros positivos), entonces —suponiendo positivo el número a — se 

q — 

define a x como y/a 1 ’ — aP /q , donde la raíz, de acuerdo a la convención, 
ha de ser tomada positiva. Puesto que los valorcs racionales dc * son densos 
en todas partes, es natural extender esta función a T a una función continua 
definida también para valores irracionales de x, dándole a a x , cuando x es 
irracional, valores que son continuos con los valores ya definidos cuando 



* es irracional. Esto define una función continua y = a x , la “función ex- 
ponencial”, la cual para todos los valores racionales de x dan el valor de 
a x encontrado antes. Por el momento, podemos presuponer que esta exten- 
sión es rcalmente posible y puede ser llevada a cabo de una sola manera; 
pero debcrá tenerse en mente que aún debemos demostrar que esto es 
cierto. 1 

La función 

j; = Iog a y 


1 Esto se hace en la p. 174. 
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puede ser cntonces definida para y > 0 como la inversa de la función 
exponencial: x = log a y cs aquel número para el cual y = a x . 


e. Funciones coinpuestas, productos simbólicos, funciones inversas 

Frecuentemente se forman nuevas funciones no sólo combinando funcio- 
nes conocidas mediante operaciones racionales sino por el proccso más ge- 
neral y básico de formar junciones de funciones o funcioncs compuestas. 

Sea u — <f>(x) una función cuyo dominio está en el intervalo a < x < b 
y cuyo rango se encuentra situado en cl intervalo a < u < /3. Además, sea 
y — g(u) una función dcfinida para a < u < /?. Entonccs g(<f>(x)) = f(x) 
define una función / para a < x < b, la cual está “compucsta”, o bien cs 
la “composición” dc g y <f>. Por ejemplo, f(x) = 1/(1 + * 2n ) es la composi- 
ción de las funciones <f>(x) = 1 + x~ n y g(u) = 1 /u. Análogamente, la 
función f(x) = sen (l/x) cs la composición de <f>(x) = \/x y g(u) = sen u. 


y 



Figura 1.39 Producto simbólico g<¡> = f de dos funciones. 


Es útil interpretar las funciones compuestas en términos de transforma- 
ciones o “mapeos”. La transformación <f> llcva cada punto x del intervalo 
[i a, ó] a un punto u del intervalo [a, ¡3]. La transformación g lleva cualquier 
valor u en [«, ft\ a un punto y. La transformación / es el “producto sim- 
bólico” g<f> dc las transformaciones g y <f>, esto cs, la formada por <j> y g 
sucesivamente, cn ese ordcn; para cualquier x en [a, b] se forma su imagen 
u por la transformación <f>, y entonces se aplica g a la imagen u = <f>(x), 
obteniéndose g(<f>(x )) = f(x) = y (ver Fig. 1.39). Tal producto simbólico 
g<}> es natural y tiene sentido para cualquier tipo de opcración; significa que 
primero se realiza <f>, y luego sobrc el resultado se aplica g. 1 No debe confun- 

1 Que el producto g<p corresponde a realizar primero <p y luego g (en este or- 
den) parcc.e a primera vista no natural, pcro en realidad corresponde a la convención 
siempre adoptada en matemáticas que consiste en escribir el argumento x de una 
función f(x) a la derecha del síinbolo / para Ia función. Así, por ejcmplo, en 
sen(logx) se sobreentiende que primero se forma el Iogaritino de x y después se toma 
el scno de esto, y no cn scntido inverso. 
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dirse el producto simbólico g4> ~ d° s funcioncs con el producto 

algebraico ordinario g(x) • 4>(x) de funciones, en el cual tanto g(x) como 
4>(x) se realizan para el mismo argumento x (transformac.iones aplicadas 
al mismo punto) y se forma el producto de los valores de las func.iones. 

Naturalmente, no puede esperarse que los productos simbólicos sean con- 
mutativos. En general, g(4>) y 4>(§) no son i° s uaismos, aún cuando ambos 
estén definidos; el orden en el cual las opcraciones se realizan es de la 
mayor importancia. Si, por ejemplo, 4> establecc la operación de “sumar 1 
a un número” y g la operación de “multiplicar un número por 2”, entonces 

g(4>(x) ) — 2(x +1) = 2x + 2, 4>(g(x) ) — (2x) + 1 = 2x + 1. 

(Ver Fig. 1.40.) 

Para estar en condiciones de formar el producto simbólico g4> de dos 
funciones, los “factores” g y 4> deberán adaptarse mutuamente en el sentido 
de que el dominio de g deberá contencr al rango de 4>■ P° r 1° tanto, no 
puede formarse g4> cuando 

g(u) = \tu, y 4>(x) = -1 - x~. 

Es útil considerar funciones que están compuestas más de una vez. Una 
de talcs funciones es 

f(x) = VI + tan (.v"), 

que puede construirse mediante las composiciones sucesivas 

4>(x) = x\ ifj (</>)= 1 + tan</>, g(ijj) = = f(x). 

Podría escribirse siinbólicamente / = gp4>- 



0 ix 

Figura 1.40 La no conmutatividad de transformaciones. 


Funciones inversas 

La noción de “función inversa” se aclara en el contexto del producto 
de transformaciones. Considérese la función o transformación 4> que asocia 
a un punto a- en el dominio de 4> ia imagen u = 4>(x). Supóngase que la 
función es tal que x diferentes son transformados siempre en diferentes u, 
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y recíprocamcnte. La función se denomina cntonccs biunívoca. Ahora bien, 
un valor u cs la imagcn dc a lo más un valor x. Puede asociarse con eada 
u cn el rango de p cl valor x = g(u) dcl cual u cs la imagcn bajo la trans- 
formación <p. Dc csta manera se ha definido una función g cuyo dominio 
cs cl rango dc <¡>, y cl cual, cuanclo cs aplicado a una imagcn u = </>(*), 
rcproduce el valor original x; csto cs, g(<f>(x) ) -- .v. La función g se deno- 
mina la inversa de </>. Está caractcrizada por la ecuación simbólica 
g(¡>x — x. 

La transjorniación idcntidad 

La transjormación idcntidad, I, sc dcfinc como aquella que transforma 
a eada x en sí mismo. Para la inversa g de </> sc tienc quc g<¡> = I. 1 La 
transformación I dcsempcña el mismo papcl cn lo que respecta a la mul- 
tiplicac.ión simbólica que cl número 1 en la multiplicación ordinaria: la 
multiplicación por I no modifica a una transformación cualquiera dada. 
Por lo tanto, la ccuación g<[> = 1 sugiere la notación g = </> -1 para la in- 
versa dc <¡>. Por cjcmplo, la inversa v = arc scn u de la función u = sen x 
sc dcnota a menudo jjor ,v = sen -1 í/. 2 

A partir dc la definicíón dc la invcrsa g dc <¡>, se sigue inmediatamcnte 
que <¡> cs tambicn la invcrsa dc g, dc modo quc no sólo g(<¡>) x sino que 
también <¡>(g(u )) = u. 

* Una función monótona u = </> (x) dcfinida cn un intcrvalo a < x < b cvidcn- 
teincntc dcfinc una transforinación biunívoca dc cse intcrvalo. Si, adcmás, <f> cs conti- 
nua, cntonces, como se vio anteriormcnte, coino consecuencia dcl tc<;rema dcl valor 
intcrmcdio (p. 68), es claro que cl rango de <p, es cl intervalo con puntos extremos 
<p{a) y <¡>{b). En cstc caso cxisle la inversa g de <p, que es también monótona y 
continua en csc último intcrvalo. En cfccto, las funciones monótonas continuas son 
las únicas funciones continuas que tienen inversas o que definen transformaciones 
biuníuocas. Así, sea u = <p{x) una función continua en el intervalo cerrado [a, b) 
que transforma a: difcrcntes dcl intervalo en diferentes u. Entonces, en particular, los 
valorcs p{a) = « y <p{b) --= ¡3 son distintos. Supóngase que a < [i. Puede entonces 
mostrar.se qtic <p{x) cs inonótona crccicnte cn todo el intervalo. Pucs, si no fuera 
cste cl caso, podrían encontrarse dos valores c y d talcs que a < c < d < b, para 
los cunles <¡>{d) < </>(c). Si se tuvicra tambicn <p{d ) > <p{a), se seguiría dcl teorema 
del valor intcrmcdio que cxiste un £ cn el intcrvalo [a, c] para cl cual <p{£) =■ <p{d). 
Este £ seiía difercntc de d, y la transformación no podría scr biunívoca. Si, por otra 
partc, <p{d) <¡ <p{a) = a, se seguiría que <p{a) es un punto intermedio entre <p{d) 
y 4>{b); habria entonccs un £ intermedio entre d y b para el cual </>(£) = <p{a), 
y esto contradicc la naturalcza biunívoca de la transformación. 

Una propicdad importantc dc las funciones compuestas, casi evidentc, 
cs que g(<¡>(x)) = /( x) es continua (donde esté definida) si g y </> Io son. 
Así, para un *■ positivo dado sc tiene 

!/(■*) _ /(^o) I ~ \g(<l >( x )) ~ g(<l>(xo))\ < e para \<¡>(x) ~ <¡>(x 0 )\ <8, 

1 Más precisamcnte, g<p coincide con / en cl dominio de <p. 

Esto no se debcrá confundir con el recíproco algebraico l/(scnu). 
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como consecuencia de la continuidad de la función g. Sin embargo, puesto 
que <j> también es continua, ciertamente se tiene \<¡>(x) — <¡>(x 0 ) \ < S para 
todo .v que satisface \x — x 0 \ < 8' con algún 8' positivo adccuado. Por tanto, 

\/(x) — f(x o) ¡ < e para |.v — jv 0 | < S'; 

lo que muestra la continuidad de /. 

Es mucho más fácil apelar a este teorema general al demoslrar la con- 
tinuidad de funciones compuestas como y 1 — .v 2 que tratar de construir 
dircctamcnte un módulo de continuidad para la función. 

1.4 Sucesiones 

Plasta ahora se han considerado funciones de una variablc continua, o 
bien funcioncs cuyos dominios consisten dc uno o más intervalos. Sin em- 
bargo, en matemáticas ocurren numerosos casos cn los cuales una cantidad 
a depende de un entcro positivo n. Tal función a(?i) asocia un valor a 
cada número natural n. La función a(n) sc denomina sucesión, más espe- 
cíficamente, sucesión infinita, si n recorre todos los cnteros positivos. Usual- 
mente se escribe a n 1 en lugar dc a(n) para el “n-ésimo elemento” de la 
sucesión, y se consideran los elementos que forman una sucesión arreglados 
en orden de subíndices crecientes n: 

«i, a >, a-¿, .... 

Acjuí la dependencia de los números a n con respecto de n puede scr definida 
por cualquier ley que sea; y, en particular, los valores a n no tienen cjue ser 
distintos uno del otro. La idea de sucesión scrá comprendida más fácilmente 
mediante ejemplos. 

1. La suma de los primeros n enteros 

S(n) =1 +2 + 34-í- n = bi(n + 1) 

es una función de n, dando lugar a la sucesión 

1, 3, 6, 10, 15, ... . 

2. Otra función sencilla de n es la expresión “factorial de n”, el pro- 
ducto de los primeros n enteros: 

n! = 1 • 2 • 3.n. 

3. Todo entero n > 1 que no sea un número primo es divisible por 
más de dos entcros positivos, mientras que los números primos son divisibles 
solamente por ellos mismos y por 1. Es claro que puede considerarse el 


Se pronuncia “a-sub-n”. 
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núinero 7 '(n) de divisores de n como una función de n. Para los primeros 
números estú dado por la tabla: 

n = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

T(n) -12232 4 243 4 2 6 

4. Una sucesión dc gran importancia en la Teoría de Números es 
7r(n), el número de primos menores quc el número n. Su investigación 
dctallada cs uno de los probleinas inás fascinantes. E1 resultado principal 
es: “EI número r(n) está dado asintóticamente para valores grandcs dc n, 
por la función n/logn”. Aquí, por log n se entiende el logaritmo de “base 
natural” e, que se define posterionncnte (pág. 100). 

1.5 Inducción inatemática 

Se inserta aquí una discusión dc un tipo muy importante de razonamien- 
to que está difundido en la mayor partc del pensamiento matemático. 

E1 hecho de que toda la sucesión de números naturales sea generada 
partiendo con cl número 1 y pasando de n a n f 1, da lugar al funda- 
mcntal “principio de inducción matemática”. En las ciencias naturales se 
obtiene mediante “inducción empírica” de un gran número de muestras 
una ley que se espera se cumpla gcneralmente. E1 grado de certidumbre 
de la ley depende entonces del número de veces que una muestra o un 
“evento” haya sido observado y así confirmada la ley. Este tipo de induc- 
ción puede ser abrumadoramcntc convincente, aún cuando no lleve con- 
sigo la certidumbre lógica de una demostración matcmática. 

La inducción matemática es utilizada para cstablecer con ccrtidumbre 
lógica la exactitud de un tcorcma para una sucesión infinita de casos. De- 
nótese por A un aserto que sc rcfiere a un númeio natural arbitrario n. 
Por ejemplo, la propiedad A puede ser “La suma de los ángulos interiores 
en un polígono simple de n + 2 lados es n veces 180°”, o sea, n7r. Para 
demostrar una propiedad de este tipo no es suficieiite probarla para los 
primeros 10 o los primeros 100, o aún los primeros 1,000 valores de n. 
En lugar de eso debe aplicarse un método matemático que se explica pri- 
rnero para este cjcinplo. Para n = 1 el polígono se reduce a un triángulo, 
para el cual es sabido que la suma de los ángulos es de 180°. Para un 
cuadrángulo, corrcspondiente a n = 2, trazamos una diagonal dividiendo 
el cuadrángulo en dos triángulos. Esto muestra que la suma de los ángulos 
del cuadrángulo es igual a la suma combinada de los ángulos de los dos 
triángulos, esto es, 180° + 180° = 2 • 180°. Procediendo al ejemplo de un 
pentágono, éste puede dividirsc cn un cuadrángulo y un triángulo mediante 

1 Esto cs, el cociente del número tt(ti) por el número n/log n difiere arbitra- 
riainente poco de uno, bastandc sólo con que n sea suficientemente grande. 
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el trazo de una diagonal adecuada. Esto da para la suma de los ángulos 
del pentágono el valor 2 • 180° 4- 1 ■ 180° — 3 • 180°. Puede continuarse de 
esta manera y probarsc el teorema general sucesivamente para n — 4, 5, 
etcétera. La exactitud de la propiedad A para cualquier n se sigue de su 
exactitud para el n precedente; de esta manera se establece su validez ge- 
neral para todo n. 

Formulación general 

Lo que es esencial en la demostración de la propiedad A del ejemplo 
es que A se ha probado sucesivamente para los casos especiales A 1} A. 2 , . .. 
A n , .... La posibilidad de hacer esto depende de dos factores: (1) se ha 
de dar una demostración general mostrando que el aserto A r+1 es correcto 
siempre que A r sea correctoj y (2) el aserto A ± debe ser probado. Que estas 
condiciones son suficientes para probar la exactitud de todo aserto A 1} A 2 , 
A-j, . . ., constituye el principio de inducción matemática. En lo que sigue 
se acepta la v r alidez de este principio como un hecho básico de lógica. 

E1 principio puede ser formulado en una forma abstracta más general. “Sea S 
cualquier conjunto que consista de números naturales, que tenga las siguientes dos 
propiedades: (1) siempre que S contenga un número r y entonces contendrá también 
al número r + 1; y (2) S contiene al número 1. Entonces es cierto que S es el 
conjunto de todos los núineros naturales.” La formulación previa del principio tje 
inducción matemática se obtiene fácilmente si se toma como S el conjunto de los 
números naturales para los cuales la aseveración A es correcta. 

E1 principio se aplica a menudo sin hacer mención específica deJ mismo; o bien, 
su uso sc indica solamcntc mcdiante la expresión “etc.”. Esto sucede a menudo, par- 
ticularmente en matemáticas elementales. Sin embargo, en situaciones más compli- 
cadas es preferible apelar explicitamente al principio. 

Ejemplos. Coirio ilustración sc dan dos aplicaciones. 

Primero se prucba una fórmula para la suma de los n primeros cuadra- 
dos. Se encuentra para n pequeños (digamos n < 5) que la siguiente fórmu- 
la, 1 denotada por A n , se cumple: 


i» + y+y + -- + »»= " ( . n + 1 ) . ( 2 n .±i ) . . 

b 

Se conjetura que esta fórmula cs correcta para todo n. Para demostrarlo, 
se supone que r es cualquier número para el cual la fórmula A r es correcta, 
esto es, que 

1 , + 2- + 3- + -+r.= f(r+1)(2r + 1) ; 

b 

sumando (r + l) 2 a ambos miembros se obtiene 


1 Este resultado fue utilizado por el matemático griego Arquímedes en su tra- 
bajo sobre espirales. 
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l 2 + 2 2 + ••• + r 2 + (r + 1)2 = IÍ1Í1 ÍL + (r + 1) : 

6 


(r + 1) (r + 2) [2 (r + 1) + 1] 


Esto, sin embargo, es precisaincnte la propiedad A r+ i obtenida substituyendo 
r + 1 por n en A n . Por lo tanto, la veracidad de A r implica la de A r+x . 
Para completar la demostración de A n para n general se requiere verificar 
solamente la exactitud dc A,, csto cs, de 

_ 1-2-3 

6 ' 

Puesto que csto cs obviamente correcto, la fórmula A n queda establecida 
para todo número natural n. 

E1 lector deberá probar mediante un argumento análogo que 
l 3 + 2 3 + 3 3 + • • • + n 3 = 


n(n + 1)1 2 
2 _ 


Como ilustracion adicional del principio dc inducción se prueba 

El teorema del binomio. El aserto A n del teorema estú representado 
por la jórmula 


[a + b) n = a n + -a n ~'b + -^”_ LL fl n-2¿ 


n(n — 1) (n — 2) n(n-:L)(n-2) . 2-1 

+ -——-a" 3 ¿ 3 H-+ ~——— -+- b n . 

12 3 1 • 2 • 3 . (n — 1 ) • n 

Es costumbre cscribir csta fórmula en la forma 


(»+ b >" - (o) a " + ( n y' h + ( n y v + ■ - + & 

donde el coeficiente binomial ^ ^ ^ está definido por 


n(n ~ l)(n - 2) • • • (n - k + 1) _ n! 

k\ k\(n — k)\ 


para k = 1, 2, . . ., (n - 1), y 
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(Si se define 0! = 1, la fórmula general para^^se aplica también a los 
casos k — 0 y k — n.) 

Si A n se cumple para un cierto n, se encuentra, multiplicando ambos 
miembros por (a + b), que 


(a + b) n+l — (a + b) + * • * + ( 


= (>” +1 + 


+ • • * + 


") + (" 

L\0/ \1/J 


") + (" 

L\l/ \2/J 


L\n - 1 


+ 


a n b + 

n ^ab n + { n )b n+ \ 
ni j 


a n-1 f) 2 


Ahora bien, 


kJ \k + 1 

— n ( n ~ L) • • • (u — fc + 1) n(n — 1) • • • (n — k + l)(n — k) 

~ k\ (k + 1)! 

— n ( n ~ ~ 2) • • • (n — k + 1) L n — k \ 

' k\ \ k + 1/ 

_ ( n + j) n ( n — f) ' ' ' (n — k + 1) _ ín + 1 

(k + 1)! \k+ 1 

+ + 1 


n + 1 


= 1, se tiene 


ín\ [n + 1 \ 

Pucsto que = y 0 J = 1 y 
(a + b) n+l = (" + ^)a n+1 + (" "j" 1 ja n 6 + (" + ^ja^V + • • • 


que es la fórmula A n+1 . Puesto que también para n = 1 la fórmula vale; 
es decir. 


(a + ^) 1 = 




a + b, 


resulta que el Teorema del Binomio se cumple para todos los números na- 
turales n. 
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1.6 E1 lírnite de una sucesión 

E1 concepto fundamental sobre el cual descansa la esencia toda del 
análisis matemático es el de límite de una sucesión infinita a n . A menudo 
un número a se describe por medio de una succsión infinita a^ de aproxi- 
maciones; esto es, el valor a está dado por el valor a n con cualquier grado 
de precisión deseado si el índicc n se elige suficientemente grande. Se han 
encontrado ya tales representaciones de números a como “límites” de suce- 
siones en su representación como fracciones decimalcs infinitas; los números 
reales aparecen entonccs como limites, para n crccientes, de las sucesiones 
de fracciones decimales ordinarias con n dígitos. En la sección 1.7 se dará 
una discusión prccisa general del concepto de límite; por el momento se 
ilustrará la idca de límite mediante algunos ejemplos significativos. 

Las sucesiones a 1} a 2 , . . . pueden ser convenientemente representadas por 
una sucesión de “bloques”, correspondiendo el elemento cin al rectángulo en 
el plano xy acotado por las rectas x = n — 1, x= n, y = a^, y = 0, que 
tiene por área 1 el número ¡¿r n j; o bien, equivalentemente, por la gráfica de 
una función constante por pedazos, a(x), de una variable continua „v con 
discontinuidades de salto en los puntos x = n. 

1 

a. a n = - 

n 

Considérese la sucesión 


(Ver Fig. 1.41.) Ningún número de esta sucesión es cero; pero, conforme 
el número n crece, o* se aproxima al cero. Además, si se toma cualquier 



intervalo ccntrado cn el origen, no importa cuán pequeño, entonces a par- 
tir de un índice definido hacia adelante todos los números On se encontra- 
rán en ese intervalo. Esta situación se expresa diciendo que “si n crece los 

1 Pudo haberse escogido igualmente el rectángulo acotado por las rectas x = n, 
*^=n + 1, y = a n , y = 0 para representar a n . 
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números a<n tienden a cero”, o que “poseen el límite cero”, o bien que 
“la sucesión a 1} a 2 , a¿, . .. converge a cero”. 

Si los números son representados como puntos en una línea, esto sig- 
nifica que los puntos 1/n se apiñan cada vez más cerca del punto cero 
conforme n crece. 

La' situación es semejante para la sucesión 

11 1 (- l )”" 1 

15 2 ’ 3 3 4" * * ‘ 3 n 5 - 

(Ver Fig. 1.42.) También aquí, Ios números a n tienden a cero cuando n 
crece. La única difcrencia es que los números a n son a veces mayores y 
a veces menores que el límite cero; como se dice, la sucesión oscila en tor- 
no al límite. 



( — l )”- 1 

Figura 1.42 La sucesión a n =-——. 

n 

La convergencia de la sucesión a cero usualmente es expresada simbó- 
licamente por la ecuación 

lím G<n — 0, 

o bien, ocasionalmente, por la notación abreviada 


a n —> 0. 


b. Ü2m -j a 2m-i 77 

m ¿m 

En Ios ejemplos anteriores el valor absoluto de la diferencia entre a n 
y el límite se tornaba progresivamente menor conforme n crecía. Esto no 
es necesariamente siempre el caso, como se muestra en la sucesión 

11111 1 1 

2’ ’4’2’6’3’ ‘ ' ' > ~2m t m’ ' 1 
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(ver Fig. 1.43) dada para valores pares n = 2m por a n = a 2m = 1 /m; y 
para valores impares n = 2m — 1 por n* — a 2m -i = 1/2 m. Esta sucesión 
tiene también el límite cero; pues todo intervalo en torno al origen, por 
pequeño que sea, contiene a todos los números a^ desde un cierto valor 



de n hacia adelante; pero no es cierto que todo número a n esté situado más 
cerca del límite cero que el número precedente. 

n 


Considérese la sucesión 

_ 1 _ 2 _ n 

? • ■ • > - ^+7. • •' • 

Escribiendo a n = 1 — l/(n + 1), se ve que al crecer n el número a„ 
se aproxima al número 1, en el sentido de que para todo intervalo definido 
en torno del punto 1 todos los números a„ sucesores a cierto a N deberán en- 
contrarse en ese intervalo. Se escribe 


La sucesión 


lím a n = 1. 


n 2 - 1 
n 2 + n + 1 


se comporta de una manera scmejante. Esta sucesión tiende también a un 
límite al crecer n; de hecho, al límite uno: Iímat„= 1. Esto se ve más 
fácilmente si se escribe n_>co 


„ _ 1 _ n + 2 _ , 

a n 1 2 i HTl r n 5 

n 2 + n + 1 


y se requiere mostrar solamente que los números r„ tienden a cero confor- 
me n crece. Para todos los valores de n mayores que 2 se tiene n + 2 < 2n 
y n 2 + n + 1 > n 2 . Por lo tanto, para el residuo r„ se tiene 
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0 < í"n < ~y ~ ~ (n> 2), 

n ¿ n 


de donde se ve que r n tiende a cero cuando n crece. Esta discusión da al 
mismo tiempo una estimación del máximo valor según el cual el número 
a n (para n > 2) puede diferir del límite uno; esta diferencia no puede 
exceder a 2 fn. 

Este ejemplo ilustra el hecho de que para valores grandes de n los tér- 
minos con los mayores exponentes en el numerador y denominador de la 
fracción para a n predominan y determinan el límite. 


d. a n = -ty p 

Sea p cualquier número positivo fijo. Considérese la sucesión a x , a 2 , 
a 2 , . .. , a n , . . . , dondc 

a n ~ yp- 


Se afirma que 


lím a n = lím -typ = 1. 

«-*» n-*“ 


Se probará esto utilizando un lema que también será útil para otros 
propósitos. 

Lema. Si h es un número positivo y n un entero positivo, entonces 


( 1 ) 


(1 + h) n > 1 + nh. 


Esta desigualdad es una consecuencia trivial del teorema del binomio 
(ver p. 82), de acuerdo con el cual 

n(n — 1) 

(1 + h) n = 1 + nh + —- -h 2 + • • • + h n . 


si se observa que todos los términos en el desarrollo de (1 + h) n son no 
negativos. E1 mismo argumento conduce a la desigualdad más fuerte 

n(n — 1) 

(1 + h) n > 1 +nh + - Lh 2 . 

Volviendo a la sucesión, se distinguirá entre los casos p > 1 y p < 1 

(si p = 1, entonces -typ es igual a 1 para todo n, y el aserto es ciertamente 
verdadero). 

Si p > 1, entonces -typ es también mayor que 1; hágase -typ = 1 + h n , 
donde h n es una cantidad positiva dependiente de n; y por la desigualdad 
(1) se tiene 

P — (1 + h n ) n > 1 + nh n , 

implicando 

o < k < ^7. 


n 
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Cuando n crece el número h n deberá tender a cero, lo quc prueba que a n 
converge al límite uno, como se afirmó. A1 mismo tiempo se dispone de 
un medio para estimar cuán cerca está del límite uno, puesto que la 
diferencia h n entre a n y uno no es mayor que (p — 1 )/n. 

Si p < 1, entonces 1/p > 1, y ^f/l/p converge al límite uno. Sin em- 
bargo, 





Como el recíproco de una cantidad que tiende a uno, el propio p tien- 
de a uno. 

e. On — a n 

Considérese la sucesión a n = a n , donde a es fijo y n recorrc la suce- 
sión de enteros positivos. 

Primcro, sea a un número positivo menor que uno. Hágase entonces 
a = 1/(1 + h), donde h cs positivo, y la desigualdad (1) da 

„_ 1 _ __í _ Jl_ 

(1 + //) n “ 1 -f nh ^ nh 

Puesto que h, y consecuentemente 1 /h, depende solamente de a y no cambia 
cuando n crece, se ve que « n tiende a cero conforme n crece: 

lím a 11 — 0 (0 < a < 1). 

«->oo 

Se satisface la misma rclación cuando a es cero, o bien negativo pero mayor 
que —1. Esto es inmediatamente obvio, puesto que en cualquier caso 
lím |«| n — 0. 

Si a = 1, entonces a n es siempre igual a uno y se tendrá que consíderar 
al númc.'o uno como el límite de a n . 

Si a > 1, hágase a — 1 + h, donde h es positivo, y se verá de inme- 
diato, de la desigualdad, que cuando n crece a n no tiende hacia algún 
límite definido sino que crece más allá de toda cota. Se dice que a” tiende 
a infinito cuando n crece indefinidamente, o bien que a M se torna infinito; 
en símbolos, 

lím a n — oo (a > 1). 

»->“ 

Se insiste explícitamente en que el símholo oo no denota un número y que 
no puede calcularse con él de acucrdo a las reglas usuales; asertos que 
afirmen que una cantidad cs o se vuelve infinita jamás tendrán el misino 
sentido que una aseveración que involucre cantidades definidas finitas. A 
pesar de esto, tales modos de expresión y el empleo del simbolo oo son 
extremadamente convenientes, como a menudo se verá en las siguientes 
páginas. 
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Si cc = — 1, el valor a n no tiendc hacia límite alguno, pero cuando n 
crece y recorre la sucesión dc enteros positivos a n toma los valores +1 y 
— 1 alternativamente. Análogamente, si a < — 1 el valor a n crece numéri- 
camente más allá dc toda cota, pero cl signo es alternativamente positivo 
y negativo. 


f. Ilustración geométr ica de los líinites a n y \Yp 

Si consideramos las gráficas de las funciones y — x n y y — A' 1/n — x 
y, por razones de conveniencia, nos restringimos a valores no negativos 


y 



Figura 1.44 x n conforme n crece. 

de los límites anteriores están ilustrados en las Figs. 1.44 y 1.45, res- 
pectivamente. Se observa que en el intervalo de 0 a 1 las curvas y — x n 
se acercan más y más al eje x cuando n crece, mientras que fuera del in- 
tervalo se elevan cada vez con mayor pendiente y se aproximan a una 
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línea paralela al eje y. Todas las curvas pasan por el punto con coordena- 
das x = \, y = \ y por el origen. 

Las gráficas de las funciones y = ,v 1/w = + ^x, se acercan cada vez 
más a la línea paralela al eje .v y a una distancia 1 por encima dc éste; 
y aquí también todas las curvas deberán pasar por el origen y el punto 
(1,1). De aquí quc en el límite las curvas aproximan la línca quebrada 
quc consistc de la partc del eje y cntre los puntos y = 0 e y = l y de la 
paralcla al cje x, y 1. Además, es evidcnte que las dos figuras se cncuen- 
tran inuy relacionadas. corno podría espcrarse del hccho de que las funciones 
y = yx son las funciones inversas dc las ?r-ésimas potencias, de lo cual se 
infiere de que para cada n la gráfica de y = x n es transformada en la de 
y = iyx mediantc una reflcxiérn con respecto de la recta y = x. 


y 



Figura 1.43 a -, / m conforme n crece. 


g. La serie geométrica 

Un ejemplo de un límite muy conocido cn las matemáticas elementales 
es proporcionado por la serie geométrica: 
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1 + q + q 2 + • • ■ -f g n_1 — S n ; 

E1 número q se denomina la razón común o cociente de la serie. E1 valor 
de esta suma puede, como es bien sabido, expresarse en la forma 



siempre que 1; y puede obtenerse esta expresión multiplicando la suma 
S n por q y restando la ecuación así obtenida de la ecuación original, o 
bien puede verificarse la fórmula por división. 

¿Qué sucede a la suma S n cuando n crece indefinidamente? La respues- 
ta es la siguiente: La sucesión de sumas S n tiene un límite definido S si q 
está situado entre — 1 y +1, excluyendo estos valores extremos, y 

S — lím S n = -—-—. 
n-»oo i q 

Para verificar esta propiedad se escribe S n como (1 — q n ) / (l — q) = 1/ 
(1 — q) — q n /(l ~ q). Se ha probado ya que siempre que \q\ < 1 la 
cantidad q n tiende a cero si n crece; de aquí que, bajo esta suposición, 
q n /( 1 — q) tiende también a cero y S n tiende al límite 1/(1 — q) cuando 
n crece. 

E1 paso al límite, lím (1 + q + q 2 + • • • + q n ~ l ) = 1/(1 — q ), se ex- 
»->00 

presa usualmente diciendo que cuando \q\ < 1 la suma de la serie geomé- 
trica infinita es la expresión 1/(1 — q ). 

Las sumas S„ de Ja serie geométrica finita también se denominan sumas 
parciales de la serie geométrica infinita 1 + q + q 2 + ... (Debe hacerse 
una distinción entre la sucesión de números q n y las sumas parciales de la 
serie geométrica.) 

E1 hecho de que las sumas parciales S n de la serie geométrica tiendan 
al límite S = 1/(1 — q) conforme n crece sc expresa también diciendo que 
la serie geométrica infinita 1 + q + q 2 + ... converge a la suma S = 
1/(1 — q) cuando \q\ < 1. 

De paso, debcrá notarse que si q es racional, por ejemplo, q = 4, o 
bien q = 4, entonces la suma de la serie geométrica infinita tiene un valor 
racional (en los casos mencionados los valores son 2 y %, respectivamente). 
Esta observación está detrás del hecho bien conocido de que las fracciones 
decimales periódicas representan siempre números racionales. 1 La demos- 
tración general de esta propiedad resultará evidente del ejemplo del nú- 
mero 

x — 0.343434 • • •, 

que puede ser evaluado escribiendo 


1 Véase Courant y Robbins, What Is Mathematics?, p. 66. 
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x== 2í ,34 34 m 

x 10 2 + 10 4 + 10 8 

= +( 1 + + + ¿ + "') 

__ _34 1 = 34 

“ 100 1 - 1/100 99 ’ 

h. a n — X/rz 

Mostrarcmos que la sucesión de números 

«i = l, a¿ = V-- = -^3, . . . , fl» — • • • 

tiende a 1 cuando ?i crece: 


lím ’(/n — 1. 

n ><» 

Puesto que a n excede el valor 1, hacemos a n = 1 + h n , con h n positivo. 
Entonces (vcr p. 87) 


n = («„) M = (1 -!-/?„ V* 


n(n — 1) ( n(n — 1) 


> 1 + nh n -1- - - f) -/t n " > 9 

Se sigue para n > 1 que 


h n . 


h n~ < - 


2 


y de aquí que 


Se tiene ahora 


n - 1’ 


V 2 

h H < 

~ \/n - 1 


1 < a n — 1 + h n < 1 + 


V2 


\/ n - 1 


E1 micmhro dcrecho de esta desigualdad obviamente tiende a uno, y por 
lo tanto también a n . 


i. On ~ V n + 1 ~ V n 

En este ejemplo los a^ son diferencias de dos términos, cada uno de 
los cuales crece más allá dc toda cota. Intentando pasar al límite separa- 
damcntc con cada uno dc los dos términos, se obtiene la expresión simbólica 
sin significado oo — oo. En tal caso la existencia de un límite, y lo quc 
pucda scr su valor, dcpendc totalmcntc dcl caso cspccial. Se afirma que en 
este ejcmplo cs 
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lím (\/n + 1 — V n ) — 0. 

n~> oo 

Para la demostración se requiere escribir solamente la expresión en la 
forma 


——- — (V n + i - V n ) (V n + 1 + V n ) 

V n + i — V n = - .. -—— -- = 

V n + i + V n 

y ver de inmediato que tiende a ccro conforme n crece. 


1 

V n + 1 + V n 


j- 


n 

a n = —, para « > 

(X 


1 


Formalmente } cl límite de los a n cs del tipo indeterminado oo / oo en- 
contrado ya en el ejemplo c. Se afirma que en este ejemplo la sucesión 
de números a n = nfa n tiende al límite cero. 

Para la demostración hágase a = 1 + h, donde h > 0, y hágase uso 
nuevamente de la desigualdad 


(1 + h) n > 1 + nh + 


n[n 


n(n — 

k' 1 > 


1) 


/r. 


De aquí que para n > 1 

n 2 

ün (1 d- h) n ^ (n —■ í) k-' 

Puesto que a n es positivo y cl miembro derccho de esta dcsigualdad tiende 
a cero, a n deberá tender también a cero. 


1.7 Discusión del concepto de límite 

a. Definición de convergencia y divergencia 

De los ejemplos discutidos en la sección 1.6 puede abstraerse el siguiente 
concepto general de límite: 

Supóngase que para una dada sucesión infinita de puntos a 1} a¿, a¿, . . ., 
existe un número finito 1 tal que todo intervalo ahierto, por pequeño que 
sea, definido en torno del punto 1, contiene todos los puntos a n excepto, 
a lo más, un número finito. El número 1 se denomina entonces límite de 
la sucesión a 1} a 2 , . . . ; o bien se dice que la sucesión a 1} a 2 , . . . es conver- 
gente y converge a 1. En símbolos lím 0 ^ — 1. 

n-*« 

La siguiente definición de límite es equivalente: 

+ todo número positivo e, por pequeño que sea, podemos asignarle un 
entero N = N(e) suficientemente grande tal que a partir del índice N 
en adelante f 'esio es , para n > N (e)] se tiene siempre \a n — /j < e. 
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Por supuesto, es cierto como regla que N(c) deberá ser escogido cada 
v r ez inayor jiara v'alorcs cada vez mcnorcs de Ia tolerancia o error e; en 
otras palabras, A r (e) usualmcnte creccrá más allá de toda cota a medida 
que e ticnda a ccro. La noción intuitivamentc vaga de límitc sugiere una 
reprcscntación dc los a^ moviéndosc cada vez más hacia 1. Esta represen- 
tación es reemplazada aquí por la definición “estática” precisa: Toda ve- 
cindacl dc. / contienc a todos Jos ¿r» exccpto, a lo más, un número finito de 
ellos. 1 

Obviamente, una sucesión a,, a.,, . .. , no puede tcncr más de un límite l. Si, 
por el contrario, dos números distintos l y l' fueran límites de la misma sucesión 
a u a.,, . .. , podrian detenninarse intervalos abiertos en torno de cada uno de los 
puntos l y l' que no se traslapcn. Pucsto que cada intervalo contiene todos los a n 
excepto un número finito de elios, la sucesión no podría scr infinita. E1 límite de 
una sucesión convcrgente está por ello determinado unívocamente. 

Otra observación cvidcnte pero útil es la siguiente: Si de una sucesión conver- 
gente se omite cualquier número dc términos, la sucesión que resulta converge al 
mismo límitc quc la succsión original. 

Una succsión que no converge se dice que es divergente. Si a medida 
que n crece los números a n crcccn más allá de toda cota positiva, se dice 
que la sucesión diverge a -I- oo ; coino se ha hecho ya ocasionalmente, se 

cscribe entonces líin = co. De manera análoga, se escribe lím ~ — co 
n ->« »-*■» 
si, cuando n crece, los núincros ~a n crecen más allá de toda cota en la 
dirccción positiva. Sin embargo, la divergencia puede manifcstarse por sí 
misma dc otras maneras, tal como para la sucesión a x — — 1, a 2 — +1, 
a 3 = — 1 , a.¡ = +1, . . . , cuyos tcrminos oscilan dc un sitio a otro entre 
valores diferentes. 

Evidentementc, ni la divergencia ni la convergencia de una sucesión 
son afectadas si se omitc un número finito de términos. 

Una succsión a u a 2 , . . . es acotada si existe un intervalo finito que con- 
tienc todos los puntos de la sucesión. Cualquier intervalo finito está conte- 
nido en algún intervalo finito que tiene el origen como centro. Por lo 
tanto, el requisito de que la sucesión sea acotada significa que existe un 
número M tal que \on\ < M para todo n. 

Una sucesión convergente a u a 2 , ... también es necesariamente aco- 
tada. En efecto, sca l cl lírnite de la sucesión. Tomando s = 1 se encuentra 
a partir de la definición de convergcncia que toda a n a partir de cierta N 
en adelante cstá en cl intcrvalo de longitud 2 con centro en l. Los únicos 
términos a n de la sucesión que pueden estar fuera de ese intervalo son 
di, . .. , a N ~ i. Puede entonces, sin embargo, cncontrarse un intervalo finito 
mayor quc incluya también a a 1} . .. , a N ^. 

1 E1 lcctor notará la analogía con la definición de continuidad de una función 
f(x) en un punto x 0 . E1 papel que la cantidad suficientemente pequeña S(e ) des- 
empeña ahi es desempeñada aquí por el entero suficientemente grande N(e). En 
rcalidad, se vcrá en la p. 105 quc la continuidad de una función es un punto puede 
ser fonnulada cn términos de límites de sucesiones. 
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b. Operaciones racionales con límites 

De la definición de límite se sigue de inmediato que se pueden efectuar 
las operaciones elementales de adición, multiplicación, substracción y divi- 
sión de límites de acuerdo con las siguientcs reglas. 

Si a-i, a 2 , . . . es una sucesión con límite a y b 1} b 2 , . . . es una sucesión 
con límite b, entonces la sucesión de números c n = a n + b n tiene también 
un límite c, y 

c = lím c n = a + b. 

n->«> 

La sucesión de números c n = a n b n converge de la misma manera y 

lím c n = ab. 

Análogamente, la sucesión c n — a n — b n converge y 

lím c n = a — b. 

n ->co 

Siempre que el límite b difiera de cero, los números c n — a n /b n convergen 
de manera análoga y tienen el límite 

a 

lim c n = -. 

n~> oo ^ 

En palabras: Podeinos intercambiar las operaciones racionales de cálculo 
con el proceso de formar iímite;- sc obtiene el mismo resultado ya sea que 
se efectúe primero el paso al límite y después una operación racional o 
viceversa. 

Las demostraciones de todas estas reglas resultan claras si una de ellas 
es Uevada a cabo. Gonsidérese la multiplicación de límites. Si las relaciones 
« n —»a y ó n —» ó valen, entonces para todo número positivo e podemos 
asegurar ambas desigualdades 

|a — a n \ < e y \b - b n \ < e 

escogiendo n suficientemente grande, digamos n > N(e). Si se escribe 
ab — a n b n = b(a — a n ) + a n (b — b n ) 

y se recuerda que existe una cota positiva M independiente de n tal que 
|n n | < M, se obtiene 

\ab — a^bnl < \b\ \a — a^ + \a n \ \b - b n \ < (|6| + M)e. 

Puesto que la cantidad (\b\ + M)e puede hacerse arbitrariamente pequeña 
escogiendo e suficientemente pequeño, la diferencia entre ab y a n b n se hace 
en efecto tan pequeña como se desee para valores suficientemente grandes 
de n; y ésta es precisamente la aseveración expresada en la ecuación 

ab = lím a n b n . 
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Usando estc ejemplo como modclo, cl lector pucde demostrar las reglas 
para las operaciones racionalcs restantes. 

Por mcdio de estas reglas muchos límites pueden ser evaluados fácil- 
mente; en efecto se ticne: 


lím 

n-> oo 


n 2 — 1 
n~ H- n + 1 


1 - 


lím 

n-> co 


71 ' 


í í 

í + - + — 

n n - 


= 1 , 


puesto quc cn la segunda cxpresión puede pasarsc directamente al límite 
en el numerador y en el dcnominador. 

La siguicntc regla simple es frecuentemente útil: Si lím a n — a y lím 
b n — b, y si, además, a n > b n para todo n, entonces a > b. Sin embargo, 
de ningún modo hay quc espcrar que a sea siempre mayor que b, como lo 
muestran las sucesiones a n -- 1 /n, b n — 1/2 n, para las cuales a — b — 0. 


c. Pruebas intrínsecas de convergencia. Sucesiones monótonas 

En todos los ejcmplos dados el límite de la sucesión considerada era 
un número conocido De hecho, para aplicar la dcfinición anterior de 
límite de una sucesión debe conocerse el límite antes de que pueda veri- 
ficarse la convcrgencia. Si del concepto de líinite de una sucesión no se 
obtuvicra otra cosa más quc cl reconocimiento de que algunos números 
conocidos pueden scr aproximados por ciertas sucesioncs de otros núme- 
ros conocidos, se hubiera ganado muy poco con ello. La ventaja del con- 
cepto de límite en análisis radica esencialmente en el hecho de que proble- 
mas importantes tienen a menudo soluciones numéricas que posiblemcnte 
de otra forma no podrían scr conocidas o expresables directamente, pero 
quc puedcn scr descritas como líinites. Mucho del análisis superior consiste 
de una sucesión de ejemplos de este hecho que se hará más claro progre- 
sivamcntc en los siguicntes capítulos. La represcntación de los números irra- 
cionalcs como límitcs dc númcros racionales puede ser interpretada como 
cl primero y típico ejemplo. 

Toda sucesión convergente de núineros conocidos a 1} a 2 , . . . define un 
número l, su límitc. Sin cmbargo, la única prueba de convcrgcncia que surge 
de la definición de convergencia consiste en estimar las diferencias 
|a n — /J, y csto es aplicable solamente si el número l es ya conocido. Es 
esencial disponer de criterios “intrínsecos” para la convergencia que no 
requieran de un conocimicnto a priori del valor del límite sino que invo- 
lucren solamcnte los términos dc la propia sucesión..La más simple de 
tales pruebas o criterios se aplica a una clase cspecial cle sucesiones, Ias 
succsiones monótonas, e incluye muchos dc los ejemplos importantes. 
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Límites de sucesiones monótonas 

Una sucesión a 1} a 2 , . . . se denomina monótonamente creciente si cada 
término a» es mayor o no menor que el precedente; esto es 3 

dn ^ a n ~ i. 

Análogamente, la sucesión es monótonamente decreciente si a« < a n -i para 
todo n. Una sucesión monótona es aquélla que es monótonamente creciente 
o bien monótonamente decreciente. Con esta definición se tiene el principio 
básico: 


Una sucesión que es tanto monótona como acotada converge. 1 

Este principio es sugerido convincentemente, mas no probado, por la 
intuición; está íntimamente relacionado con las propiedades de los números 
reales, y es de hecho equivalente al axioma de continuidad para los nú- 
meros reales. 

E1 axioma (ver sección 1 b) de que toda sucesión encaje de intervalos 
contiene un punto, se ve fácilmente como consecuencia de la convergencia 
de sucesiones acotadas monótonas. Así, sea [ai, 6i], [a 2 , b 2 ], . .. una sucesión 
de intervalos en encaje. Por la definición de encaje se tiene 

ai ^ a 2 ^ * * 1 ^ a n ^ b n <.b n ~\ ^ b\. 


Obviamente, la sucesión a 1} a 2 , . .. es monótonamente creciente. También 

es acotada puesto que a x < a„ < b x para todo n. De aquí que l = lím a^ 

«->« 

exista. Además, para todo m y para todo número n > m se tiene 


Por lo tanto también 


Om < a n < b m . 
a m < hm a n — l < b m . 


De aquí que todos los intervalos del encaje anidado contengan uno y el 
mismo punto l. (E1 que no tengan otro punto en común se sigue de la 
propiedad adicional lím (b n — an) = 0 de los encajes de intervalos.) 


Criterio de Cauchy para la convergencia 

Una sucesión convergente es automáticamente acotada, pero no tiene 
por qué ser monótona (ver ejemplo b, p. 85). Por lo tanto, al tratar con 
sucesiones generales es dcseable disponer de una prueba para la conver- 

1 La hipótesis sobre la acotación es esencial puesto que ninguna sucesión no 
acotada puede converger. Obsérvese que una sucesión monótona creciente at, a¡, ... 
está siempre “acotada desde abajo”: a n > a, para todo n. A fin de probar que una 
sucesión monótona creciente converge, es suficiente entonces encontrar un número M 
tal que a n < M para todo n. 
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gencia que sea también aplicable a sucesiones no monótonas. Esta nece- 
sidad sc satisfacc mediante una simple condición, la prueba o criterio de 
convergencia de Cauchy. Este critcrio caractcriza a las sucesiones de nú- 
meros reales que tienen un límitc; y lo más importantc es que no requiere 
un conocimicnto a priori del valor del límite: Una condición necesaria y 
suficiente para la convergencia de una sucesión a x , a 2 , . . . es que los ele- 
mentos a^ de la sucesión con un índice n suficientemente grande difieran 
arbitrariamente poco unos de otros. Formulado dc mancra precisa: Una 
sucesión a n cs convergcnte si para todo e > 0 existe un número natural 
N = N(e) tal que \a n — a m \ < e siempre que n > N y m > N. Geométri- 
camente, la condición dc Cauchy establece que una sucesión converge si 
existen intervalos arbitrariamente pequeños fuera dc los cuales se encuen- 
tran solamcnte un número finito dc puntos de la sucesión. La exactitud 
del criterio de Cauchy para la convergencia será demostrada y discutido su 
significado en el suplemento. 

d. Series infinitas y el símbolo de sumatoria 

Una sucesión cs simplemente un arreglo ordenado infinito de números 
a u a 2 , . . . Una serie infinita 

ü\ + a> + a¿ + • • • 

requiere que los términos sean sumados en el orden en el cual aparecen. 
Para llegar a un significado preciso de la suma de una serie infinita se 
considera la n-ésima suma parcial, esto es, la suma de los primeros n tér- 
minos de la serie 

s n — fli b a 2 + • • • + a n . 

Las sumas parciales s n para n diferentcs forman una sucesión 

Si — a u s 2 = a\ + a 2 , s 3 = ai + a 2 + a 3 , 

y así sucesivamente. La suma s de la serie infinita está definida entonces 
como 

•í = lím^ n , 

J»-+« 

siempre que cl límite exista. En ese caso la serie infinita se denomina con- 
vergente. Si la sucesión s n diverge, la serie infinita se denomina divergente. 
Por ejemplo, la sucesión 1, q, q-, q 3 , ... da lugar a la serie gcométrica 
infinita 

i + <? + t + q 3 + ■ ■ ■ 

cuyas sumas parciales son 

s n = 1 + q + q 2 + • • • + q n ~ l . 
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Para \q\ < 1 la sucesión s n converge hacia el límite 

1 

el cual representa entonces la suma de la serie infinita. Para \q\ > 1 las 
sumas parcialcs s n no poseen límite y la serie diverge (ver pp. 90-91). 

Es costumbre utilizar para + a 2 + • • • + el símbolo 


que indica que la suma de los a^ ha de tomarse con k recorriendo los en- 
teros A: = 1 a k — n. Por ejemplo, 

s es el símbol ° p ara n + h . + w \ + tp 


mientras que 

2 a k b 2k es el símbolo para a x b 2 + a 2 ¿> 4 + a 3 b G + • • • + a n b 2n . 

k=i 

n 

Más generalmentc, 2 a k significa la suma de todo a^ obtenido dando a 

k = m 

k los valores m, m + 1, m + 2, . . . , n. Por tanto 



1 , 1 , 1 

3! + 4T + 5!' 


En estos ejemplos se ha utilizado la letra k para el índice de sumato- 
ria. Por supuesto, la suma es independiente de la letra que denota este 
índice. Por lo tanto 

n n 

s n 2 a k 2 a i' 

k=x i = i 

E1 símbolo 


2 ^k 
k=i 

se utiliza para denotar la suma de toda la serie infinita. Análogamente, 
00 

2 a k sería el símbolo para la suma de la serie infinita a 0 + a x + a 2 + ..., 
k =o 

cuya n-ésima suma parcial es s„ = a 0 + a^ + a<¿ + • • • + 

Muchos de los resultados anteriores pueden ser escritos más concisa- 
mente en esta notación sumatoria. La fórmula de la p. 81 para la suma 
de los primeros n cuadrados se convierte en 

y , 2 _ n(n + 1) (2 n + 1) 
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La fórmula para la suma de la seríe geométrica es 
00 1 

2 <1* — i- para \q\ < 1. 

&=o i ~ q 

Finalmente, el teorema binomial está expresado por 


(.a + b) n = 2 

Puesto que una serie infinita es simplemente el límite de una sucesión 
s n , la convergencia puede ser decidida sobre la base de los criterios de 
convergencia para sucesiones. Por ejemplo, la convergencia de la serie 


oo 


2 


í 

T 




+ 


se sigue inmediatamente del hecho de que las sumas parciales 


» 1 1 1 

V _ = _ 4- _ 4- 

á k» 1 1 ^ 2 2 ^ 


+ ••• + 


crecen monótonamente con n y están acotadas puesto que 

l<4n<l+± + ± + ±+ - +± 

,11- 1/2"- 1 1 1 3 

~ + 4 T—4 1 + 2~2"<2 


Posteriormente, en el capítulo 7, se estudiarán las series infinitas más 
sistemáticamente. 


e. E1 número e 


Como primer ejemplo de un número que es generado como el límite de 
una sucesión, se considera 

í=1 + l7 + ^ + TT + ' • 


Así e es la notación para lím S n , donde 

«-*<*> 

5 ” = 1+ n + Ti + 


+ ± 


1 Recordando la convención que define a 0! como 1, el primer término de la 
serie puede escribirse como 1/0! en concordancia con la ley de formación de los 
siguientes términos. Nótese que en nuestra notación S n es realmente la (n + l)-ésima 
smna parcial de la serie infinita, en vez de la n-ésima. Esto, sin embargo, no tiene 
ningún significado. 
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Los números e y 7r son las constantes trascendentes más exactamente uti- 
lizadas en análisis matemático. Para demostrar la existencia del límite e 
se requiere solamente probar que la sucesión S n es acotada, puesto que 
los números S n crecen monótonamente. Para todos los valores de n se tiene 


S„=l+l+i + -+3 + ^ 


2-3-4 


+ 


+ 


1 


2-3-4 


^ 1 + 1 + ^ + ^ + ^ + 


+ 


1 

9n-1 


= 1 


1 - 1 / 2 ” 
■*" 1-i 


< 3. 


Los números S n tienen por lo tanto la cota superior 3, y puesto que for- 
man una sucesión monótona creciente los números poseen un límite, que 
se denota por e. 

La expresión de e como una serie permite rápidamente calcular e con 
gran precisión. E1 error que se comete al aproximar e por una suma par- 
cial S m puede ser estimado por el mismo método de comparación con una 
serie geométrica que proporcionó la cota superior 3 para e. Para toda 
n > m se tiene 


S n — S»i + 

< S m + 

< S m + 

= S m + 


1 


+ 


1 


(m + 1)! (m + 2)! 


1 


(m + 1)! 

1 


1 + 


1 


+ ... + 


+ 


1 


m + 2 (m + 2 )(m + 3) 


+ 


(m + 1)! 

I 


1 + 


1 


+ 


1 


m + 1 (m + 1) 


+ 


1 


(m + 1)! 


1 


s m + ~ — 


m m: 


m + 1 


Por tanto, para n > m 


S m < S n < S m +-- 

m m ! 


Si se hace crecer n más allá de toda cota mientras a m se le mantiene 
fijo, se encuentra también que 

5' m <e<5' m + i-+. 

m m ! 


De aquí que e difiere de S m en a lo más (l/m)(l/m!). Puesto que m! 
crece muy rápidamente con m, el número S m es ya una buena aproximación 
para m bastante pequeño; por ejemplo, S lf> difiere de e en menos que 10~ 7 . 
De esta manera se encuentra que e = 2.718281 • • • 
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e es un número irracional. La estimación para e en términos de S m 
puede utilizarsc también para establecer esta propiedad. Así, si e fuera 
racional, e podría escribirse en la forma p/m con p y m enteros positivos; 
aquí m > 2, puesto que e, situado entre 2 y 3, no puede ser un entero. 
Comparando e con la suma parcial S m , se tendría 


S m < — < S m + -“ 


Si se multiplican aquí los dos miembros por m! se encuentra que 


m \ S m < p(m — 1)! < m! + — < m! ó’m + 1. 


Pero 


, m! , m! , m! 

m! S m - m! + m! + — + — + ■ • • + —- 
2! 3! m! 


es un entero puesto que cada término de la suma lo es. Por lo tanto, si 
e fuera racional el entero p(m — 1) estaría situado entre dos enteros suce- 
sivos, lo cual es imposible. 1 

El número e como límite de (1 + \¡n) n . E1 número e, que se definió 
aquí como la suma de una serie infinita, puede obtenerse también como 
límite de la sucesión 


r -( ,+ 3" 


La demostración es sencilla y es al mismo tiempo un ejemplo instructivo 
de operaciones con límites. De acuerdo con el teorema del binomio, 


l\ n 

r, = 11 + - 

n 

= 1 + „i + ÜÍ£_^í>i + 

n 2! n 2 


+ 


n(n — l)(n — 2) • • • 1 1 


n ! 


= l + l + -jl--} + 




1 La irracionalidad del número e significa que no existe ninguna ecuación lineal 
ax + b = 0 con coeficientes racionales a, b y a =+ 0 que tenga a e como solución. 
Una proposición mucho más fuerte ha sido probada (por Hermite), a saber: que no 
existe ninguna ecuación polinomial aoX * + a¡x n ~ 1 + ■ ■ ■ + a„-,x + a„ — 0, de cualquier 
grado n y con coeficientes racionales a 0 , a¡, , a n (con a 0 =+ 0), con x = e como 

raíz. Se dice que e cs un número trascendente, en contrastc con los números “alge- 
braicos” como V2 o bien V10, que son raíces de ciertas ecuaciones polinomiales con 
coeficientes racionales. 
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De esto se ve de inmediato que T n <. S n < 3. Más aún, puesto que T n+ i 
se obtiene de T n reemplazando los factores 1 — l/n, 1— 2/n, ... por los 
factorcs mayores 1 — l/(n + l), 1—2/(n + l),...,y finalmente aña- 
dicndo un término positivo, se vc que los T n forman también una sucesión 

monótona creciente dc la cual sc sigue la existencia del límite lím T n — T. 

n -><* 

Para probar que T — e, se observa que para m > n 


T m > 1 + 1 + 


2 ! 


1 - - + 
m/ 


+ - 1 


m 


n - 1 


m 


Si ahora se mantiene n fijo y se deja crecer m más allá de toda cota, se 
obtiene en el miembro izquierdo el número T y en el derecho la expresión 
S n , de modo que T > S n . Por lo tanto T > S n > T n para todo valor de n. 
Se hace ahora crecer n, de modo que T n tiende a T; y de la doble des- 
igualdad se sigue que T — lím ó’ n = e. Esta era la propiedad por demostrar. 

Posteriormente (sccción 2.6, p. 171) este número e se obtendrá aún 
nuevamente desdc otro punto de vista. 


f. El número i r como límite 

Un proceso límite que en escncia se remonta a la antigüedad clásica 
(Arquímedes) es aquél mediante el cual se define el número ir. Geométri- 
camente ir significa el árca dc un círculo de radio uno. Se considera como 
cosa obvia que esta árca puede ser expresáda por un número (racional o 
irracional) denotado por ir. Sin embargo, esta definición no es de gran ayu- 
da para nosotros si se desca calcular el númcro con toda precisión. En- 
tonces no se tiene más alternativa que la de representar el número por 
medio de un proccso límite, a saber, como el hmite de una sucesión de 
números conocidos y fácilmente c.alculados. Arquímedes utilizó ya este pro- 
ceso en su método de cxhauc.ción, el cual consiste en aproximar el círculo 
por mcdio dc polígonos regulares con un número creciente de lados que 
se ajustan a él cada vez más. Si f m dcnota el área de un m-ágono (polí- 
gono de m lados) regular inscrito en el círculo, el área del 2m-ágono ins- 
crito está dado por la fórmula [probada por geometría elemental o bien 
por la expresión / n = (n/2) sen {2ir/n) (ver Fig. 1.46)] 

/». = Y J 2 - 2V1 - ( 2 Ulmy. 

Déjese recorrer ahora a m, no la sucesión de todos los enteros positivos, 
sino por la sucesión de potencias de 2, esto es, m — 2 n ¡ en otras palabras, 
se forman aquellos polígonos regulares cuyos vértices se obtienen mediante 
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bisección repetida de la circunferencia. Es claro de la interpretación geo- 
métrica que los / 2 " forman una sucesión creciente y acotada, que por lo 
tanto tiene un límite que es el área del círculo: 


7r = lím / 2 " 


Esta representación de -n como límite sirve en realidad como base para 
cálculos numéricos; así, partiendo con el valor / 4 = 2 pueden calcularse 

en orden los términos de la sucesión que 
tienden a 7r. Una estimación de la preci- 
sión con la cual cualquier término / 2 * re- 
presenta a 7r puede obtenerse construyendo 
las rectas que tocan al círculo y son pa- 
ralelas a los lados del 2 n -ágono inscrito. 
Estas rectas forman un polígono circuns- 
crito, análogo al 2 n -ágono inscrito, que 
tiene dimensiones mayores en la razón 
1 :cos (7r/2 n ). Por lo tanto, el área F 2 * del 
polígono circunscrito puede encontrarse a 
partir de la razón dada por 



fi n 

F 2 n 


7 T 

=|cos — 
2” 


Puesto que el área del polígono circunscrito es mayor que la del círculo, 
se tiene 


fí n < TT < F 2 n 


fi n _ _ 2/ 2 n _ 

(cosij 1 + Vl - (/W2"- 1 ) 2 • 


Por ejemplo, / 8 = 2\/2, de modo que se tiene la estimacíón 

2V2 < w < — 4 ^— 

1 +4V2 

Estas son cuestiones con las cuales el lector estará más o menos fami- 
liarizado. Sin embargo, lo que se desea hacer resaltar es que el cálculo de 
áreas por medio de exahucción por figuras rectilíneas cuyas áreas pueden 
ser calculadas fácilmcnte constituye la' base para el concepto de integral, 
el que se introducirá en el capítulo 2. Para el cálculo numérico efectivo 
de 7r se dispone de métodos mucho más eficientes como se verá en la sec- 
ción 6.26. 
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1.8 E1 concepto de límite para funciones de una variable continua 

Hasta ahora se han considerado límites de sucesiones, esto es, de fun- 
ciones de una variable entera n. La noción de límite, sin embargo, se 
encuentra frecuentemente en relación con una función f(x) que está de- 
finida para toda x en algún intervalo. 

Se dice que el valor de la función f(x) tiende a un límite cuando x 
tiende a £, o sea, en símbolos, 

lím/(^) = v , 

si f(x) difiere arbitrariamente poco de v para toda * para la cual f(x) 
está definida y que está situada suficientemente cerca de Expresada 
más precisamente, la definición de Yimf(x) es como sigue. 

Si para una cantidad positiva arbitraria e asignada puede definirse un 
intervalo \x — £j < 8 suficientemente pequeño de modo que para toda x 
que pertenece tanto al dominio de / como al intervalo la desigualdad 
l/W - vl < « se satisface, entonces lím/(*) = v . 

Existe una concxión muy estrecha entre los conceptos de límite de 
una función y continuidad. Si £ pertenece al dominio de /, esto es, si 
f(i) cs tá definido, entonces lím f(x), si existe, debe tener el valor /(£). 

Realmente, la definición de v — Vim f(x) implica en particular |/(£) 

~ r¡\ < e para todo e positivo, y por lo tanto = /(£). Ahora, compa- 
rando las definiciones de límite y de continuidad se ve que la relación 
Yimf(x) = /(I) justamente expresa la continuidad de la función / en el 

punto £. Luego, para £ en el dominio de /, la existencia de lím/(x) sig- 

nifica justamente que / es continua en £. Más generalmente, si f(x) no 
está definida en | pero Yimf(x) existe y tiene el valor r¡, puede asignarse 

a / en el punto £ el valor v , y la función /, completada de este modo, será 
continua en £. (Singularidad Removible. Ver p. 59.) 

E 1 límite de una función puede ser también completamente descrito en términos 
de límites de sucesiones. E 1 aserto 


significa que 


lím /(*) = t? 
hm f(x n ) = 77 

n-»« 


para toda sucesion x n con límite £ (donde, claro está, se supone que los x n perte- 
necen al dominio de /). Pues si lím/(A;) = 77 y si lím x n = £, entonces f(x) está 


, \, Se su P° ne aquí que arbitrariamente cerca de £ existen puntos donde / está 

defimda. 
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arbitrariamente cerca de 77 para x suficientcmcnte cercano a £; pero x n está sufi- 
cientcinente ccrcano a £ sólo si n es suficicntemente grande, y consecuentemente 
lím f(x n ) - r¡. Si, por otra parte, lím/(* n ) = 77 para x n — > £, debe tenerse tam- 

n-"-o n-*“ 

bicn lim/(jí) = 77. Pucs de Io contrario existiría un número positivo e tal que 

f(x) — í?| > f . para algún ,v arbilrariaiuentc cercano a £; también cxistiría cntonces 
una succsión x n convergcnte a £ para la cual | f(x n ) — > e; pero entonccs 
lím/(jr M ) no podría ser igual a 17. 

H ' 00 

La continuidad dc la función f(x) en el punto £ implica entonces: lím/(x n ) 

»->“> 

/(£), para toda sucesión x n en cl dominio de / que converge a £. Más general- 
mente, para una función continua en el intervalo la relación 

lím / (a /¿ ) --= /(lím x n ) 

es válida para cualquier sucesión en el dominio de / que converge a un punto del 
intervalo. Se ve que para una función continua el símbolo de límite puede ser 
intercambiado (o bien, como se dice, “conmuta”) con los símbolos para la función. 


Límites dc sumas, productos y cocientes de func.iones se determinan por 
las inismas reglas que para las sucesiones (ver p. 94) : Si lím/(.v) = r¡ 

x-í 

y límg(.v) = £ existen, entonces 
r -’t 

lím (/( v) + g(x) ) — rj + c. lim (f(x)g(x)) = 
y [)ara £ 7 Ú- 0 también 


lím 

x>£ 


f(x ) 

g(xj 


V 

£ 


Las demostracioncs son las mismas que para succsiones. (Las reglas se 
seguirían también de aquéllas para sucesiones, escribicndo límitcs dc fun- 
cioncs como límitcs de sucesioncs.) Consecucntemcnte, cuando | pertenece 
al dominio dc / y g, la suma, producto y cociente de dos funciones f(x) 
y g( x ) ( ] ue son continuas cn un punto $ son tambicn continuas (donde 
para los cocicntes sc dcbc suj)oncr que g(£) 9 ^ 0 ). 

Los casos cn quc £ no pertenece al dominio dc / resultarán ser de par- 
ticular importancia para el cálculo diferencial. Como un primer ejemplo, 
considércsc la relación 


lím 

X >£ 


x n - | n 


= n^ n - 


dondc n cs un entero positivo. Por supuesto, f(x) = (x n — |") / (x — £) es 
una función definida solamente para x =£ g. Pero para x ¿ la identidad 
algcbraica 

- -— = .v n_1 + ,v n + + t_3 | 2 + ■ • • + I"" 1 , 

x — $ 
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es válida como consecuencia de la fórmula sumatoria para la serie geomé- 
trica. Para encontrar el límite se requiere solamente hacer tender x a | 
y evaluar el límite del lado derecho por las reglas para límites de sumas 
y cocientes. 

Menos obvia es la fórmula 


sen a: 

lim- 

x-+0 X 


= 1 


(donde, por supuesto, el ángulo X es medido en “radianes”, como se expli- 
có en las pp. 73-74). Aquí también, el cociente (senx)/x cstá dcfinido 
solamente para x =£ 0. 


C 



Figura 1 . 47 . 

Pero si se define (senx)/x— 1 para x = 0, el cociente se completa 
como una función que es continua también en x = 0. Para la demostración 
de la fórmula límite se apela aquí a un argumento geométrico. 

De la Fig. 1.47 se encuentra, comparando las árcas de los triángulos 
OAB y OAC y el sector OAB 1 del círculo unitario, que, si 0 < x < tt/ 2, es 

i sen x < ix < i tan x. 

De aquí se sigue que si 0 < |*¡ < 7r/2, es 


scn x cos ac 

Por lo tanto, el cociente (scn x) /x está situado entre Ios números 1 y cos x. 
Se sabe que cos x tiende a 1 cuando x —> 0, y de esto se sigue que el co- 
ciente (senx)/;t puede sólo diferir arbitrariamente poco de 1 sí a: está 

1 Por supuesto, el ángulo x pudo haberse definido en primer término como el 
doble del área del sector OAB. 
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suficientemente cerca de 0. Esto es exactamente lo que se entiende por la 
ecuación que había que demostrar. 

Del resultado acabado de probar se sigue que 


y también 


tan a: sen x 1 

lim-- — hm-lim-= 1, 

x-»o X x-*o X £_>o cos X 


„ 1 — cos a: 

lim- 

x -*0 x 


= 0. 


Esto último se sigue de la fórmula, válida para 0 < \x\ < tt/2, 

1 — cos x (1 — cos x) (1 + cos x) 1 — cos 2 x 

-V .v( 1 + COS x) A' (1 + cosv) 


sen a: 1 

-■-• sen x. 

X 1 + COS X 


Para x —> 0 el primer factor en cl lado derecho tiende a 1, el segundo a i, 
y el tercero a 0, como se estableció antes. 

Dividiendo la misma fórmula por ,v, se obtiene 


de la cual surge 


1 — COS X | 

f sen x) 

í 1 

2 ' 
X 

{ X ) 

1 + cos x 


1 cos x 
hm--- 

l '->0 x ~ 


1 

2 


Límites para x oo. Finalmente se hace notar que igualmente es po- 
sible considcrar procesos límite en los cuales la variable continua x crece 
más allá de toda cota. Por ejemplo, es claro el significado de la ecuación 


lím 

x-*x> 


X 2 + 1 

x~ 1 


lím 

r—>co 


1 + l/x 2 
1 - 1 /x 2 


= 1. 


Significa que la función en la izquierda difiere arbitrariamente poco de 
uno, bastando sólo con que a: sea suficientemente grande. Las reglas para 
formar límites de este tipo para sumas, productos y cocientes son las mis- 
mas que antes. 

* Existe un resultado adicional cl cual es frecuentemente útil en el cálcu- 
lo de límites, y es la regla para obtener el Iímite de una función compuesta. 
La función compuesta f{g(z)) está definida para aquellos valores de z 
para los cuales x = g(z) está situado en el dominio de f(x). La función 
g(z) puede ser una función de una variable continua o bien una variable 
entera, pero f(x) debe ser una función de una variable continua. 
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Si límg(, 2 :) = £, donde £ está situado dentro de un intervalo abierto 

del dominio de f, y si lím f(x) = r¡, entonces lím f{g{z)) = r¡. Como un 

corolario, se observa que una función continua de una función continua es 
asimismo continua (como se mencionó ya en la p. 78). 

E1 resultado es obvio del hecho de que f(x) puede hacerse arbitraria- 
mente cercano a tomando suficientemente cercano a £, y para hacer 
x — g(z) suficientemente cercano a £ bastará solamente con tomar z su- 
ficientemente cercano a £. Con algunas ligeras modificaciones se aplican 
los mismos argumentos que valen en el caso en que cualquiera de las varia- 
bles puede crecer más allá de toda cota. 


a. Algunas observaciones sobre las funciones elementales 

Hasta aquí tácitamente se ha supuesto que las funciones elementales son 
continuas. La demostración de este hecho es muy simple. En primer lugar, 
la función f(x ) = x es continnua; por ello, x 2 = x ■ x es continua, como 
producto de dos funciones continuas, y toda potencia de x es, de la misma 
manera, continua. Por lo tanto, todo polinomio es continuo, por ser la suma 
de funciones continuas. Toda función racional, como cociente de funciones 
continuas, cs análogamente continua en todo intervalo en el cual el deno- 
minador no se hace cero. 

La función x n es continua y monótona para a: > 0. Por lo tanto, la 
n-ésima raíz, que es la función inversa de la rc-ésima potencia, cs continua. 
De este hecho es fácil concluir que la n-ésima raíz de una función racional 
es continua (excepto donde el denominador se hace cero). 

La cpntinuidad de las funciones trigonométricas puede ser probada aho- 
ra, utilizando los conceptos ya desarrollados. Sin embargo, la discusión se 
omite aquí puesto que en el capítulo 2 (p. 188) se verá que la continuidad 
de todas cstas funciones se sigue fácilmente como consecuencia de su dife- 
renciabilidad. 

Se harán solamente algunos comentarios en torno a la definición y continuidad 
de la función cxponencial a x , de la función potencia general, x a , y del logaritmo. 
Se supone, como en la sección 1.3 (p. 74), quc a es un número positivo, digamos, 
mayor que uno, y r = p/q es un número racional positivo (siendo p y q enteros); 
entonces a r — aP/Q es el número positivo cuya g-ésima potencia es aP. Si a es cual- 
quier número irracional y r v r 2 , . .. ,r m , . .. es una sucesión de números racionales 
que se aproximan a a, se afirma que lim a r ™ existe; y este límite se denomina en- 
tonces a a . m->c0 

Para probar la existencia de este límite por medio del criterio de Cauchy se 
requiere mostrar solamente que ja fn — a Tm \ es arbitrariamente pequeño siempre que 
n y m sean suficientemente grandes. Se supone, por ejemplo, que r n > r m , o bien 
que r n — r m = 8, donde 8 > 0. Entonces, 

r n . a r m ( a a _ 1). 


a r n — a 
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Puesto que los r m convergen a a, éstos son acotados y también lo son los a r,, ‘; por 
lo tanto, es suficicnte mostrar que 

|n’ - 11 - fl 5 - 1 

es arbitrariamente pequeño cuando los valores de n y m son suficicntemente grandes. 
Sin embargo, cicrtamente el númcro racional 8 puede hacersc tan pequeño como 
se desee sicmpre que los valores de n y m sean suficientcmente grandes. Por lo 
tanto, si l cs un cntero positivo arbitrariamente grande, 8 < l/l si n y m son sufi- 
cientemente grandes. Ahora las relaciones 8 < \/l y a ]> 1 dan 1 

1 < <z a < a'/l, 

y puesto que «’/* ticnde a uno conforme l crece hacia infinito (ver p. 87 ), se 
concluye inmediatamcnte que valc cl aserto y el límite existe. 

Puede mostrarse que la función a x extendida de esta manera a valores irraciona- 
les cs también continua cn todas partcs, y, aún más, que es monótona. Para valores 
negativos de x esta función está naturalmente definida por la ecuación 


1 



Conforme x varía de — oo a +cc, a x toma valores cntre cero y + oo. Consecuen- 
tcmente, posee una función inversa que es continua y monótona, la cual se denomina 
el logaritmo de base a. De manera parecida puede probarse que la potencia general 
x n es una función continua de x, donde a es cualquier número fijo racional o irra- 
cional y x varía en el intervalo 0 < x < oo, la cual es monótona si a ^ 0. 

La discusión “clcincntal” de la función exponencial, del logaritino y de la po- 
tencia x a , delineada aquí scrá recmplazada posteriormente (p. 171) por otra discu- 
sión en principio mucho más simple. 


Suplemento 

Uno dc Ios grandes logros de los matemáticos griegos fue la reducción 
dc asertos matcmáticos y toorcmas, en forma lógica y cohcrente, a un pe- 
queño númcro de postulados o axiomas inuy simples, los bien conocidos 
axiomas de la geometría, o bien las reglas de la aritmética, que gobiernan 
relaciones entre unos cuantos objetos básicos, tales como los números ente- 
ros y los puntos geométricos. Los objctos matemáticos básicos se originaron 
como abstracciones o idealizaciones de la realidad física. Los axiomas, ya 
sea considerados como “evidentes” desde un punto de vista filosófico o 
bien meramente como abrumadoramente plausibles, se aceptan sin demos- 
trac.ión; sobre ellos reposa la cristalizada estructura de las matemáticas. 
Por rnuchos siglos la axiomática matemática euclidiana fuc aceptada como 
un modelo para el estilo matemático, y aun imitada para otras tareas 
intelectuales. (Por ejemplo, filósofos tales como Descartes y Spinoza tra- 
taron de haccr sus especulaciones más convincentes presentándolas axio- 
máticamente, o bien, como ellos decían, “more geometrico”.) 

1 Esta propicdad surge dcl hec.ho de que para a > 1 la potencia a m/H es mayor 
que 1 si m/n es positivo. Pues a = (a 1/ *) m es el producto de m factores todos mayo- 
res que 1 y así es mayor quc uno. 
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El método axíomático fue dcscartado cuando, después del estancamiento 
durante el medioevo, las matemáticas junto con la cicncia natural prin- 
cipiaron un desarrollo explosiv r amente vigoroso basado en el nuevo cálculo. 
Extendiendo vastamente el alcance de las matemáticas, los descubridores in- 
geniosos no podían ser estorbados teniendo que sujetar los nuevos descubri- 
mientos a un análisis lógico riguroso, y por ello en el siglo xvn la 
invocación a la evidencia intuitiva se convirtió en un substituto ampliamente 
utilizado en cambio de la demostración deductiva. Matemáticos de primer 
orden operaron con los nuevos conceptos guiados por un infalible sentido 
para la exactitud de los resultados, aun, en ocasiones, con místicas asocia- 
ciones, como en las referencias a los “infinitesimales” o “cantidades infi- 
nitamente pequefias”. La confianza en la arrolladora potencia cle las nue- 
vas manipulaciones del cálculo transportó a los investigadores muy lejos, 
en trayectorias imposibles de seguir si hubiescn estado sujetos a las limita- 
ciones del complejo rigor lógico. Solamente el instinto seguro de grandes 
maestros pudo prevenir en contra de graves errores. 

E1 entusiasmo poco crítico pero enormemente fructifero del primer pe- 
ríodo se fue encontrando gradualmente con contracorrientes que se eleva- 
ron con gran fuerza en el siglo xix pero que no impidicron el dcsarrollo 
del análisis constructivo iniciado antcriormente. Muchos de los grandes 
inatemáticos del siglo xix, en particular Cauchy y Wcierstrass, desempeña- 
ron un papcl en el esfuerzo hacia la crítica revaluación. E1 resultado no 
fue sólo un nuevo y firrne fundamento del análisis, sino que también cre- 
cieron la lucidez y la simplicidad como bases para notables progresos 
posteriores. 

Una meta importante era la de reemplazar la confianza sin distinción 
sobre la “intuic.ión” imprecisa por un razonamiento preciso basado en ope- 
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margen indeseable de vaguedad, como se verá con frecuencia en los siguien- 
tes capítulos. Por ejemplo, el concepto general de curva continua escapa 
a la intuición geométrica. Una curv'a continua, que representa una fun- 
ción continua, como sc definió anteriormente, puede no tener una dirección 
definida en cada punto; inás aún, pueden construirse funciones continuas 
cuyas gráficas no tienen dirección en ninguna parte o bien a las cuales no 
puede asignárseles ninguna longitud. 

Empero, jarnás debe olvidarse que el razonamiento abstracto deductivo 
es meramente un aspecto de las matemáticas, mientras que la motivación 
irnpulsora y el gran alcance universal del análisis emanan de la realidad 
física y de la geometría intuitiva. 

Este suplemento proporcionará un apoyo riguroso (con algunas repeti- 
ciones) para los conceptos básicos tratados intuitivamente antes en este 
capítulo. 
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S.l Los límites y el concepto de número 

Empezaremos con las ideas de la sección 1.1, analizando de lleno el 
concepto de número rcal y su conexión con el de límite. Se define el con- 
tinuo de númcros por un procedimiento constructivo basado en los núme- 
ros naturales. Se probará entonces que el concepto extendido de número 
satisfacc las reglas de aritmética y los otros requisitos, haciendo de éste 
la herramienta adecuada para la medición. 

Puesto que una exposición completa requeriría un libro separado, 1 2 se 
indicarán solamente los pasos principales. E1 estudiante, esforzándose a 
través del material algo tedioso, se maravillará del hecho de que sobre 
la base de los números naturales la mente humana puede erigir un sistema 
de números lógico y consistente, formidablemente adecuado para la labor de 
medición científica.'- 


a. Los números racionales 


Límites definidos por intervalos racionales. Se comienza aceptando el 
sistema dc números racionales con todas sus propicdades usuales, obtenidas 
de las propiedades básiras dc números naturales. Así, los números raciona- 
les están ordenados por magnitud, permitiéndose definir intervalos “racio- 
nales” como conjuntos dc números racionales situados entre dos números 
racionalcs dados (los intcrvalos que incluyen los puntos extremos se deno- 
minan cerrados). La longitud del inlervalo con puntos extremos a, b es 
|¿> — a\. Coino se obscrva en la sección 1 a, los números racionales son 
densos y todo intervalo racional contiene una infinidad de números racio- 
nales. Por el momento todas las cantidades que ocurran se supondrán nú- 
meros racionales. 

Dentro del dominio de los números racionales se definen sucesiones y 
límites (ver p. 93). Dada una sucesión infinita de números racionales 
a u a. 2 , . . . y un número racional r se dice que 

lím a n — r 


1 Véasc por ejemplo, E. Landau, Foundatwns of Analysis, 2nd. Ed., Ghelsea, 
New York, 1960. 

2 Los números reales pueden ser introducidos también de manera puramente 
axiomática, con todas sus propiedades básicas aceptadas como axiomas. En el trata- 
miento que se hará aquí se aceptan, en principio, solamente los axiomas para números 
naturales (incluyendo el principio de inducción matemátíca). Los números racionales 
y los númcros realcs son construidos entonces sobre esta base. Los “axiomas” para 
números rcales son cntonces, en principio, simplemente teoremas sobre los números 
naturales, para los cualcs se requieren demostraciones. En realidad, se comenzará ya 
con los números racionales como elementos conocidos, puesto que Ia construcción de 
los números racionales a partir de los númcros naturales y la deducción de las pro- 
picdades básicas de los números racionales no presentan ninguna dificultad. 
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si todo intervalo racional que contiene a r en su interior contiene también 
a “casi todo” a^, esto es, todos los a n excepto a lo más un número finito. 
Se sigue de inmediato que una sucesión de números racionales no puede 
tener más de un límite racional y que las reglas usuales para límites de 
sumas, diferencias, productos y cocientes (ver pp. 94-95) son válidas para 
sucesiones de números racionales con límites racionales. 

Una consecuencia enteramente obvia de esta definición es que pasando 
al límite se preserva el orden: si lím = a, lím b n = b y para todo n es 
a n < b n , entonces a Kb. Nótese que aún suponiendo a n < b n estrictamen- 
te, no puede decirse más que a < b, o bien excluir la posible igualdad de 
los límites (por ejemplo, las sucesiones a^ = 1 — 2/n y b n = 1 — 1 /n > a n 
posecn el mismo límite 1). 

Las aseveraciones en tomo a límites pueden ser expresadas en términos 
de sucesiones nulas racionales, esto es, sucesiones a x , a 2 , ... de números 
racionales para los cuales 

lím a n = 0. 

»->« 

Se dice a n “se torna arbitrariamente pequeño conforme n tiende a infinito”, 
dándose a entender con ello que para todo racional positivo e, no importa 
cuán pequeño, se satisface la desigualdad |fln¡ < e para casi todo n. Obvia- 
mente la sucesión a n = 1 / n es una sucesión nula. 

Asíj una sucesión de números racionales a^ tiene el límite racional r 
si y sólo si los números r — a» forman una sucesión nula. 

b. Números reales determinados por encaje 
de intervalos racionales 

Se observó en la p. 29 que intuitivamente los puntos racionales son den- 
sos en el eje real y que existen siempre números racionales entre dos 
númcros reales cualesquiera. Esto sugiere la posibilidad de definir riguro- 
samente un número real totalmente en términos de relaciones de orden 
respecto a los racionales, procedimiento que se seguirá a continuación. 

Una “sucesión anidada” o encaje de intervalos racionales (pp. 32-33) 
es una sucesión de intervalos cerrados J n con puntos extremos racionales 
a n , b n , con cada intervalo contenido en el precedente, cuyas longitudes for- 
man una sucesión nula 

a n ~i < a n < b n < b n -i 

y 

lím (b n — On) =0. 

»->» 

Puesto que cada intervalo J n = [a n , b n ] de un encaje contiene todos los 
intervalos subsiguientes, un número racional r situado fuera de cualquier 
J n está situado también fuera y sobre el mismo lado de todos Ios intervalos 
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subsiguientes. Así, un encaje de intervalos racionales da lugar a una sepa- 
ración de todos los números racionales en tres clases. 1 La primera clase 
consiste de los númcros racionales r situados a la izquierda de los interva- 
los / n para n suficientemente grande, o sea, para los cuales r < a n para 
casi todo n. La segunda clase consiste de los números racionales r conteni- 
dos en todos los intervalos / n . Esta clase contiene a lo más un número, 
puesto que la longitud del intervalo / n se reduce a cero con n creciente. 
La tercera clase consiste dc los números racionales r para los cuales r > b n 
para casi todo n. Es claro que todo número de la primera clase es menor 
que cualquiera de la segunda clase, y cualquier número de la segunda 
clase es menor que cualquiera de la tercera. Los propios puntos a n son de 
la primera o bien dc la segunda clase, y los números b n están en la segun- 
da o bien en la tercera. 

Si la scgunda clase no es vacía, consiste de un solo número racional r. 
En este caso la primera clase consiste de los números racionales menores 
que r y la tercera clase de los números racionales mayores que r. Se dice 
entonces que el encaje dc intervalos / n representa el número racional r. 
Por ejemplo, el encaje de intervalos [r — 1/n, r + 1 /n] representa el nú- 
mero r. 

Si Ia segunda clase es vacía, el encaje no representa un número ra- 
cional; estas sucesiones anidadas sirven entonces para representar números 
irracionalcs. Los intervalos individuales [a n , b n ] de la sucesión no son impor- 
tantes para estc propósitoj solamente la separación de los números racio- 
nales cn tres clases, generada por esta sucesión es esencial, diciéndonos 
dónde el número irracional encaja entre los racionales. 

Así, dos encajes de intervalos racionales [a n> b n ] y [a n , b n ] se denomi- 
nan equivalentes si dan lugar a la misma separación de los números ra- 
cionales en tres clases. El lector deberá probar como ejercicio que es 
necesario y suficiente para la equivalencia que: a n ' — a n sea una sucesión 
nula, o también: que las desigualdades 

^ b n , a n ^ b n 

se cumplan para todo n. 

A un encaje de intervalos racionales [a n , b n \ se le asigna un número real. 
Los números reales determinados por dos encajes distintos se considerarán 
iguales si las sucesiones son equivalentes. Un número real está represen- 
tado entonces por la separación de los números racionales en tres clases 
gcnerada por cncajes equivalentes de intervalos racionales. Si la segunda 
clase consiste de un número racional r, se considera al número real re- 
presentado por esta separacion en clases como identico con el número 
racional r. 

1 Llamada “Cortadura de Dedekind”. 
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*c. Orden, límites y operaciones aritméticas para números reales 

Habiendo definido los números reales, pueden definirse ahora las nocio- 
nes de orden, suma, diferencia, producto, límite, etc., para éstos y probar 
que poseen las propiedades usuales. Para ser lógicamente coherentes, cual- 
quier definición concerniente a números reales deberá: (1) poseer el sig- 
nificado ordinario en caso de que los números reales sean racionales, y 
(2) ser independiente de los encajes individuales de intervalos utilizados 
para representar números reales. 

*Intervalos con puntos extremos reales 

Si bien hasta ahora, aún para la definición de números irracionales, los 
puntos extremos de los intervalos anidados fueron supuestos racionales, 
deberán quitarse aquí tales restricciones y mostrar que se puede operar 
con números reales exactamente como se hace con números racionales. 

Los números reales se denotarán por letras x, y, . . . . Si el número real 
.v está dado por el encaje de intervalos racionales [a n , b n ] se escribe 
x ■ { \_ a n> b „]}. De la definición de número real se infiere una definición 
natural de orden para un número real, a: ^ {[a n , b n ]}, relativa a un núme- 
ro racional r. Se dice que r < x, r = x, r > x, según que r pertenezca a la 
primcra, segunda, o tercera clase de la separación de los números racionales 
generada por el encaje de intervalos. Esta definición es obviamente inde- 
pendiente del encaje especial {[a n , b n ]} que define a^y posee el significado 
ordinario cuando x es racional. Equivalentemente, se dice que r < x si 
r < a n para casi todo n, r — x si On < r < b n para todo n, y r > x si r > b n 
para casi todo n. 

Mediante la comparación de números reales con números racionales pue- 
den compararse los números reales el uno con el otro. Sean x {[a n , 6„]}, 
y /—' {[a n ,/?n]}- Se dice que a: < y si existe un número racional r tal que 
x < r < y. Claramente, esta definición no depende de las representaciones 
particulares de x e y mediante encajes puesto que las comparaciones con r 
racional son independientes de tales representaciones. Así, se dice que 
.v < y si existe un número racional r tal que b n < r < a n para casi todo n, 
o sea, simplemente, si b n < a n para casi todo n. La relación x < y impide 
la posibilidad de que y < x o x = y. Obviamente, x <, y e y < z impli- 
can x < z. 

Para dos números reales cualesquiera, x, y, se debe cumplir una de las 
relaciones x < y, x = y, y < x. Pues si x^y y uno de ellos, por ejemplo, 
y, es racional, entonces y deberá estar en Ia primera o bien en la tercera 
clase de la separación generada por x, esto es, o bien es y < x o es x < y. 
Si ni x ni y son racionales, las segundas clases de las correspondientes sub- 
divisiones son vacías, y deberá existir un número racional r en la primera 
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clasc respecto a uno de los números y en la tercera clase respecto al otro. 
Así se cumple una u otra de las relaciones x < y o y < x. 

Densidad. Una consecuencia inmediata de estas definiciones es la den- 
sidad de los númcros racionales, en el sentido de que entre dos números 
reales cualesquiera, a;, y, existe siempre un número racional r. Se observa 
también quc si un número real * está representado por un encaje de inter- 
valos racionales [a n , b n ], cntonces a n < x < b n para todo n. Pues si x < Om 
para algún m, entonces b n < para casi todo n, contradiciendo la des- 
igualdad a m < b n , la cual se cumple para todo n. Por lo tanto, todo número 
real puede ser confinado en un intervalo racional [ a n , b n ] de longitud ar- 
bitrariamente pequeña. 

Una vez que los números reales están ordenados, pucde hablarse de 
intervalos con puntos extremos reales. La densidad de los números racio- 
nales garantiza que todo tal intervalo incluye números racionales. 

Límites. Un número real X se llama límite de una sucesión x ly x-¿, ■ ■ ■ 
de números reales si todo intervalo abierto con puntos extremos reales que 
contiene a x conticne también elementos x n para casi todo n. Esta defini- 
ción cs compatible con la definición cn términos de intervalos racionales 
dada anteriormente, en cl sentido de que un límite racional de una su- 
cesión racional cs un límite de la misma sucesión de números en el sentido 
más general dc límite real. Como consecuencia de la definición de límite 
se encuentra que para un número real x representado por un encaje de 
intervalos racionales [ccn, ó„] es 

x = lím a n = lím b n . 

„-»«> »->«> 

* Aritmética. En seguida se definen las operaciones aritméticas para 
números reales x^ {[«», ó»]} y y {[a„, „/?]}: Esto se logra más fácilmente 
para las operaciones de adición y substracción. Se define 

x + y {K + a n , b n + /?„]}, X - y {[a n - /?„, b n - «„]}. 

La prueba de que estas definiciones tienen sentido es un ejercicio sencillo 
cuyos detalles se dejan al lector (ver problema 3, p. 139). Por ejemplo, 
para x — y es necesario verificar solamente que los intervalos [a n — /?„, 
b n — <*] forman un encaje cuyas longitudes tienden a cero, y por lo tanto 
que ellos representan un número real z. E1 hecho de que z no dependa 
de las representaciones especiales de x e y se demuestra caracterizando la 
separación de números racionales en tres clases generada por z directamente 
cn términos de x e y; por ejemplo, la primera clase consiste de Ios nú- 
meros racionales r < z, o sea de aquellos r que son excedidos por a n — /?„ 
para algún n; y se ve fácilmente que estos r son números racionales de la 
forma s — t, donde s y t son números racionales para los cuales s < x 
y t > y. 



Sec. S.l 


Los límites y el concepto de número 117 


E1 producto de los dos números reales, x, y, está definido para y > 0 

por 

x-y ^ {[ a n a n , b n f} n ]}, 

donde se ha supuesto que todo a n > 0; es obvio que los encajes son ade- 
cuados para utilizarse con xy en los casos y < 0 e y = 0. Siempre que y 
sea un número racional positivo, el producto x ■ y e s representable también 
en la forma 

x • y {[a n y, b n y ]}. 

Para un número natural y — m el producto x ■ y — mx puede ser obteni- 
do también por adición repetida de x, esto es, mx = *+ (m — l)x = 
x + x + • • • + x. 

Las operaciones aritméticas obedecen las reglas usuales. En particular, 
la relación ^ < y es equivalente a 0 < y — x. Se puede introducir el valor 
absoluto de un número real y probar la desigualdad del triángulo 
|x + y\ 5-í k| + |y|. A la noción de límite de una sucesión de números 
reales, definida anteriormente en términos de relacioncs de orden, puede 

dársele entonces la formulación equivalente: x — lím x n si para todo real 

w ->00 

positivo e la relación |a: — at„| < e se cumple para casi todo n. 
Verificaremos ahora el así llamado 

Axioma de Arquímedes. Si x e y son números reales y x es positivo, 
existe entonces un número natural m tal que mx > y. 

En esencia, esto significa que un núrnero real no puede ser “infinita- 
mente pequeño” o bien ‘infinitamente grande” comparado con otro (ex- 
cepto si uno de ellos es cero). Para probar el axioma de Arquímedes (el 
cual en este contexto es realmente un teorema) se observa que para nú- 
meros racionales es una consecuencia de las propiedades comunes de los 
enteros. Si ahora x ' {[a n , fe n ]} e y /—' {[<x n > fin]} son números reales y x es 
positivo, entonces a n > 0 para casi todo n. Puesto que a n y ¡3 n son números 
racionales, puede entonc.es encontrarse un m tan grande que ma n > (3 n , de 
donde se sigue que mx > (3 n > y. 

d. Plenitud del continuo de números. Compacidad 
de intervalos cerrados. Criterios de convergencia 

Los números reales hacen posible las operaciones límite con números 
racionales, pero serían de poco valor si las correspondientes operaciones de 
límite con los reales requirieran la introducción de algún tipo adicional 
de números “no reales” que habrían de ser intercalados entre los reales, y 
así sucesivamente ad infinitum. Afortunadamente, la definición de número 
real es tan amplia que no es posible ninguna extensión adicional del siste- 
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ma numérico sin deponer algunas de sus propiedades esenciales (tal como 
el “orden”, que debe ser descartado para números complejos). 

Principio de continuidad 

Esta completitud del continuo de números reales está cxprcsada por el 
principio básico de continuidad (ver p. 32) ; todo encaje de intervalos con 
puntos extremos realcs contiene un número real. Para probar esto consi- 
dérense los intcrvalos cerrados [x„, y„], siendo cada intervalo contenido en 
el precedente, cuyas longitudes y„ — x n forman una sucesión nula. Se afir- 
ma que existc un número real x contenido en todo [x n , y n ]: Las s’’cesiones 
x n e y n tendrán entonces como límite a a:. Para probar esto se reemplaza 
la sucesión anidada [.r n , y n \ por un encaje de intervalos racionales [a n , ú n ] 
que conticne a los [a-„, y n ]. Esta sucesión o encaje racional definirá entonces 
el número real x deseado. Para cada n, sea a n el mayor número racional 
de la forma pj 2 n menor que .v n , y b n el menor número racional de la 
forma q/2 n mayor que y n , donde p y q son enteros. Claramente, los inter- 
valos [a n , b n \ forman un encaje que representa un númcro real x. Si x 
estuvicra situado fuera de uno de los intervalos [. x m , y m ], digamos, x < x m , 
existiría un racional r con x < r < x m , de donde, para todo n suficiente- 
mente grande, se tendría 

y n < b n < r < x m < x n , 

lo cual es imposible. Por lo tanto, todos los intervalos [x m ,y m ] contienen 
al punto x. 

Principio de V/eierstrass—Compacidad 

Son importantes otras diversas versiones de este principio de continui- 
dad. La primcra cs el principio de Weierstrass de existencia de puntos límite 
o puntos de acumulación de sucesiones acotadas. Un punto x es un punto 
limite de una sucesión x ly x 2 , . . . si todo intervalo abierto que contiene a x 
contiene también puntos x n para una infinidad de números naturales n. 
Nótese la diferencia entre esta definición y la definición de limite, donde 
los x n deben estar situados en el intervalo abierto para casi todo n, o sea, 
para todo n excepto a lo más un número finito, o para todo n suficiente- 
mente grande. Si una sucesión tiene un límite, entonces este límite es tam- 
bién un punto límite de la sucesión y es, de hecho, el único. Puede no 
haber punto límite (como en el ejemplo de la sucesión 1, 2, 3, 4, . . .) o 
bien un solo punto límite (como en una sucesión convergente) o diversos 
puntos límiie (por ejemplo, la sucesión 1, — 1, 1, — 1, . .. tiene los dos pun- 
tos límite +1 y —1). E1 principio de Weierstrass asegura que: Toda suce- 
sión acotada tiene al menos un punto límite. 

Para probar esto se observa que, como la sucesión Xi, x 2 , . . . es acotada, 
existe un intervalo [y 1} zf\ que contiene a todo x n . Partiendo con [y 1} z-f\ se 
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construye por inducción sobrc n un encaje de intervalos \y n , z n ] conteniendo 
cada uno puntos x m para una infinidad de naturales m. Si \y n , z n ] contiene 
una infinidad de x m , se dividc \y„,z„] en dos partes iguales por su punto 
medio. Por lo menos uno de los dos intervalos cerrados resultantes deberá 
contener, a su vez, una infinidad de x m , y puede ser tomado como el inter- 
valo \y n +i, z „+,]. Es claro que los \y n , z n ] forman un encaje que representa 
un número real x. Todo intervalo abierto que contiene a a: contendrá los 
intervalos \y n , z n ] para n suficientemente grande y 3 por lo tanto, deberá con- 
tener una infinidad de x m . 

Los puntos límite pueden también ser definidos como límites de subsu- 
cesiones de la sucesión infinita x u .r 2 , ... dada. Una subsucesión es cualquier 
sucesión infinita extraída de la sucesión dada, o sea, de la forma x„ 2 , 
x n} , ... j donde n^ < n 2 < n 3 < • ■ *. Obviamente, un punto x es un pun- 
to límite de la sucesión x i} x 2 , ... si es límite de alguna subsucesión. Recí- 
procamente, para todo punto límite .*• puede construirse por inducción una 
subsucesión x ní , x„ a , ... convergente a x. Si x ni , ... , x„ t , están ya defi- 
nidos, se toma para n^ un número de Ia infinidad de enteros n para los 
cuales n > n^-i y \x n — at| < 2~ k . 

Se reestablece el principio de Weierstrass en la forma: 

Teorema. Toda sucesión mfinita acotada de números reales tiene una 
subsucesión convergente. 

Un conjunto se dice compacto si toda sucesión de sus elementos con- 
tiene una subsucesión convergente a un elemento del conjunto. En otras 
palabras, el teorema dice que intervalos cerrados de números reales son 
conjuntos compactos. 

Sucesiones monótonas 

Una consecuencia especial de este teorema es que toda sucesión monó- 
tona acotada converge. Así, sea la sucesión x l2 x 2 , ... monótona, por ejem- 
plo, monótona crecicnte. Si la sucesión es también acotada, tiene un punto 
límite x. Arbitrariamente cerca de x deben existir puntos x n de la sucesión, 
sin exccder ninguno a x puesto que los términos subsiguientes crecen y si 
x„ > x entonces x m > x n > x para m > n. Se sigue que todo intervalo 
que contiene a x contiene a casi todo x„, o sea, que x es el límite de la 
sucesión. 

Criterio de convergencia de Cauchy 

La condición de que una sucesión sea acotada y monótona es suficiente 
para la convergencia. La importancia de este aserto es que permite a me- 
nudo probar la existencia del límite de una sucesión sin requerir un conoci- 
miento a priori del valor del límite; además, la acotación y monotonía de 
una sucesión son propiedades que usualmente son fáciles de verificar en 
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aplicaciones concretas. Sin embargo, no toda sucesión convergente debe 
ser monótona (aunque debe ser acotada), y es importante disponer de 
un critcrio de convergencia de aplicabilidad más general. Tal es la prueba 
intrínseca o criterio de convergencia de Cauchy, que es una condición 
necesaria y suficiente para la existencia del límite de una sucesión. 

La sucesión x í} x 2 , .r 3 , . . . converge si y sólo si para todo e positivo exis- 
te un N tal que \x n — x m | < e para todos n y m mayores que N. 

En otras palabras, una succsión converge si dos cualesquiera de sus 
elementos con índiccs suficicntcmcntc grandes difieren en menos de e uno 
del otro. 

Se afirma que la condición es necesaria para la convergencia. Si 
a; = líin x n , entonccs todo A n con n suficientemente grande difiere de a: 
en menos de e/2 y, en consecuencia, por la desigualdad del triángulo, cua- 
lesquiera dos de tales valores y x m diferirán uno del otro en menos de e. 
Recíprocamente, considércsc una sucesión para la cual |Ar n — x m \ < e para 
todo e > 0, y para todos n, m suficientemente grandes. Existe entonces un 
valor N tal que casi todo x n difiere de x N en menos de 1. Esto significa 
que casi todo ,r n puede scr encerrado en un intervalo de longitud 2. Puede 
entonccs encontrarse un intervalo tan grande que contenga también el 
número finito dc los x n quc pueden encontrarse fucra del intervalo en tor- 
no de a' v. Así, la sucesión está acotada y posee por lo tanto un punto límite 
a. Todo intervalo abierto que contiene a a contendrá también algunos 
puntos A m con m arbitrariamente grande. Puesto que los puntos A n difieren 
arbitrariamente poco uno del otro para n suficientemente grande, se sigue 
que el intcrvalo abierto en torno de a deberá contcner a casi todo a m , y 
así a rcsulta ser el límite de la sucesión. 


e. Cotas. Extremo superior y extremo inferior * 

Es de gran importancia que un conjunto acotado de números reales 
posca “las mejores cotas posibles” superiores e inferiores. Un conjunto S 
dc númcros reales a es acotado si todos los números de S pueden ser ence- 
rrados en un mismo intervalo finito. Existen entonces cotas superiores de 
S, números B que no son excedidos por ningún número a de S: 

x < B para todo a en S. 

Similarmente, cxisten cotas inferiores A de S: 

A < a para todo x en S. 

* (N. del T.) En la América Latina algunos dicen “mínima cota superior” y 

“máxima cota inferior”, por traducir del inglés “least upper bound” y “greatest 
lower bound”, respcctivamente. 
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Así, para el conjunto de recíprocos de números naturales, 1 , i, i, . . . , 
cualquier número B > 1 es una cota superior y todo número A < 0 , una 
cota inferior. Aquí el número 1, un miembro del conjunto, es la menor de 
las cotas superiores; y el número 0, punto límite de los elementos del 
conjunto, aunque no un miembro de él, es la mayor de las cotas inferiores. 
La menor de las cotas superiores de un conjunto de números rcales se 
denomina a menudo supremo; la mayor de las cotas inferiores, su injimum. 
En general el supremum y el infimum de un conjunto son o bien miembros 
del conjunto o al mcnos límites dc sucesiones de miembros del conjunto. 
En efecto, si la menor de las cotas superiores, b de S, no pertenece a S, 
deberán existir algunos miembros de S situados arbitrariamente cerca de 
b, pues de otra forina podrían encontrarse cotas superiores de S menores 
que b ; así, pueden scleccionarse sucesivamente una sucesión de números 
x 1} x 2 , . . . de ú* situados cada vez más cerca de b y convergcntes a b. 

La existencia de la menor de las cotas superiores de un conjunto acota- 
do S se sigue de inmediato de la convergencia de sucesiones monótonas 
acotadas. Para cualquier n defínase B n como la menor cota racional supe- 
rior dc S con denominador 2 n . Claramente, para cualquier x en S y cual- 
quier n 

x < B n+1 < B n < B x . 

Por lo tanto, los B n forman una sucesión monótona decreciente y acotada 
la cual debe tener un límite b. Es fácil ver que b es una cota superior de 
S y que no existc ninguna cota superior menor. La existencia de la máxima 
cota inferior se prueba de Ia misma manera. 

f. Nuinerabilidad de los números racionales 

A fincs del siglo xix fuc hecho un sorprendente descubrimiento re- 
lativo a los números racionales, que estimuló la creación, por Georg Can- 
tor, de la Teoría de Conjuntos despucs dc 1872. Aun cuando los números 
racionales son densos y no pueden ser ordenados por tamaño, pueden, sin 
embargo, ser arreglados como una sucesión infinita r 1} r 2 , ... , r n , ... en 
la cual todo número racional aparece una vez. De esta forma los números 
racionales pueden ser numerados, o sea, ser contados como un primero, 
segundo, . .. , n-ésimo, . .. número racional, donde, por supuesto, el orden 
de los númcros en la sucesión no corresponde a su orden por magnitud. 
Este resultado, que se cumple también para números racionales en cualquier 
intervalo, es expresado por la propiedad: Los números racionales son nu- 
merables, o sea, constituyen un conjunto numerable. 

Para probar este resultado se da simplemente una regla para arreglar 
los números racionales positivos como una sucesión. Cada uno de tales 
números puede ser escrito en la forma p[q, donde p y q son números natu- 
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rales. Para cada entcro positivo k existen exactamente k — 1 fracciones 
p/q para las cualcs p + q — k. Estas son arregladas en orden creciente 
de p. Escribicndo los difcrentes arrcglos de números para k — 2. 3, 4, . . . 
sucesivamente, se obticne una sucesión que contiene todos los números ra- 
cionales })ositivos. Omitiendo las fracciones en las cuales el numerador y 
el dcnominador tienen un factor común mayor que 1, y por lo tanto re- 
prcscntan cl mismo número racional que una fracción anterior, se obticne 
la succsión 


1 


h h h h 


i» h I» í, £, i» i, I, • • • 


en la cual todo númcro racional positivo aparcee exactamente una vez. Una 
sucesión análoga conteniendo a todos los números racionales, o bien, todos 
los números racionales en algún intervalo particular, es construida fácil- 
mcnte. 



Figura l.S.l. Numcrabilidad de los racionales positivos. 

Este resultado es visto en su debida perspcctiva sólo a la luz de otro 
hecho básico: que el conjunto de todos los números reales no es numera- 
ble. 1 Esta es una indicación de que el conjunto de númcros reales contiene 
“muchos inás” clcmentos que el de los números racionales, aun cuando am- 
bos conjuntos son infinitos. Así, la numerabilidad es en realidad una pro- 
piedad altamcntc rcstrictiva de un conjunto. 

1 Para la dcmostración y una breve discusión general de los hcchos básicos de 
la tcoría de conjuntos, véase What Is Mathematics? por Courant y Robbins, p. 81. 
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La Teoría de Conjuntos desempeña un importante papel esclarecedor 
en matemáticas, aunque su uso con libre generaiidad ha dado lugar a 
resultados paradójicos y controversias. Tales paradojas, sin embargo, no 
afectan la esencia de las matemáticas constructivas y están ausentes en la 
teoría de conjuntos para números reales. 

S.2 Teoremas sobre funciones continuas 

Propiedades iinportantes de ias funciones continuas son establecidas so- 
bre la base de la propiedad de complctitud de los números rcales. Recuérde- 
se la definición de continuidad: la función f(x) es continua en el punto £ si 
para todo e positivo dado la dcsigualdad \f(x) — /(£) | < e se cumple para 
todo * que difiere de | en menos de una cantidad adecuada 8, la cual 
depende generalmente de la elección de e y |. Se sobreentiende en esta 
definición que se consideran solamente valores de x y £ para los cuales / 
cstá definida. 

Una definición más concisa de continuidad en términos de convergen- 
cia de sucesiones es la siguiente: f(x) es continua en el punto £ si lím f(x n ) 

n ~>» 

— /(£) para toda sucesión x u x 2 , . . . con límite £ (donde, nuevamente, 
los valores x n y £ están en el dominio de f\. La equivalencia de las dos 
definiciones se probó en la sección 1.8, p. 105. 

La función / se denomina continua en un intervalo si / es continua en 
cada punto del intervalo. La func.ión f(x) es uniformemente continua si 
para e > 0 dado se tiene | f(x) — f (£) \ <. e siempre que a: y £ se encuen- 
tren suficientemente cercanos, independientemente de su posición en el 
intervalo; así, / es uniformemente continua si la cantidad 8 que aparece 
en la definición de continuidad puede ser elegida independiente de £: Para 
todo e > 0 existe un 8 = S(e) > 0 tal que |/(*) — /(£)¡ < e siempre que 
|* — !j < 8. Para propósitos prácticos, esto significa que sí se subdívíde el 
intcrvalo en el cual / está definida en un número suficientemente grande 
de intervalos iguales, entonces / variará en menos que una cantidad pres- 
crita e en cada subintervalo. Ln cualquier punto / diferirá entonces en 
menos de e de su valor en cualquier otro punto del mismo subintervalo. 

Se probará ahora lo siguiente: Toda función continua en un intervalo 
cerrado [a, b] es uniformemente continua en ese intervalo. 

Si / no fuese uniformemente continua en [a, b] existiría un e > 0 fijo 
y puntos, x, £, en [a, b], arbitrariamente cercanos uno del otro, para los 
cuales ¡ f(x) —/(£) | > e. Entonces sería posible para cualquier n elegir 
puntos x n , £ n en [a, b] para los cuales \f(x n ) —/(|«) | > c y \x n — 
ln¡ <1/^- Puesto que los * n forman una sucesión acotada de números, 
podría encontrarse una subsucesión convergente a un punto rj del inter- 
valo (utilizando la compacidad de intervalos cerrados). Los correspondien- 
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tcs valorcs £ n entonccs convergerían también a r)\ puesto que / es continua 
en r) se encontraría que rj = lím/(x n ) = lím/(£ n ) para n tendiendo a in- 
finito en la subsuccsión, lo cual es imposible si |/(* w ) — /(| w ) | ^ e para 
todo n. 

E1 teorema del valor intermedio afirma que: Si para una función f(x) 
continua en un intervalo a < x < b, y es cualquier valor entre f(a) y 
f(b), entonccs f(£) = y para algún £ adecuado entre a y b. Así, la exis- 
tencia de una solución £ dc la ccuación /(£) — y es cierta si se exhiben 
dos valores a y b para los cualcs f(a) <y y f(b) >y respcctivamente. 
Esto implica inmediatamcntc la cxistencia dc una función inversa deter- 
minada de manera única si / es continua y monótona, como se ha vis- 
to (pp. 67-68). 

Para probar el tcorema del valor intermedio, sean a < b, f(a) = a, 
f(b) =/? y a < y < f3. Sea S el conjunto de puntos a: del intervalo [a, b ] 
para los cuales f(x) < y. S es acotado y posee una misma cota superior £ 
que pcrtenece también al intcrvalo ccrrado [ a, b ]. Entonces f(x) > y para 
£<>:</;. E1 punto £ pcrtenecc a S o bien es cl límite de una sucesión 
de puntos ,v n de S. En el primer caso, /(£) < y; por lo tanto £ < b, puesto 
que f(b) > y, y existcn puntos v entre £ y b, arbitrariamente ccrca de £, 
para los cuales f(x) > y. Esto es imposible si / es continua en £ y /(£) < y. 
En el segundo caso, /(£) > y, y se encuentra de f(x n ) < y y lím x n = £ 

n ->oo 

quc /(£) < y; v como sc vio ya que /(£) < y es imposible, se debe tener 

/(*) = y- 

Una tercera propiedad básica de una función continua f(x) en un 
intervalo cerrado [a,b] es la existencia de un valor máximo (máximo), en- 
tendiéndosc que existe un punto £ en el intervalo [a, b) tal que f(x) < /(£) 
para todo x en cl intervalo. Análogamentc, / alcanzará su valor mínimo 
(mínimo) cn algún punto rj del intcrvalo: f(x) > f(rj) para todo x en el 
interv'alo. Es esencial que cl intervalo sea cerrado: por ejemplo, las fun- 
c.iones f(x) = x , f(x) = 1 /x son continuas pero no poseen un valor máxi- 
mo en el intervalo abierto 0 < .v < 1; el máximo puede ocurrir justamente 
en uno de los puntos extremos o bicn no existir si / no es continua en 
estos puntos. 

Para probar este principio se observa que una función / continua en 
[a, b] es necesariamente acotada: esto es, los valores f(x) que constituyen 
el “rango” S de / están situados en algún intervalo finito. Realmente, por 
la continuidad uniformc de / pueden encontrarse un número finito de pun- 
tos X\, x 2 , . . . , x n en el intervalo tales que f(x) en cualquier del intervalo 
difiera en menos de uno de alguno de los números f(x x ), f(x 2 ), . . . , f(x n ), 
los cualcs pueden ser todos cncajados en un intervalo finito. Puesto que 
entonces el conjunto S de valores f(x) es acotado, posee una mínima cota 
superior M. Este M es el menor número tal que f(x) < M para todo a: en 
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[a, b]. M pertenecc a S o bien es el límite de una sucesión de puntos de S. 
En el primer caso existe un £ en [a, b] tal que /(£) = M. En el segundo 

caso existe una sucesión de puntos x n en [a, b] tal que lím/(x M ) = M; así, 

«•*<* 

puede encontrarse una subsucesión de los x n que converge a un punto £ 
de [a, b], y entonces /(¿) = M por continuidad de / en Claramente, 
/(£) es cl máximo de /. 


S.3 Coordenadas polares 


En el capítulo 1 se han representado funciones geométricamente por 
curvas. La geometría analítica sigue cl procedimiento inverso, principiando 
con una curva y representándola mediante una función, por ejemplo, me- 
diante una función que expresa una de las coordenadas de un punto de 
la curva en términos de la otra. Este punto de vista nos conduce natural- 
mente a considerar, además de las coordenadas rectangulares a las cuales 
nos hemos restringido, otros sistemas de coordenadas posiblemente mejor 
situados para la representación de curvas dadas geométricamente. E1 ejem- 
plo más importante es el de coordenadas polares r, 0 conectadas con las 
coordenadas rectangulares x, y de un punto P por las ecuaciones 


x — r cos 0, y = r sen 0, r 2 = x 2 + y-, 


tan 0 = -, 

A' 


cuya interpretación geométrica se hace clara en la Fig. I.S.2. 1 


y 



Considérese, por ejemplo, el lemniscato. Esta curva está geométrica- 
mente definida como el lugar geométrico de todos los puntos P para los 
cuales el producto de sus distancias r x y r 2 a los puntos fijos P x y F 2 cuyas 

1 Las coordenadas polares no están determinadas totalmente por el punto P. 
Además de 6, cualquiera de los ángulos 6 ± 2v, 0 ± 4ir, ... puede ser considerado 
un ángulo polar de P. 
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coordenadas rectangularcs son x — a, y — 0 y x — ~a, y — 0 respectiva- 
inente, tiene cl valor constante a 2 (ver Fig. l.S.3). Puesto que 

r x - — (.v — a) 2 + y 2 , r-/ — (x + a) 2 + y 2 , 

mcdiantc un cálculo sencillo se obtiene la ecuación dcl lemniscato cn la 
forma 

(x 2 + y 2 ) 2 — 2 a 2 (x 2 — y 2 ) — 0. 

Tntroducicndo eoordenadas polarcs se obtiene 

r 1 — 2rt 2 r 2 (cos 2 0 — sen 2 0) = 0; 

dividicndo por r 2 y utili/ando una fórmula trigonomctrica sencilla obtene- 
mos finalmente 

r- = 2 < 2 2 cos 26. 

Así, la ccuación dcl lcmniscato cs más sencilla en coordenadas polares que 
en coordenadas rectangularcs. 


y 



S.4 Observaciones sobre los números coniplejos 

Nuestros estudios sc. basarán principabnente en el continuo de los nú- 
rneros rcales. Sin embargo, con miras hacia las discusiones de los capítulos 
7, 8 y 9, se rec.uerda al lcctor que los problemas del álgebra han conducido 
hacia una extensión aún más amplia del concepto de número, los númcros 
complejos. E1 paso dc los númcros naturalcs a los números reales surgió 
del deseo de eliminar fcnómcnos excepcionalcs y hac.er siempre posible cier- 
tas operaciones, talcs como la substracción, la división y la correspondencia 
entre puntos y números. Análogamentc, cstamos prccisados a introducir los 
números complejos, por el requisito de que toda ecuación cuadrática, y, 
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de hecho, toda ecuación algebraica, deberá tener solución. Si, por ejcmplo, 
se desea que la ecuación 

x 2 +1=0 

tenga raíces, estamos obligados a introducir nuevos símbolos i y —i como 
sus raíces. (Como se muestra en la teoría de funciones de variable com- 
pleja, esto es suficiente para asegurar que toda ecuación algebraica tcnga 
una solución.) 1 

Si a y b son números reales ordinarios, el número complejo c = a + ib 
denota una pareja de números (a,b) con la cual se efectúan los cálculos 
de acuerdo a Ia siguiente regla general: Los números complejos (entre Ios 
cuales los números reales están incluidos como el caso especial b — 0) se 
suman, multiplican y dividen, tratándose al símbolo i como una cantidad 
indeterminada y simplificando todas las expresiones haciendo uso de la 
ecuación i 2 = — 1 para eliminar todas las potencias de i mayores que la pri- 
mera, dejando solamente una cxpresión de la forma a + ib. 



Figura l.S.4 Representación geométrica de un número complejo .v -f yi 
y de su conjugado. 

Se supone que el lector ya posee un cierto grado de familiaridad con 
los números complejos. Se recalcará, sin embargo, una relación particular- 
mente importante que será explicada en conexión con Ia representación 
geométrica o trigonométrica de Ios números complejos. Si c = x + iy es 
uno de tales números, éste se representa en un sistema coordenado rectan- 
gular mediante el punto P con coordenadas x c y. Por medio de las ecua- 
ciones x = rcosfl, y = rsend, se introducen las coordenadas r y 0 (ver 
p. 125) en lugar de las coordenadas rectangulares x e y. Entonces 
r = ~\Jx 2 + y 2 es la distancia del punto P al origen y 0, el ángulo entre 


1 Una ecuación algebraica es de la forma P(x) =0, donde P es un polinomio 
con coeficientes complejos. 
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el eje * positivo y el scgmento OP. E1 número complejo c está repre' 
sentado en la forma 

c = r( cos 0 + i sen 0 ). 

E1 ángulo 0 se denomina la amplitud del número complcjo c; la cantidad 
r, su valor absoluto o módulo, para el cual se escribe también |c|. A1 núme- 
ro complejo “conjugado” c = x — iy obviamente le corrcsponde el mismo 
valor absoluto pcro la amplitud — 0 (Fig. l.S.4). Claramente, 

r- — \c\ 2 = cc = x 2 + y 2 . 

Si se utiliza esta rcpresentación trigonométrica, la multiplicación de 
números complejos toma una forma particularmente simple, pues entonces 

c ■ c' — r(cos 9 +- i sen 9) * /(cos 9' + i sen 9') 

= rr'[(cos 9 cos 0' — sen 9 sen 9') + z'(cos 9 sen 9 f + sen 9 cos 0')]. 

Si se usan los teoremas de adición para las funciones trigonométricas, esto 
se transforma cn 

c ■ c f = rr'(cos (9 + 9 f ) + i scn (0 + 9')). 



Figura l.S.5 Las raíccs n-ésimas de la unidad (para n = 16). 

En consecuencia, los números complejos se multiplican multiplicando sus 
valores absolutos y sumando sus amplitudes. La notable fórmula 

(cos 0 + i sen 0) (cos 9’ + i sen 0') = cos (0 + 0') + i sen (0 + 0') 

se denomina usualmente teorema de De Moivre. Este nos conduce a la re- 
lación 
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(cos 6 + i sen 0) n — cos n6 + i sen n6, 


la cual, por ejemplo, permite de inmediato resolver la ecuación x n = 1 
para enteros positivos n; las raíces (las así llamadas raíces de la unidad) 
son 


fi 


e 


2tt 2tt 

cos — + i sen —, 
n n 


„ 4 7T 4*7T 

e > = e- = cos — + i sen —, . .. , 
n n 


2 (n - 1 


E»-l 


2 (n — 1) 7r 


E n = 1 


(Fig. l.S.5). 

Geométricamente, los puntos que corresponden a las raíces de la unidad 
forman los vértices de un n-ágono regular inscrito en el círculo de radio 1 
con centro en el origen. 

Finalmente, si nos imaginamos la expresión del miembro izquierdo de 
la ecuación (cos 6 + istx\6) n = cos nd + isenn6 desarrollada por el teo- 
rema binomial, necesitaremos solamente separar las partes real e imagina- 
ria de mancra de obtener expresiones para cos n6 y sen nd en términos de 
potencias y productos de potencias de sen 6 y cos 6 : 


cos nO = cos” 0 — ( cos" -2 6 scn 2 6 

\ 2 ¡ 


+ ( j cos n “ 4 0 sen 4 6 4-* * *, 


sen nO 



cos n_1 0 sen 0 


| j cos n ~ 3 0 sen 3 0 


+ 



cos n ~ 5 0sen 5 0 -1-• • • . 


PROBLEMAS 


SECCION l.la, página 26 

1. ( a) Si a es racional y si X es irracional, demuéstrese que a + x es irracio- 
nal, y si a += 0, que ax es irracional. 

( b ) Muéstrese que entre dos números racionales cualesquiera existe por lo 
menos un número irracional y, en consecuencia, una infinidad de ellos. 

2. Probar que los números siguientes no son racionales: (a) V3. ( b) + n, 
donde el entero n no es un cuadrado perfecto, es decir, no es el cuadrado de un 

cntero. (c) V2. ( d ) V n, donde n no es una potencia p-ésima perfecta. 

*3. (a) Para cualquier raíz racional de un polinomio con coeficientes enteros, 

a n* n + a n-i^ W_1 + ' ' • + a x x + a 0 , (a n 0), 
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expresada en sus menores términos como p/q, demuéstrese que el numerador p es 
factor de a 0 y que el denominador q es factor de a n . (Por medio de este criterio 
podemos obtener todas las raíces reales racionales y, por lo tanto, demostrar la 
irracionalidad de cualesquiera otras raíces reales.) 

( b ) Demuéstrese la irracionalidad de V2+ V2y V3 + V2. 

SECCION l.lc, página 33 

1. Denotemos por [*] la parte entera de x; es decir, [x] es el entero para el 
que se cumple 

x - l < [x] < x. 

Sean c 0 = [x], y c n = [10 n (x — c 0 ) — 10 n - 1 c 1 — ÍO”- 2 *:,, — • • • — para n = 

1, 2, 3 .... Verifíquese que la representación decimal de x es 

Af = Cq + 0 C-yC^C.j 

y que en esta construcción queda excluxda la posibilidad de obtener una cadena in- 
finita de nueves. 

2. Defínase la desigualdad x > y para dos números reales en términos de 
sus representaciones decimales (véase el suplemento, pág. 115). 

*3. Si p y q son enteros, q ~> 0, demuéstrese que el desarrollo decimal de p/q 
o bien termina (de manera que todos los dígitos posteriores al último sean ceros) 
o es periódico; es decir, hay un punto a partir del que el desarrollo decimal consiste 
en la repetición sucesional de una determinada cadena de dígitos. Por ejemplo, tene- 
mos que i = 0.25 termina, y que Yu = 0.090909 • • • es periódico. La longitud de la 
cadena que se repite se llama período del decimal; para Vii el período es 2. En ge- 
neral, ¿qué tan grande pucdc ser el período de p/q ? 

SECCION l.le, página 36 

1. Por medio de sólo signos de desigualdad (sin emplear los signos de valor 
absoluto) especifíquense los valores de x que satisfacen las relaciones siguientes. Dis- 
cútanse todos los casos. 

(a) |x — a\ < |x — b\. 

(b) \x — a\ < x — b. 

(c) \x 2 — a\<b. 

2. Un inteivalo (véanse las definiciones del texto) puede ser definido como 
cualquier porción conexa del continuo rcal. Se dice que un subconjunto S del con- 
tinuo real es conexo si con todo par de puntos a, b cn S, el conjunto S contiene todo 
el intervalo ccrrado [a, b ]. A1 margen de los intervalos abiertos y cerrados que hemos 
ya mencionado, existen los intervalos “semiabiertos” a < x < b y a < x < b (que a 
veces se denotan respectivamente por [a, b) y (a, &]) y los intervalos no acotados que 
pueden constituir o bien toda la recta real, o bien un rayo, es decir, una “semirrecta” 
x<a, x<a, x)>a, x>a (que a veces se denotan respectivamente ( — co, cx))] y 
( — oo, a], ( — oo , a), (a, oo), [a, °o)), (véase también la nota al pie de la página, 
en la p. 46). 

* (a) Demuéstrese que los casos de inlervalos que se acaban de describir agotan 
todas las posibilidades de los subconjuntos conexos del eje numérico. 

(b) Detcrmínense los intervalos en los cuales se satisfacen las desigualdades 
siguientes. 

(i) x 2 - 3* + 2 < 0. 

(ii) (x — a) (x — b) (x — c) > 0, para a < b < c. 

(iii) jl — x| — x > 0. 

(iv) > 0. 

x + a 

(v) |x + -1 > 6. 

I X I 
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(vi) [x] < x/2. Véase el problema 1 de la sección l.lc. 

(vii) sen x > V 2/2. 

( c ) Demuéstrese que si a < x < b, entonces |*| < |a| + |6|. 

3. Dedúzcanse las desigualdades 

( a) x H — >2, para x > 0, 


(b) x + - < — 2, para x < 0, 
* 


(c) 


+ 


> 2, para x ^ 0. 


4. La media armónica | de dos números positivos a, b se define por 


1 


1 

2 



Demuéstrese que la media armónica no excede la media geométrica; es decir, que 
£ < V ab. ¿Cuándo son iguales Ias dos medias? 


5. Dedúzcanse las desigualdades siguientes: 
(a) x 2 + xy + y 2 > 0, 

*(b) x 2n + x 2 »- 1 ^ + x 2 n ~ 2 y 2 + • • • + y zn > o, 
*(c) x 4 - 3* 3 + 4x 2 - 3x + 1 > 0 . 

¿Cuándo se cumple la igualdad? 


*6. ¿Cuál es Ia interpretación geométrica de la desigualdad de Cauchy para 
n — 2, 3? 


7. Demuéstrese que la igualdad se cumple en la desigualdad de Cauchy si y 

sólo si Ias a v son proporcionales a Ias b v : es decir, ca v + db v = 0 para toda v, 
donde c y d no dependen de v y no son ambas cero. 

8. (a) \x — a x \ + |* — a 2 \ + \x — a 3 ¡ > a 3 — a x , para a v < a 2 < a 3 . 

¿Para qué valores de x se cuinple Ia igualdad? 

*(b) Encontrar el valor máximo de y para el que se tiene, para toda x, que 

I* — a il + \ x - a i\ + • • • + I* - a n\ ^ y* 

donde a x < a. ¿ < • • • < a n . ¿En qué condiciones se cumple la igualdad? 

9. Demuéstrese que las desigualdades siguientes se cumplen cuando a, b, c son 
positivos. 

( a ) a 2 + b 2 + c 2 > ab + bc + ca. 

( b) (a + b) (b + c) (c + a) > 8 abc. 

(c) a 2 b 2 + b 2 c 2 + c 2 a 2 > abc(a + b + c). 

10. Supongamos que los números x v x 2 , x 3 y a ilc (i, k = 1, 2, 3) son todos 

positivos y además, a ik < M y x x 2 + x 2 2 + * 3 2 < 1. Demuéstrese que 

a il X l 2 a i2 X l X 2 ")■''■ + a 33 X s 2 < 3Af. 

*11. Demuéstrese la desigualdad siguiente e interprétese geométricamente para 
n < 3. 

VK- b x ) 2 + "• + (a n - bj 2 < V (a x 2 + ■■■ + a n 2 ) V (b x 2 + ••• + b n 2 ). 
12. Demuéstrese e interprétese geométricamente que para n < 3, 


V (a x + b x + " • + z 2 ) 2 + • • • + (a n + b n + • • • + z n ) 2 
< V a x 2 + - • + a n 2 + V b 2 + • ■ ■ + b n 2 + • • • + Vz x 2 + • • • + z n 2 . 

13. Demuéstrese que la media geométrica de n números positivos no es mayor 
que Ia media aritmética; es decir, si a^ > 0 (i = 1, ... , n), entonces 



132 Introducción 


Cap. 1 


V a < - (a. + a„ + • • • + a „). 

n 

(Jndicación: supóngase que a, <«.,<••■< Para el primer paso recmplácese 
a n por la mcdia geométrica y ajústcse a x de manera que la media geométrica quede 
sin alteración.) 

SECCION 1.2d, página 55 

1. Si f(x) es continua en x =■ a y f(a) > 0, mostrar que el dominio de / 
conticne un intervalo abierto alrcdedor de a en el que f (x) > 0. 

2. Por medio de la definición dc continuidad muéstrese que los intervalos 
centrados 

\f(x) ~ /(* 0 )l < E Y \ x ~ x o¡ < s 

se pucden substituir por un intervalo abierto arbitrario que contcnga f( x 0 ) y otro 
intervalo abierto suficientemente pequeño que contenga * 0 , como se indica en la 
página 57. 

3. Sea f(x) continua para 0 < x < 1. Supongamos además que f(x) toma 
valores racionales y ningunos otros y quc f(x) — £ cuando .v = i. Demuéstrese que 
en todo punto f(x) = i. 

4. (a) Dcfinamos f(x) para todos los valores de x de la manera siguiente: 

0, a: irracional 

1, * racional. 

Demuéstrcse que f (x) es discontinua en todo punto. 

(b) Considercmos por otra parte 

x irracional 

P 

x = - racjonal en sus menores términos. 
d 

(Sc dice que el número racional p/q está exprcsado en sus menores términos si 
los enteros p y q no tienen factores comunes mayorcs que 1, y q > 0. Dc esta ma- 
nera, /(16/29) = 1/29). Demuéstrese quc g(x) es continua para todos los valores 
irracionales y discontinua para todos los valores racionales. 

*5. Si f(x) satisface la ecuación funcional 

H* + y ) =/(*) + f(y) 

para todos los valores dc x e y, encuéntrense los valores de f(x) para los valores 
racionales de x y deinuéstrcse, si f(x) cs continua, que f(x) — cx, donde c es cons- 
tante. 

6. (a) Si f(x)= x n , encuéntrese una 5 que pueda depender de ¿ tal que 

l/(*)-/U)lO 

siernpre que 

! x-z\<s. 

*(b) Ilágase lo mismo si f(x) es un polinomio cualquicra 
f(x) = a n x n + a*-!*"- 1 + • • • + a x x + a 0 , 

donde a n 0. 

SECCION 1.2c, página 68 

1. Demuéstrese que si f(x) cs monótona en [ a,b J y satisfacc la propiedad dcl 
valor intermcdio, entonces f(x) es continua. ¿Se puede extraer la misma conclusión 
si / no es nionótona? 
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2. ( a ) Demuéstrese que x n es monótona para x > 0. En consecuencia, des- 

críbase para a> 0 que x n — a posee una solución positiva única a. 

(b) Sea f(x) un polinomio 

f(x) = a n x n + a n _ 1 * n - 1 + • • • + a x x + a 0 , (a n # 0). 

Demuéstrese que (i) si n es impar entonces f(x) tiene por lo menos una raíz real, 
(ii) si a n y a 0 son de signos opuestos, entonces f(x) tiene no menos de una raíz 
positiva y además si n es par, n 0, entonces f(x) tiene también una raíz negativa. 

*3. (a) Demuéstrese que existe una recta en cada dirección tal que bisecta 

cualquier triángulo dado, es decir, tal que lo divide en dos porciones de áreas iguales. 

(b) Demuéstrese para cualquier par de triángulos que existe una recta que 
los bisecta simultáneamente. 

SECCION 1.3b, página 72 

1. (a) Demuéstrese que Vac no es una función racional. (lndicación; examí- 

nese la posibilidad de representar \' x como función racional para x = y 2 . (Puede 
servir el hecho de que un polinomio diferente de cero no puede tener más que un 
número finito de raíces.) 

(b) Demuéstrese que Va: no es una función racional. 


SECCION 1.3c, página 73 

1. (a) Muéstrese que una recta no puede cortar la gráfica de una función 

polinomial de grado mayor que uno sino en un número finito de puntos. 

(b) Obténgase el mismo resultado para las funciones racionales en general. 

(c) Vcrifíquese que las funciones trigonométricas no son racionales. 


SECCION 1.5, página 80 

1. Demuéstrense las propiedades siguientes de los coeficientes binomiales. 


W> + (í) + (2) + ' + U.) + t)= 2 "' 

w > - (7) + (2) - (3) +" -+<-*>■ (;) - °- 


(c) 





+ • • • + n 



«( 2 n_1 ). 


(Indicación: represénten- 


se los coeficientes binomiales en términos de factoriales.) 



= n(n - l)2 n_2 . 

2 n - x — 1 

n + 1 ‘ 

(Indicación: considérese el coefi- 


ciente de x n en (1 + x) 2n .) 
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*(g) *n 



+ 


(~D n 

2 n + 1 



^lndicación: demuéstrese 


que 


2n + 2 

2n + 3 n 



4 n (n!) 2 
( 2 n + 1 )!' 


2. Demuéstrese que (1 + x) n > 1 + nx, para * > — 1. 

3. Demuéstrese por inducción que 1 + 2 + -- - + n = in(n + 1). 
*4. Demuéstrense por inducción las proposiciones siguientes: 


(«) 

(b) 


1 + 2q + 3g 2 + . • • + nq n ~i = 


(1 + q)(l + q*) ••• (! + <? 2 “) 


1 — (n + l)g n + nqn+i 
(1 - q)'- 
= 1 - g 2 ** 1 
\ — q 


5. Demuéstrese que, para todos los números naturales n mayores que 1, o 
bien n es un número primo o bien se puede expresar como producto de primos. (In- 
dicación: sea A n _ t la afirmación para todo entero k tal que k < n, que k es primo 
o se puede expresar como producto de primos.) 


# 6. Considérese la sucesión de fracciones 


13 7 

1’ 2’ 5’’ " ’ g n ’ ’ ’ ’ 

donde P n+l - p n + 2 q n y q n+1 = p n + q n . 

(a) Demuéstrese para toda n que p n /q n está en sus menores términos. 

( b ) Demuéstrese que el valor absoluto de la diferencia entre p n /q n y V 2 se 
puede hacer arbitrariamente pequeño. Demuéstrese también que el error de apro- 
ximación a V2 alterna de signo. 

7. Sean a, b, a n y b n enteros tales que 

(a + bV 2) n = a n + b n V2, 

donde a es el entero más cercano a b V 2. Demuéstrese que a n es el entero que más 
se aproxima a b n V 2. 

*8. Definamos a n y b n por 

= 3 > a n+i = 3 °"> y b i = 9 > ¿ n+1 = 9& "- 

Determínese para cada valor de n el valor mínimo m tal que a m > b n . 

9. Si n es un número natural, demuéstrese que 


(1 + V5) n - (1 - V5) n 
2 n V5 

es un número natural. 


10. Determínese el número máximo de regiones en las que se puede dividir un 
plano por n rectas. Demuéstrese que el máximo ocurre cuando no hay dos rectas 
paralelas entre sí y no hay tres que concurran al mismo punto, y determínese el 
número de regiones que se tiene al permitir concurrencias y paralelismos. 

11. Demuéstrese, para cada número natura! n, que existe un número natural 
k tal que 

(V2 - l) n = Vlc - VF^T. 
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12. Demuéstrese inductivamente la desigualdad de Cauchy. 


nSECCION 1.6, página 84 

1. Demuéstrese que lím (Vn + 1 — Vn)(Vn + i) = i. 

«->» 

2. Demuéstrese que lím (Vn + 1 — Vn) =0. 

»-*« 

3. Sea a n = 10 rt /n!. ( a) ¿A qué límite converge a n ? (b) ¿Es monótona la 
sucesión? ( c) ¿Es monótona a partir de un cierto valor de n? ( d) Dese una estima- 
ción de la diferencia entre a n y el límite. ( e ) ¿A partir de qué valor de n es la 
diferencia menor que 1/100? 

/ n ! 

4. Demuéstrese que hm — =0. 

n n 

n n 

5. ( a ) Demuéstrese que lím 

n-»oo 

( b) Demuéstrese que lím f _¡ _1;_, , 1 \ _ q 

»-*« ^ n 2 ^ (n + 1)2 ' ‘ ' (2n)*J 

(Indicación: compárese esta suma con su término mayor.) 



(c) Demuéstrese que 


*(d) Demuéstrese que 


Hm / _L 
n -»*> l V n 

lím / _1 

rt '* s0 \ VnJ 


1 


Vn + 1 


= + 


+ 


1 


+ -L\ 

V 2n ) 


+ 


+ 


J—) 

n 2 + n / 


1. 


+ 1 Vn 2 + 2 V 

6. Demuéstrese que todo decimal periódico representa un número racional. 
(Compárese con sección l.lc, problema 3.) 

„ioo 


7. Demuéstrese que lím 


1 . 01 » 


existe y determínese su valor. 


8. Demuéstrese que si a y b < a son positivos, la sucesión Va n + b n con- 
verge a a. De la misma manera, para cualesquiera k números positivos fijos a v 


a 2 , ... , a k demuéstrese que V a n + a 2 n + • • • + a k n converge y encuéntrese su 
límite. 


9. Demuéstrese que la sucesión V 2, V 2V2, J 2 V 2 V 2,..., converge. En- 
cuéntrese el límite. " 

10. Si v(n) es el número de factores primos que tiene n, demuéstrese que 


lím 

»->oo 



= 0. 


11. Demuéstrese que si lím a n = entonces lím a n = donde cr n es la media 
aritmética (a t + a 2 + • • • + a n )/n. 

12. Encuéntrense 


(a) lím 
»-*« 




2 + 2 


+ • 


+ 


1 

n(n + 1) 



^lndicación: 


1 

k(k + 1) 


I —L_ \ 

* k+i ) 
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( b) llm 


( 


1 


12-3 2-3-4 


n(n + 1 )(n + 2) 


13. Si a ñ + a x + • • • + a p = 0, demuéstrese que 

lím (a 0 V n + a x V n + 1 + • • • 4- a n V n + p) =0. 

n -»co 

(Indicación: tómese Vn coqio factor común.) 

14. Demuéstrese que lím ( 2ntl > V (n- + n) = 1. 

n -■>« 

# 15. Sea a n una sucesión tal que la sucesión b n = pa n + ga n+1 , donde |/>| < q, 
es convergente. Probar que a n converge. Si \p\ Í? q Í> 0, mostrar quc a n no converge 
necesariamente. 


16. Demuéstrese la valide/ de la relación 

1 


lím 


7^+1 


2 l * = 

i-l 


k + 1 


para cualquier entero k no negativo. (lndicación: aplíquese la inducción con res- 
pecto a k y empléese la relación 


21 


:ki i 


(i — 1 


con el desarrollo de (i — l) fc+1 en las potencias de t.) 


SECCION 1.7, página 93 

*1. Sean a x y b y dos números positivos cualesquiera y sea a L < b v Definamos 
a., y b. ¿ por las ecuaciones 

a 2 = Va^ój, 

De la misma manera, sean 

« 3 = Va 2 ó 2 , 

y, en general, 

a n ~ ^ a n-\ b n-V 

Demuéstrese (a) que la succsión a v a 2 , . . . , converge, ( b ) que la sucesión 
b v b n) ... , converge y ( c ) que las dos succsiones tienen el mismo límite. (Este límite 
se llama media aritmético-geomélrica de a¡ y b v ) 

*2. Demuéstrese que el Hmite de la sucesión 

V2,^2 + VT, j 2 + y 2 + V2, ... 

(a) existe y (b) es igual a 2. 

*3. Demuéstrese que el límite de la sucesión 

1 1 1 

a n ~ ~ „ , , + " ‘ + 

n n + l ¿n 

existe. Dedúzcase que el límite es menor que 1 pero no menor que i. 

4. Demuéstrese que el limite de la sucesión 


b., = 


b n = 


a i + b i 
2 ' 

a„ + b n 


b„ = 


a n—\ + b n —1 


, 1 1 

K ~ Í+T + ■ ■ ' + Yn 


existe y cs igual al límite del ejemplo antcrior. 
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5. Obténganse las cotas siguientes del límite L de los dos ejemplos anteriores: 
37/60 < L < 57/60. 

*6. Sean a v b j dos números positivos cualesqiúera tales que a t < b v Sean 



1. \ 

a„ = - - —, 

b 2 

= 

V a ± b v 




a t + Oj 






y en general 








2 a n -i^n-x 



VViVr 




^ a n-x + bn-i 

b n 

— 



Demuéstrese que las sucesiones a., a.„ . . . 

y b v 

b.., 

. . . convergen 

y tienen el mismo 

límite. 









1 

1 

(-1) 

1 » 


*7. Demuéstrese 

que 1 /e =1 — 1 + 

2\ ~ 

37 

+ • • • + ^ 

n ! 

- + ■ • 

• . (Indica- 


ción: considérese el producto de las n-ésimas sumas parciales de los desarrollos de 
e y 1/e.) 


8. ( a) Sin recurrir al teorema del binomio, demuéstrese que a n = (1 + 1 /n) n 
es monótona creciente y que b n = (1 + 1 /n) n+1 es monótona decreciente. (Indica- 
ción: considérense a n+l /a n y ¿ n /¿ n+1 - Aplíquese el resultado de la sección 1.5, pro- 
blema 2.) 

(b) ¿Qué número es mayor (1,000,000) 1 , 000,000 ¿ (1,000,001 ) 999 > 9S0 ? 

9. (a) A partir de los resultados del problcma 8 a demuéstrese que 

(;)”<"! < e9 ‘ + ')(i)” 

(b) Para n > 6 dcdúzcasc la desigualdad más fuerte 


«! < n 



“ n+1 , — 

*10. Si a n > 0 y lím - - = L, entonces lím V a n = L. 

n ->M a n n >x 

11. Por medio del problema 10, evalúense los limites de las sucesiones si- 


guientes: 

(a) y n, ( b ) t/rc 5 + n*, 


(c) 


V 


n ! 
n n 


12. Por medio del problema llc, demuéstrese que 

n ! = n n e~ n a n , 

dondc a n es un número cuya n-ésima raíz tiende a 1. (Véase el Apéndice, capí- 
tulo 7.) 


13. (a) Evalúese 

1 1 1 

-- - -(-•••-{- - . 

1-32-4 n(n + 2) 

(Indicación: compáresc con la sección 1.6, problema 12 a.) 


(b) A partir del resultado anterior, demuéstrese que 2 — converge. 

k =1 
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Sean p y q números naturales arbitrarios. Evalúense 

V _—.-i---. 

i ;=l (k + P) (k + P + q) 

V - - - 

fc=1 + P) (k + P + Q) 

Evalúense 

1 t i 1 

1-2-3 + 2-3-4 + ' ' ‘ + ~ñ(n + 1) (n + 2) 

2 — - - 1 -• 

f^k(k + 1) (k + 3) 

Evalúense los límitcs dc las expresiones anteriores cuando n —> oo. 

Sean a v a. ¿ , . . . , a m enteros no ncgativos donde a¡ < a., < • • < a m . Se- 
ñálese la manera de obtener una fórmula de 

o v* 1 

= 2 ( k + a x) (k~+~a.:i- ■ ■ (k + a m j 

y de encontrar lím S n . 

n-*» 

16. Si a t es monótona y V a k convcrge, demuéstrese que lím ka k — 0. 

íTi 

17. Si a k cs monótona decreciente con límite 0 se tiene que b k = a k — 2 a fc+1 
+ a k+2 > 0 para toda k, demuéstrcsc cntonces que 2 kb k = a y 

SECCION 1.8, página 105 

1. Demuéstrese que lím (cos-7 rx)- m existe para cada valor de x y es igual a 
1 o 0 según sea x entero o no lo sea. 

2. (a) Demuéstrese que lím [lím (cos n! rrx ) 2W ] existe para cada valor de x 

n »» w -4°o 

y es igual a 1 o 0 según sea x racional o irracional. 

(b) Examíncse la cuestión de la continuidad de estas funciones límite. 

3. Sea f(x) continua para 0 < x < 1. Supongamos además que f(x) no toma 
sino valores racionales y que f(x) = i cuando x = i. Demuéstrese que f(x ) = i 
en todas partes. 

SECCION l.S.l, página 112 

1. Sean r = p/q, s = m/n númcros racionales arbitrarios, en los que p, q, 
m, n son enteros y q, n son positivos. Defínanse, en términos dc los cnteros p, 
q, m, n, 

(a) r + 5 , (b) r — s, (c) rs, (d) -, (e) r < s. 

2. Demuéstresc para encajes de intervalos racionales, [a n , b^\ y [a n , b n '], que 
cada una de las condiciones siguientes es necesaria y suficiente para tener la equi- 
valencia: 

(a) aj — a„ es una sucesión nula, 

(b) a n < b n ' y a n ' < b n . 

3. Dados x ~ {[a n , ¿ n ]}, y ~ {[« n , /? n ]}^ ( a ) verifíquese que las definiciones 
de adición y substracción, 


14. 

( a ) 

( b) 

15. 

(a) 

(b) 

(c) 
*(d) 
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x + y = {[a n + a n , b n + /?J}, x - y — {[a n - fi n , b n - a n ]}, 

tienen sentido. En particular, verifíquese que 

(Í) las representaciones dadas constituyen, de heclio, encajes de conjuntos 
para x + y y x — y cuando x e y son racionales; 

(ii) si x < y, entonces * -f z < y + z, donde z es un número real ar- 

bitrario. 

(b) Defínase el producto xy y verifíquese sobre todo que la definición de pro- 
ducto tiene sentido, y que 

(í) el conjunto encajado que se da constituye, en efecto, un encaje para 
xy cuando x e y son racionales. 

(ii) si x < y y z > 0, entonces xz < yz. 

4. Demuéstrese que los principios siguientes son equivalentes en el sentido de 
que uno cualquiera de ellos se puede deducir como consecuencia de cualquier otro. 

(a) Todo encaje de intervalos con extremos reales contiene un número real. 

(b) Toda sucesión monótona y acotada converge. 

(c) Toda sucesión infinita y acotada tiene por Io menos un punto de acumu- 
lación o límite. 

( d) Toda sucesión de Cauchy converge. 

( e ) Todo conjunto acotado de números reales tiene un ínfimo y un supremo. 
Problemas misceláneos 

1. Si w v w 2 , . .. , w n > 0, demuéstrese que el promedio ponderado 

w l x l + W 2 X 2 + ' ' ' + w n x n 

w i + w 2 4- • • • w. ¿ 

queda entre la mayor y la menor de las x. 

2. Demuéstrese que 

2( Vn + 1 — 1)<1 H-—=. + • ■ • H-■=■ < 2 Vn. 

V 2 V 3 Vn 

3. Demuéstrese para x, y > 0, que 

x n + y n ^ ¡x + t/\ n 

2 ^ \~I ' 

Interprétese geométricamente este resultado en términos de la gráfica de x n . 

4. Si a x > a 2 > ■ ■ ■ > a n y b x > b 2 > • • • > b n , probar que 

"(!+)&■) 

5. ( a ) Demuéstrese que la sucesión a x , a 2 , a 3 , ... se puede expresar como 
la sucesión de las sumas parciales de la serie u v u 2 , u 3 , ... donde u n = a n — a n _ t 
para n > 1 y u 3 = a v 

( b ) Exprésese la sucesión a n = n 3 como sucesión de sumas parciales de una 

serie. 

(c) Del resultado a nterior, obténgase una fórmula de la suma parcial n-ésima 
de la serie 

1 + 4 + 9 + -- - + n 2 +--. 

(d) De la fórmula de l 2 + 2 2 + • • • + n 2 , obténgase una fórmula para 

12 + 32 + 52 + . . . + ( 2n + 1)2. 

6. Una sucesión se Uama progresión aritmética de primer orden si las dife- 
rencias entre los términos sucesivos son constantes. Se Ilama progresión aritmética de 
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scgundo orden si las difercncias de tcrminos sucesivos constituyen una progrcsión 
aritmética de primer orden; y, cn gcncrat, sc llama progresión aritmética de orden k 
si las diferencias dc términos succsivos constituyen una progrcsión aritmética dc or- 
den (k — 1). 

Los números 4, 6, 13, 27, 50, 84 son los primeros seis tcrminos de una pro- 
grcsión aritmctica. ¿Cuál es el rncnor ordcn posible? ¿ Cuál es el octavo término de 
la progresión del menor ordcn con estos términos iniciales? 

7. Demucstrcsc que el n-ésimo término dc una progresión aritmética de se- 
gundo orden se pucdc expresar cn la forma an 2 + bn + c, donde a, b, c son inde- 
pcndicntes de n. 

*8. Demucstrcse que cl n-csimo término de una progresión aritmética de orden 
k se pucde cxprcsar en la forma an k + bn + • • • + pn -\- q, donde a, b, . . . , p, 
q son independicntcs dc n. 

Encuéntrcsc cl tcrniino n-ésimo de la progresión dcl mcnor orden en cl pro- 
blcma 6. 


9. Encucntrese una fórmula dcl término n-ésimo de las progresiones aritmé- 
ticas dc mcnor ordcn dc las que los términos inicialcs son los siguientes: 

(a) 1, 2, 4, 7, 11, 16, ... . 

( b) -7, -10, -9, 1, 25, 68, ... . 

*10. Demuéstrcse que la sutna dc los n primeros términos de una progresión 
aritmética dc orden k es 

a k S k + a k i S k-i + ' ' ' + a i s ± + a o n > 

dondc S v rcprcsenta la suma de las n primcras poter.cias t»-ésimas y las son in- 
dependicntcs dc n. Empléesc cste resultado para evaluar las sumas de las progre- 
sioncs aritméticas dcl problcma 9. 

11. AI sumar 


t»(r + l)(,'+2)-'-(i' + A; + 1) — (v — !)»'(»' + 1) • • • (y + A) 
dcsdc v — 1 liasta v = n, dcmucstrcse quc 


12 . 

13. 


!L n (n + 1) • • • (n + k + 1) 

2 V(v + 1) (v + 2) • • • (,' + k) = -- -r-Tñ -- 

vi k + 2 

Evalúcse l 3 + 2 3 + • • • + n 3 por medio de Ia relación 
r 3 = r(,'+ l)(r + 2) — 3r( r + 1) +r. 

Dcmuéstresc que la función 


íi-T7 ’ x ^ ® 

f ( X ) = 1 10 §2 1*1 

[ 0, x =-0 

es continua, aunque sin la continuidad dc Holdcr. (Indicación: mostrar quc la con- 
tinuidad dc Hóldcr con exponentc a no sc cumplc cn cl origcn, al considerar los 
valores x — l/2 n / a .) 

14. Sca a n una succsión monótona dcc.recicnte de núincros no negativos. De- 

muéstrese que 2 a n convcrge si y sólo si lo hace 2 2 v a„ v . 

n=l v 0 

15. En lo que sigue, invcstíguesc la convcrgcncia y determínese el límite cuan- 
do ello sca posiblc. 

(a) n \ e — [n \ e] 

(b) a n /a nil , donde a 2 = 0, a., = 1, y a kv , = a,.,, + a,.. 



2 


Las ideas fundamentales del 
cálculo integral y diferencial 


Los procesos de límite fundamentales del cálculo son la integración y 
la derivación o diferenciación. Casos aislados de estos procesos del cálculo 
(que culminaron con el trabajo de Arquímedes) fueron considerados aún 
en la antigüedad, y con frecuencia creciente en los siglos xvi y xvir. Sin 
embargo, el desarrollo sistemático del cálculo, no iniciado sino hasta en 
el siglo xvii, es usualmente atribuido a los dos grandes pioncros de la cien- 
cia, Nevvton y Leibnitz. La clavc para este desarrollo sistemático es la 
comprensión de que los proccsos de derivación e integración, que fueron 
tratados separadamente, están íntirnamente relacionados al ser recíprocos 
uno del otro. 1 

Una evaluación histórica imparcial de los méritos no puede atribuir la 
invención del cálculo a repentinos destellos inexplicables de genio por parte 
de uno o dos individuos. Muchas gentes, tales coino Fermat, Galileo y Ke- 
pler, estimulados por las nuevas ideas revolucionarias en la ciencia, contri- 
buyeron a los fundamentos del cálculo. De hecho, el profesor de Newton, 
Barrow, estuvo casi en posesión completa de Ia comprensión básica de la 
reciprocidad entre derivación e integración, que es la piedra angular del 
cálculo sisteinático de Newton y Leibnitz. Newton expuso los conceptos 
de manera un poco más clara; por otra parte, la ingeniosa notación de 
Lcibnitz y sus métodos de cálculo son altamente sugestivos y siguen siendo 
indispensables. E1 trabajo de estos dos hombres estimuló inmediatamente 
las ramas superiorcs del análisis, incluyendo el cálculo de variaciones y la 
teoría de ecuaciones diferenciales, y condujo a innumerables aplicaciones 
en las ciencias naturales. Muy curioso resulta que, no obstante que Newton, 
Leibnitz y sus sucesores inmediatos hicieron tales variados usos de la po- 


1 Este enunciado constituye el “teorema fundamental del cálculo”. 
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derosa herramienta puesta en sus manos, ninguno consiguió clarificar com- 
plctamentc los conccptos básicos involucrados en sus trabajos. Sus argu- 
mentos emplearon “cantidades infinitamente pequeñas” en formas que son 
lógicamente insostenibles y no convincentes. La clarificación aconteció a 
fines del siglo xix con la cuidadosa formulación del concepto de límite y 
con el análisis del continuo de números, como se explica en el capítulo l. 1 

Comenzaremos con una discusión de los conceptos fundamentales. Estos 
pueden apreciarse totalmentc sólo a través de ilustraciones concretas y ejem- 
plos; es, por lo tanto, quc se recomienda aquí, como en muchas partes en 
este Iibro, que las seccioncs teóricas y generales sean cuidadosamente estu- 
diadas nuevamente despucs de que el lector haya absorbido el material más 
específico y concrcto en secciones subsiguientes. 

2.1 La integral 

a. Introducción 

Sólo dcspués de un prolongado desarrollo los proccdimientos sistemáti- 
cos de intcgración y derivación alcanzaron Ia necesidad de descripciones 
matemáticas precisas para nociones intuitivas que surgen en la geometría 
y en las cicncias naturales. La dcrivación es el concepto requerido para 
describir las nociones de tangentes a curvas y el de velocidad de partículas 
cn movimiento, o bien, más generalmente, el concepto de razón de varia- 
ción o cambio. E1 conccpto intuitivo de área de una región con fronteras 
curvas encuentra su formulación matemática precisa en el proceso de inte- 
gración. Muchos otros conceptos relacionados en la geometría y en la física 
requieren tambicn de la integración, como se verá posteriormente. En esta 
sección se introduce el conccpto de integral en conexión con el problema 
de medir cl área de una rcgión plana acotada por curvas. 

Areas. Se tienc una percepción intuitiva de que una región contenida 
dentro de una curva cerrada poscc un “área” la cual mide el número 
de unidades cuadradas dentro dc la curva. Empero, la pregunta de cómo 
esta medida para el área puedc ser descrita en términos precisos exige una 
cadena de pasos matemáticos. Las propiedadcs básicas del área que la intui- 
ción sugiere son: el área es un número (positivo, dependiente de la elec- 
ción de la unidad de longitud); este número es el mismo para figuras 
congruentcs; para todos los rectángulos es el producto de las longitudes de 


1 E1 surgimiento del cálculo, que se prolonga por más de 2,000 años, repre- 
senta uno de los capitulos más fascinantes en la historia del descubrimiento científico. 
A los lectores interesados se les recomienda el libro de Carl B. Boyer, Concept of the 
Calculus, Hafner Publishing Company, 1949. Véase también O. Toeplitz, Calculus, 
A Genetic Approach, University of Chicago, 1963. 
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los lados adyacentcs; y, finalmcnte, para una rcgión descompuesta en scc- 
ciones el área del todo es igual a la suma de las áreas de las secciones. 

Una consecuencia inmediata es el hecho de que: para una región A 
que es parte de una región B, el área de A no puede exceder el área de B. 

Estas propiedades permiten el cálculo directo del área de cualquier fi- 
gura que puede ser descompuesta en un número finito de rectángulos. Más 
generalmente, para asignar un valor F al área de una región R, conside- 
ramos otras dos regiones R' (inscripta) y R" (circunscripta) que se puedan 
descomponer en rectángulos, donde R" contiene a R y R' está contenida en R 



Figura 2.1 Aproximación de un árca. 


(ver Fig. 2.1). Se sabe entonces, por lo menos, que F debe encontrarse 
entre las áreas de R' y R". E1 valor de F está completamente determinado 
si se encuentran sucesiones de regiones circunscriptas R n " y regiones ins- 
criptas R n que puedan ambas descomponerse en rectángulos y tales que 
las áreas dc R n " y R n tengan el mismo límite cuando n tiende a infinito. 
Este es, remontándonos a la antigüedad, el método de “exhaucción”, el cual 
es usado en geometría elemental para describir el área de un círculo. 1 La 
formulación precisa de esta idea intuitiva conduce ahora a la noción de 
integración. 

b. La integral como un área 
Area bajo una curva 

La noción analítica de integral surge cuando se asocian áreas con fun- 
ciones: Considérese el área de una región acotada por la izquierda y por 

1 Por supuesto, puede utilizarse cualquier clase de polígonos inscriptos y cir- 
cunscritos, puesto que un polígono puede ser descompuesto en triángulos rectángulos 
y el área de un triángulo rectángulo es claramente la mitad de la de un rectángulo 
con los mismos lados. 



144 Cálculo integral y diferencial 


Cap. 2 


la derecha mediante líncas verticales x = a y x = b, debajo por el eje x y 
arriba por la gráfic.a de una función positiva continua f(x) (Fig. 2.2). En 
brevc, nos referiremos a esto como el árca “bajo la curva”. Por cl mbmento 
se acepta como intuitiva la idea de quc cl área de tal rcgión es un número 
definido. Llamamos esta árca F a b la integral de la función f entre los lí- 



mites 1 a y b. En la investigación del valor numérico de F a b se hace uso de 
aproximacioncs mediante suinas de árcas de rcctángulos. Para este propósito 
se divide el intervalo ( a,b ) del cje x cn n partes (pequeñas), no necesa- 
riamcntc del mismo tamaño, las cuales se denominarán celdas. En cada 
punto de división se traza la línea perpendicular al eje x, hacia arriba hasta 
la curva. La región con área F a es así dividida cn n franjas, cada una 
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Figura 2.3. 


acotada por una porción de la gráfica de la función f(x) y por tres seg- 
mcntos de recta (Fig. 2.3). 

Area o integral como límite de una suma. El cálculo prec.iso del área 
dc tales franjas no es más fácil que el cálculo del área de la rcgión original. 
Es, sin embargo, dar un paso hacia adclante el aproximar el área de cada 
franja desde arriba y desde abajo mediante las áreas de los rectángulos 
circunscritos e inscritos con la misma basc, donde la frontera curva de la 


1 No dche surgir confusión del uso de la palabra “límite” para puntos frontera 
del intervalo de intcgración. 
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franja se reemplaza por una línea horizontal a una distancia del eje x 
que es o bien el máximo o bien el mínimo valor de f(x) en la celda (Fig. 
2.4). Más generalmente, se obtiene una aproximación intermedia si se reem- 
plaza la franja por un rectángulo de la misma base y acotado en la parte 
superior por una línea horizontal que intersecta la frontera curva de la 
franja (véase Fig. 2.5). Analíticamente, esto equivale a reemplazar la fun- 

y 



ción f(x) en cada una de las celdas por algún valor intermedio constante. 
Denótesc por F n la suma de las n áreas rectangualres. La intuición nos 
dice que los valores F n tienden a F a b si la subdivisión se hace cada vez rriás 
fina, esto es, si se hace crecer n sin límite mientras que la máxima longitud 
dc las celdas individuales tiende a cero. De esta forma F a b está representa- 
do como un límite de áreas que consisten de rectángulos. 


y 



c. Definición analítica de la integral. Notaciones 

Definición y existencia de integrales 

Eti el párrafo anterior aceptamos al área baip una curva comn una. 
cantidad dada intuitivamente, y a continuación ésta se representó como un 
valor límite. Ahora se invertirá el procedimiento. No se invocará más a la 
intuición para asignar un área a la región bajo una curva continua; por 
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el contrario, se comenzará de manera puramente analítica con las sumas F n 
definidas anteriormente y se probará que estas sumas tienden a un límite 
definido. Este límite es entonces la definición precisa de la integral y del 
área. 

Sea la función f(x) continua (pero no necesariamente positiva) en el 
intervalo cerrado a < x < b. Se divide el intervalo por (n — 1) puntos 
x 1} x 2 , ... , x n -i en n celdas iguales o distintas, con las longitudes 

Xi ~ Xi-! = Axi, (i = 1, 2, ... , n) 1 , 



Figura 2.6 Para ilustrar la definición analítica de integral. 


donde, además, se hace x 0 — a, x n = b (ver Fig. 2.6). En cada subintervalo 
cerrado [xí- 1} xí] o celda se elige cualquier punto £»*. Se forma la suma 

Fn — /(Ii) (Xt — X 0 ) 4- f(¿¡ 2 ) (x 2 — *i) + ’ • ■ + f($n) ( X n — Xn-i) 

— f(Zi)A Xl + f($ 2 ) Ax 2 + • • • + /(£») Ax n . 

Utilizando el símbolo de sumatoria se escribe más concisamente 

Fn — 2/(£i) (*i ~ x i-l) 

i=i 


1 E1 símbolo A no debe ser interpretado como un factor sino solamente como 
indicador de una diferencia en valores de la variable que Ie sigue. Así, el símbolo 
significa la diferencia — x^-, de valores consecutivos de x. 
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o bien 

^• = 2/(íi) A*i. 

i=x 

Si f(x) es positivo, el valor F n representa el área bajo la curva, obtenida 
substituyendo / en cada subintervalo por el valor constante /(£i). Por su- 
puesto, las sumas F n pueden ser formadas sin suponer que / es positivo. 
Parece plausible intuitivamente que las sumas F n deben tender a un lí- 
mite Fa conforme el número n de intervalos crece indefinidamente y al 
mismo tiempo la longitud del máximo subintervalo tiende a cero. Esto 
implicaría que el valor del límite F a b es independiente de la manera par- 
ticular según la cual los puntos de subdivisión x t , x 2 , , x n -i. y los puntos 

intermedios |i, $ 2 , ... , £» son elegidos. Denominamos a F a b la integral de 
f(x) entre los límites a y b. 

La intuición geométrica, no importa cuán convincente, puede servir 
solamente como guía a los procesos de límite analíticos; por lo tanto, una 
justificación analítica es necesaria y se debe propoycionar una demostración 
para la existencia de la integral como el límite descripto arriba. Además, 
como se ha dicho ya, no debe insistirse en la hipótesis de que la función / 
es positiva en el intervalo. 

Así se afirma: 

Teorema de Existencia. Para toda función continua f(x) en un inter- 
valo cerrado [a, 6] la integral sobre este intervalo existe como el límite 
de las sumas F n descritas arriba (independientemente de la elección de los 
puntos de subdivisión x 1} ... , x n . t y de los puntos intermedios 
siempre que el máximo de las longitudes Ax^ tienda a cero). 

Se adquirirá primero cierta experiencia y comprensión antes de consi- 
derar la demostración de la existencia de la integral, lo que se hará en el 
Suplemento (p. 213). 

Notación de Leibnitz para la integral 

La definición dc la integral como el límite de una suma condujo a Leib- 
nitz a expresar la integral mediante el siguiente símbolo: 

J /(*) dx - 

E1 signo de integral es una modificación del signo de sumatoria en for- 
ma de una S grande que se usó en la época de Leibnitz. E1 paso al límite 
a partir de una subdivisión finita en porciones Ax^ es indicada mediante 
el uso de la letra d en lugar de A. Sin embargo, al utilizarse esta notación 
no debe tolerarse el misticismo del siglo xvm de considerar dx como un 
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“infinitamente pequeño” o “cantidad infinitesimal”, o de considerar la 
integral como una “suma de un número infinito de cantidades infinita- 
mente pequeñas”. Tal concepción está desprovista de significado claro y 
oscurece lo que anteriormente se ha formulado con precisión. Desde el 
punto de vista prcsente, el símbolo individual dx no ha sido definido. La 

sugestiva combinación de símbolos \ f(x ) dx está definida para una fun- 

ción f(x) en el intervalo [ a, b] mediante la formación de las sumas ordi- 
narias F» y pasando al límite con n —> oo. 


yi 


X 


Figura 2.7. 



E1 símbolo particular que se utiliza para la variable de integración es 
una cuestión sin importancia alguna (así como en la notación para sumas 
no importa cómo se dcnominó al índice de la sumatoria ); en lugar de 

r» . n (>> 

\ f(x) dx puede igualmente escribirse \ f(t) dt o bien \ f(u) du. E1 

integrando denotado por / es una función de una variable independiente 
sobre el intervalo [a, b ] y el nombre de la variable es indiferente. Solamente 
los puntos extremos del intervalo de integración a y b afectan el valor de 

r& p 

la integral para una / dada. Expresiones como \ f(x) dx o bien \ f(a) da, 

en las cuales se utiliza la misma letra para la variable de integración y un 
punto extremo, son engañosas bajo nuestra definición y dcberán, al principio, 
evitarse. 

Si el integrando f(x) es positivo en el intervalo [a, b], puede inmedia- 

n 

taincntc identificarsc \ f(x) dx con el área acotada por la gráfica de / y 

las rectas x = a, x — bey = 0. Sin embargo, la integral de / está definida 
analíticamente como el límite de las sumas F n independientemente de cual- 
quier suposición acerca del signo de /. Si f(x) es negativa en todo o parte 
del intervalo, el único efecto es el de hacer Ios correspondientes factores 
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f(£i) en la suma negativos en vez de positivos. A la región acotada por 
la parte de la curva debajo del eje jí se asignará entonces naturalmente un 
área negativa. La integral será así la suma de términos positivos y negati- 
vos, correspondiendo respecti\ r amente a porciones de la curva encima y 
debajo del eje x 1 (véase Fig. 2.7). 

Es intuitivamente convincente afirmar que nuestro proceso de límite 
converge, aún si la función f(x) no es continua en todas partes sino que 
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posee discontinuidades de salto en uno o varios puntos, como la función 
indicada por la curva en la Fig. 2.8, donde claramente existe un área bajo 
la curva. 2 

1 Las áreas de regiones acotadas por curvas cerradas arbitrarias se considerarán 
en el capítulo 4. 

2 Como otro ejemplo considérese f(x) — sgnx en [—1, 1]. Se tiene f(x ) = — 1 

f +1 

para KOy f(x) = + 1 para a: > 0 (véase Fig. 2.9). Entonces \ f(x) dx = 0. 
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Así, el proceso de límite anterior puede muy bien resultar en un limite 
definido de la suma F n para funciones que poseen algunas discontinuidades; 
y esta posibilidad se indica denominando a tales funciones integrables. A 
mediados del siglo xix el gran Bemhard Riemann analizó por prime- 
ra vez la aplicabilidad del proceso de integración a funciones generales. 
Más recientemente se han introducido varias extensiones del concepto mis- 
mo de integración. Empero, tales refinamientos poseen una menor impor- 
tancia inmediata para el cálculo relativo a fenómenos intuitivamente acce- 
sibles, y no será necesario para nosotros destacar siempre la integrabilidad 
de nuestras funciones como mero recordatorio de que pueden definirse fun- 
ciones no integrables. 

En cursos avanzados la integral que se ha definido aquí se denomina 
“integral de Riemann”, para distinguirla de varios conceptos generalizados 
de integral; las sumas de aproximación F n se denominan sumas de Rie- 
mann. 

2.2 Ejemplos elementales de integración 

En un buen número de casos significativos estamos ya cn condiciones 
de calcular la integral de una función llevando a cabo los procesos de 
límite prescriptos. Esto se hará mcdiante una evaluación explícita de las 
sumas F n para una elección adecuada de los puntos intermedios (usual- 
mente, el punto extremo izquierdo o derecho de las celdas). E1 teorema so- 
bre la existencia de la integral de una función continua asegura que el 
límite de los F n es el mismo para cualquier otra elección de los puntos 
intermedios £* y para cualquier método de subdivisión. 

a. Integración de una función lineal 

Primero se verificará que la integral realmente da el valor correcto del 
área para algupas figuras sencillas que conocemos de la geometría. 

Sea f(x) = constante = y. Para calcular la integral de f(x) entre los 
límites a y b se forman las sumas F n (véase Fig. 2.10). Puesto que aquí 
/(li) ~ y, se encuentra 

F n — 2 y A*i = y 2 AXi = y(b — a). 

i=l i=l 

Por lo tanto, de manera análoga 

lím F n = C y dx = y ( b — a). 

»-*» J a 

Esta es justamente la fórmula para el área de un rectángulo de altura y 
y base b — a. 
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f(x) 



Figura 2.10 Integral de una constante. 


La integral de la función f(x) — x, 

^xdx, 

(Fig. 2.11), como se sabe de la geometría elemental, posee el valor 
i(b - a) (b + a) = i(b 2 — a 2 ). 

Para confirmar que el proceso límite conduce analíticamente al mismo 
resultado, se subdivide el intervalo de a a b en n partes iguales por medio 
de los puntos de división 

a + h, a + 2 h, .. . , a + (n — l)h, 


y 



Figura 2.11. 
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donde h— (b — a) /n. Tomando para el punto extremo derecho de 
cada intervalo se encuentra la integral como el límite, para n —> co } de la 
suma 

F n — (a h)h (a 2h) h ' + (a + nh) h 
= nah + (1 + 2 + 3 + -- - + n)/i 2 = nah + in(n + 1) h 2 , 

donde se ha utilizado la bien conocida fórmula para la suma de una pro- 
gresión aritmética (véase p. 134, problema 3). Substituyendo h — (b — 
a) /n, se ve que 

F„ = a(b -a) + i(l + f)(b - a)\ 

de lo que se sigue inmediatamente que 

lím F n = a(b — a) + £(6 — a)~ = i(b~ — a z ). 

»-»«> 


b. Integración de x 2 

La geometría elemental no conduce tan fácilmente a la integración de 
la función f(x) = x 2 , esto es, a la determinación del área de la región 1 
acotada por un segmcnto de una parábola, un segmento del eje x y dos 
coordenadas. Es necesario un verdadero proceso de límite. Suponiendo 
a < b, se eligen los mismos puntos de división y los mismos puntos inter- 
medios que en el ejemplo anterior (véase Fig. 2.12). Se sigue entonces que 
la integral de x 2 entre los límites a y b es el límite de las sumas 

F n = (a + h) 2 h + (a + 2 h) 2 h + ■ • ■ + (a + nh) 2 h 
= na 2 h + 2ah 2 (l + 2 + 3 + • ■ ■ + n) 

+ /i 8 (l 2 + 2 2 + 3 2 + •• + n 2 ); 

usando los valores conocidos de las sumas encerradas entre paréntesis se 
encuentra (véase pp. 81-82) 

F n = na 2 h + n(n + \)ah 2 + - [n(n + l)(2n + 1 )]h ¿ 

6 

= a 2 (b — a) + ^l + — a) 2 + -^l 4—) (2 4—)(¿> — a) 2 . 

„ 1 

Puesto que hm - = 0, se tiene 

n-*oa n 

límF n = a 2 (b — a) + a(b — a) 2 + — (b — a) 3 = ^ (b 3 — a 3 ). 

n->oo 3 5 


1 Algunas veces se expresa esto diciendo que se está “cuadrando” Ia región. 
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y 



Figura 2.12 Area bajo un arco parabólico mediante subdivisión aritmética. 


Así, para a < b, 


' b 1 
x 2 dx = - ( b 3 — a 2 


*c. Intcgración de para enteros a =+ — 1 


Los siguientes ejemplos de esta sección son ilustraciones instructivas que 
muestran que en algunos casos la integración puede llevarse a cabo me- 
diante recursos especiales elementales. Posteriormente, en la Sección 2.9d 
(p. 212) se obtcndrán los mismos resultados de manera más simple utili- 
zando métodos generales. 

E1 mismo tipo de argumento que el utilizado para x y x 2 , aplicado a 
las funciones x 3 , x*, . . . , da como resultado la relación 


( 1 ) 



1 

a 4" 1 


( b a+1 


donde a es cualquier entero positivo; esto puede ser demostrado encon- 
trando fórmulas apropiadas para las sumas l rt + 2" + tal como 

la relación 


lím (1“ + 2“ + • • + n“) 

n-*oo 



í 

a + 1 


que puede ser probada por inducción sobre a (véase el Problema 16, p. 
136). En la siguiente sección la fórmula (1) será probada de una forma 
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diferente, con mayor generalidad y simplicidad, indicándose con ello la 
potencia de los métodos que desarrollaremos. Su validez será extendida a 
todos los valores de a excepto a = — 1. 

Afortunadamente, la definición de integral nos deja bastante latitud 
en la elección de las subdivisiones y proporciona un camino más sencillo 
para evaluar la integral. No se tienen que utilizar sumas basadas en puntos 
equidistantes de división. En vez de eso, con el “cociente” 'tyb/a = q se 


y 



Figura 2.13 Area bajo un arco parabólico mediante subdivisión geométrica. 


subdivide el intervalo [ a, b ] mediante los puntos de una progresión geomé- 
trica (Fig. 2.13), 

a, aq, aq 2 , . . . , aq n ~\ aq n = b; 


se requiere entonces solamente evaluar la suma de una serie geométrica. 
Dados los puntos de división x, = aq' Ia longitud de Ia f-ésima celda está 
dada por 


Axí — aq l — aq 


i_i = ~ jj 

<7 


EI máximo A x¡ es el último: 


Ax„ 


b(q ~ 1 ) 

q 


Para n —> oo el número q tiende hacia cl valor uno (véase Ejemplo d, p. 
87), y por lo tanto la longitud Ax n de la máxima celda, y entonces también 
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la longitud de todas las celdas, tiende a cero. Para los puntos intermedios 
se eligen nuevamente los puntos extremos derechos de cada celda. 
La suma 

(2) F n = 2 (£i)‘Ax¿ = 2 (aq i ) a aq i - -- 

i=i i=i q 

q - 1 " 

= a a+1 - - -2 ( q 1+a )‘ 

9 i=l 


es conocida explícitamente a partir de la suma de la progresión geométrica 
con razón q 1+a . Aplicando la bien conocida fórmula (p. 91), se encuentra 


F n 



g«(°+1) — | 

q a+1 - 1 


(b/a) a+1 - 1 q 

= a a+1 (q-\)q aK -L-L -_= {b a+1 - a' +1 ) q a 


Puesto que 1, puede utilizarse una vez más la fórmula para la suma 
de una progresión geométrica y escribir 


q- i _ 1 

q 1+a — 1 q a + q a ~ x + * ' • + 1 

Para n -> oo todas las potencias de q tienden a uno y se sigue que 


lím F n = —— (6 ,+a — a 1+ "). 
«-»00 1 + a 


De esta forma se ha verificado la fórmula (1) para la integral de x a para 
0 < a < b y cualquier entero positivo «. 

E1 mismo método se aplica también para enteros negativos «, siempre 
que « — 1. Para la suma F n se obtiene como antes 


F n = (b a+1 - a a+1 )q 


(b a+1 - a a+1 ) 


„ q ~ i 

q a+1 - 1 

q ~ 1 

q(i-q- a - x Y 


donde se recuerda que —« es positivo y mayor que uno. Aplicando la fórmu- 
la para una progresión geométrica, se obtiene 


q \ q- 1 - 1 ; 


1 


q~ a ~ x + q a 2 + • • • + q 
que tiende a 1 /(—« — 1) conforme n -> oo. Consecuentemente, como antes, 

1 


lím F n 

n-* oo 


+ 1 


(b° 


a a+1 ), 
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La fórmula integral no tiene significado para a — — 1, puesto que tan- 
to el numerador como el denominador en el miembro derecho serían en- 
tonces cero. En vez de esto se encuentra, de la expresión original (2) para 
F n para el caso a = — 1, que F n = n{q — 1 ) /q. Consecuentemente, obser- 
vando que q — 'fyb/a tiende a uno cor.forme n—> oo, se encuentra 

(3) { - dx = lím n( ^/b/a — 1). 

J a X 

Aquí el límite en el miembro derccho no puede ser expresado en términos 
de potencias de a y de b pero puede scr expresado en términos de logarit- 
mos de esas cantidades como se verá posteriormente (p. 167). 

*d. Integración de a; 0 para a racional distinto de — 1 

E1 resultado obtenido anteriormente puedc ser considerablemente gene- 
ralizado sin complicar esencialmentc la demostración. Sea a = rjs un nú- 
mero racional positivo, siendo r y s enteros positivos; entonces en la 
evaluación de la integral dada arriba nada se cambia excepto la evaluación 
del límite (q — 1) / (q a+l — 1) cuando q se aproxima a uno. Esta expresión 
es ahora simplemente (q — 1) /(q (T ** )/s — 1). Hagamos q l/s = t(t^ 1): 
Entonccs, si q tiende a uno r también tiende a uno. Tenemos por ello que 
cncontrar el valor límite de (t'' — l) / (r r+s ~ 1) cuando t se aproxima a 
uno. Si se dividen tanto el numcrador como el denominador por t — 1 y 
se transforman como antes mediante la fórmula para progresiones geomé- 
tricas, el límite sc torna simplemente 

T .-t + r «-2 q-+ i 

lim --;-;-. 

T_1 T 7 ^ 5 - 1 -f' T r+ *- 2 + ' • ' + 1 

Puesto que tanto el numerador como el denominador son continuos en r, 
este límite se obtiene de inmediato substituyendo 7 = 1, y por lo tanto se 
hace igual a s/(r + s) = l/ (a + 1); luego, para todo valor racional posi- 
tivo de a se obtiene la fórmula integral 

- «'*■), 

a + 1 

tal como con enteros positivos. 

Esta fórmula permane:e válida para valores negativos racionales de 
a = —r/s, siempre que se excluya el valor a = — 1 (para el cual la fórmu- 
la utilizada arriba para la suma de la progresión geométrica pierde su 
significado). 

Para a negativo se evalúa nuevamente el límite de (q — 1)/( q a+1 — 1) 
haciendo q^^ 8 = r para a = —r/s; esto se deja como un ejercicio para el 
lector. 
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Es natural conjeturar que el campo de validez de la última fórmula se extiende 
también a valores irracionales de a. En realidad, se establecerá la fórmula integral 
para todos los valores reales de a (excepto a = — 1) en la sección 2.7 (p. 176) 
de una manera enteramente simple como una consecuencia de la teoría general. 


*e. Integración de sen x y cos a; 

E1 último ejemplo elemental que será tratado aqui mediante un artificio espccial 
es la integral de f(x) = sen r. La integral 

f 6 

\ sen x dx 


es claramente el límite de la suma 


S h = h[ sen (a + h) + sen (a+ 2 h) + • • • + sen (a + nh)], 

quc surge de la división del intervalo de integración en celdas de longitud h = (b — 
a)/n. Multiplíquese la expresión en el miembro derecho por 2 sen h/2 y recuérdese 
la bien conocida fórmula trigonométrica 

2 sen u sen v = cos (u — v) — cos (u + v). 

Siempre que h no sea un múltiplo de 2tt se obtiene la fórmula 

S h -- cos ~ cos ( a + - /z j + cos (« + - h j 

2SC11 2 

/ 5 \ / 2n - 1 \ / 2n + 1 \~| 

- cos I a + - //1 + • • • + cos | a H--— h | - cos I a + —-— h I 

h f / h\ í 2n + 1 \' 

"- h cos\a+-j -cosia+-^-h . 

2 sen- L ' X /J 

Puesto que a + nh = b, la integral se convierte en el límite de 


h 

2 scn- 
2 


(a + - j — cos (ó + -j conformo h -* 0. 


Se sabe ahora, del capítulo 1 (p. 107), que para h —» 0 la expresión (h/ 2)/(sen 
h/2) se aproxima al límite uno. E1 límite deseado es entonces simplemente cos a — 
cos b, y se obtiene la integral 


sen x dx — — (cos b — cos a). 


Análogamente, 


p 

\ cos x dx — sen b — sen a (véase problema 3, p. 217). 
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Cada uno de los ejemplos anteriores fue tratado con un artificio espe- 
cial. Empero, el punto esencial del cálculo integral y diferencial sistemáticos 
es el simple hecho de que en vez de tales artificios especiales se usan 
consideraciones gencrales que conducen directamente al resultado. Llegare- 
mos a estos métodos discutiendo primero algunas reglas generales concer- 
nientes a integrales, introduciendo luego el concepto de la derivada y final- 
mente estableciendo la conexión entre integral y derivada. 

2.3 Reglas fundamentales de integración 

Las propiedades básicas de la integral se siguen directamente de su 
definición como el límite de una suma: 

f f(x) dx = lím 2/(¿i)Ax i, 

Ja n-»“> i=l 

donde cl intervalo [a, b] es cortado en subintervalos o celdas de longitud 
el número £» es cualquier valor en el i-ésimo subintervalo y se re- 
quiere que el máximo A x^ tienda a cero conforme n -> oo. 

a. Aditividad 

Sea c cualquier valor entre a y b. Si las integrales se interpretan como 
áreas y se recuerda que el árca de una región que consiste de varias sec- 
ciones es la suma de las áreas de las secciones (Fig. 2.14), esto nos conduce 
a la regla 

(4) ^ f(x) dx = ^ f(x) dx + j* f(x) dx. 

Para una demostración analítica las subdivisiones se eligen de tal ma- 
nera que el punto c aparezca como un punto de división, digamos c = x m 
(donde m varía con n). Entonces, 

2/(¿i)A*i = 2/(¿i)Ajfi + 2 f($i)Ax i} 

i=i i=i i=m+i 

donde la primcra suma en el miembro derecho corresponde a una subdi- 
visión del intervalo [a, c] en m celdas, y la segunda suma corresponde a 
una subdivisión del intervalo [c, b]. Ahora para n —» oo se obtiene nuestra 
regla para integrales. 

f 6 

Hasta ahora solamente hemos definido \ f(x) dx cuando a < b. Para 

a = b, o bien para a > b, definimos la integral de tal manera que la regla 
de aditividad sea preservada. Por eso, para c = a debe definirse 

^ f(x) dx = 


( 5 ) 
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y entonces para b = a se sigue que 

^ f(x) dx + ^ f(x) dx = ^ f(x) dx = 0. 

Esto nos conduce a definir ^ f(x)dx para c < a por la fórmula 

(6) ^ f(x) dx = - ^ f(x) dx, 

donde el miembro derecho posee el significado establecido originalmente. 
Su significado geométrico es que el área bajo la curva y = f(x) ha de ser 


y 



considerada negativa si la dirección de movimiento desde el límite inferior 
de integración hacia el límite superior es el de las x decrecientes. Una ojea- 
da a los ejemplos anteriores de integrales confirma que, en efecto, un 
intercambio en los límites de integración a y b da como resultado el cam- 
bio de signo en el valor de la integral. 


b. Integral de una suma y de un producto con una constante 

Si f(x) y g(x) son dos funciones cualesquiera (integrables), las leyes 
básicas de operar con límites implican 


í f(x)dx + f g(x) dx = lím ¿ /(f.0 A *¿ + 

J a J a n- + ooLi=l J n~* oo 




: lím 

n~* oc 


2 /(í<) Aa: i + 2 s(£¿) Ax ¿ 

Li=i ¿=1 
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y, por lo tanto, la importantc regla para la suma de dos funciones 


7) 


£■ 


f{x) dx + ^ g{x) dx = ^ [/(*) + g{x)]dx- 
v análogamente para la diferencia: 

^ f{x) dx - ^ g{x) dx = ^ \f{x) ~ g{x)]dx. 
Además, con cualquier constante « es 

f a/(af) d.r = ltm J a/(£,) 

J a «-» oc t'=l 


= a lím 2 /(£<) 

f!-> 00 * = 1 


y asi 


j' a/(r) dx = a /(r) dr. 


Las últimas dos reglas permiten integrar “combinaciones lineales” de 
dos o más funciones quc pueden ser integradas individualmente. Así, para 
cualquier función cuadrática y — Ax 2 + Bx + C con cualesquiera constan- 
tes A, B, C, se tiene 

ri> i'o ro rb 

(«4.r 2 + Bx + C) dx = Ax 2 dx + Bx dx + C dx 
J a Ja J a Ja 


rb rb rb 

= A\ x 2 dx + jB x dx + C 1 dx 
Ja Ja Ja 

= j (fc 3 - «*) + ~(f>=- a 2 ) + C(í> - o). 


De la misrria manera sc intcgra el polinomio gcneral 
y — A 0 x" + AjX n ~ l + • • • + A n _ x x + A n \ 

['y dx = —— A 0 {b n ' ' - « IH1 ) + - A x {b M -«") + ••* 

J«t « + 1 » 


+ U n _a(6 2 - a 2 ) + A n {b- a). 


c. Estimación de integrales 


Otra observación obvia conccrnientc a integrales es básica. Considcrese 
para a < b una función f{x) la cual es positiva o cero en cada punto del 
intervalo [a, 6J. Entonces, 


( 9 ) 




) dx > 0 . 
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Esto surge inmediatamente si se escribe la integral como el límite de una 
suma y se observa que las sumas contienen solamente términos no negativos. 

Más generalmente, si se tienen dos funciones / y g con la propiedad 
/(.t) > g(x) 'para todo a; en el intervalo [a, 6] entonces 

(10) ^ /(*) dx> ^ g(x) dx. 


Pues se tiene 

í f(x) dx - 


s: 


g(x) dx = 



íW] dx > 0, 


puesto que f(x) — g(x) jamás es negativa. 

Aplíquese este resultado a una función f(x) la cual es continua en el 
intervalo [a, b]. Sea M el máximo valor y m el mínimo valor de / en ese 
intervalo. Puesto que 

m < f(x) < M 
para todo .v en [a, b}, se tiene 

Í m dx < í f(x) dx < í M dx- 


Recordando que para cualquier constante C 

^ C dx = C ^ 1 dx = C(b — a), 
se obtiene la desigualdad 

(11) m(b — a) < f(x) dx < M(b — a), 

la cual da cotas superiores o inferiores sencillas para la integral definida 
de cualquier función continua. 

Nuevarnente, esta estimación es intuitivamente obvia. Si se considera 
la integral interpretada como un área, las cantidades M(b — a) y 
m(b — a) representan áreas de un rectángulo circunscripto y un rectán- 
gulo inscripto sobre la base común de longitud b — a (véase Fig. 2.15). 


d. E1 teorema del valor medio para integrales 

La integral como un valor medio 

Es significativa una interpretación ligeramente diferente de nuestras des- 
igualdades en términos del promedio de la función f en un intervalo [a, b]. 
Para un número finito de cantidades /i, / 2 , .. ., /„, el promedio o media 
aritmética es el número 

/i + /2 + ’ ’' + /» 


n 
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y 



Si sc desea asignar un significado al vaior promedio de un número infinito 
de cantidades f(x) corrcspondientes a x arbitrarios en el intervalo [ ab], 
es natural escoger primero un número finito n de valores de f, digamos 
f(xi),f(x 2 ), ...,f(x n ), para formar su promedio 

f(x t ) +• ••+/( x n _)_ 
n ’ 


y 



Figura 2.16. E1 valor medio /i de una función. 
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y entonees tomar el límite cuando n c.rece más allá de toda cota. E1 valor 
de este límite, si existe, dependerá mucho de cómo los puntos x- t se encuen- 
tren espaciados en el intervalo [ a, b]. Un valor definido para el promedio 
de / se logra si se toman para los los puntos que se obtienen cuando se 
divide el intervalo [a, b ] en n partes iguales de longitud Ax* = (b — a) ¡n. 
Se tiene entonces 


f(x i) + • • • + f(x n ) 


— 2 f(xi)Ax i} 
b a ¡ = i 


y es claro que en el límite, para n —> oo, los n-ésimos promedios convergen 
hacia el valor 


M - 



/(•v) dx = 



f(x) dx 


dx 


A p. se le llamará la “media aritmética” o bien el valor medio de / en el 
intervalo [a, b]. Nuestras desigualdades entonces establecen simplemente que 
el valor medio de una función continua no puede ser mayor que el valor 
máximo ni menor que el valor mínimo de la función (Fig. 2.16). 

Puesto que la función f(x) es continua en el intervalo [a, b], deben exis- 
tir puntos en el intervalo donde / posee el valor M o el valor m. Por el 
teorema del valor intermedio para funciones continuas, deberá entonces 
existir también un punto £ en el intervalo donde / tome, en efecto, el va- 
lor intermedio ¡x. Se ha probado entonces: 

Teorema del Valor Medio. Para una función continua f(x) en el 
intervalo [a, b], existe un valor | en el intervalo tal que 

(12) f*/(.v) dx = f(()(b - a). 

Este es el sencillo pero muy importante teorema del valor medio del cálculo 
integral. En palabras, afirma que el valor medio de una función continua 
en un intervalo pertenece al rango de la función. 

E1 teorema asegura solamente la existencia de por lo menos un £ en 
el intervalo, para el cual f(£) es igual al valor promedio de f, pero no da 
ninguna información adicional sobre la ubicación de $. 

Nótese que la fórmula que expresa al teorema del valor medio perma- 
nece válida si los límites a y b son intercambiados; por lo tanto, el teorema 
del valor medio es correcto también cuando a > b. 
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El teorema del valor medio generalizado. En vez de la sencilla media aritmética 
es necesario considerar a menudo “medias pesadas” de n cantidades f í3 ... , f n , 
dadas por 

Pif\ + P-Ji + ' ' ' + P n fn _ 

P\ + P2 + ‘ ‘ + Pn 


donde “los factores peso” p¡ son cualesquiera cantidades positivas. Si, por ejemplo, 
f v p 2 , ... , son, realmente, los pesos de partículas localizadas cn los puntos res- 
pectivos / x , f.„ v. . , / n del eje x, entonces /i representará la posición del centro de 
gravedad. Si todos los pesos p¡ son iguales, la cantidad /x es justamente la media 
aritmética definida anteriormente. 

Para una función f(x) puede formarse análogamente la media pesada 


(13) 


f(x)p(x) dx 


H = 


p(x) dx 


sobre el intervalo [a, b] donde p(x), la función peso, es cualquier función positiva 
en el intervalo. La hipótesis de que p es positiva garantiza que el denominador no 
se anula. 


La media pesada fi está situada también entre el máximo valor M y el mínimo 
valor m de la función f en el intervalo. 

En efecto, multipiicando la desigualdad 

m < f(x) < M, 

por el número positivo p(x), se cncucntra que 

™p(x) <f(x)p(x) <Mp(x). 

La integración conduce entonces a 

rb rl> rb 

m \ p(x) dx < \ f(x)p(x) dx < M l p(x) dx. 

. C . 

Dividiendo por la cantidad positiva I p(x) dx, indudablemente se obitene el re- 

J “ 

sultado 

m < (i < M. 

Si aquí f(x) es continua, se concluye del teorema del valor intermedio (p. 68) 
que /i = /($)> donde ¿ es un valor apropiado en el intervalo a < £ < b. Esto conduce 
al siguiente teorema del valor medio generalizado del cálculo integral: 


Si f(x) y p(x) son continuas en el intervalo [ a, b] y además p(x) es positiva 
en este intervalo, entonces existe un valor £ en el intervalo tal que 

(14) f(x)p(x) dx = /(£) ^ p(x) dx. 


E1 caso especial p(x) — 1 conduce al teorema del valor medio anterior. 
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2.4 La integral como función del límite 
superior (integral indefinida) 

Definición y fórmula básica 

E1 valor de la integral de una función f(x) depende de Ios límites de 
integración a y b: La integral es una función de los dos Iímites a y b. 
Para estudiar más de cerca esta dependencia sobre los límites imaginemos 
que el límite inferior es un número fijo^ digamos <x, denotemos la variable 
de integración ya no por x sino por u (véase p. 148) y denótese el Iímite 
superior por * en vez de denotarlo por b, de manera de indicar que se 
consíderará al límíte superíor como Ia varíable y que se desea investigai 
el valor de la integral como función de su límite superior. En efecto, es- 
cribimos 

<f>(x) — ^ f(u) du. 

La función <f>(x) se denomina una integral indefinida de Ia función f(x). 
Cuando se habla de una y no de la integral indefinida, se sugiere que en 
vez del límite inferior « pudo haberse elegido cualquier otro, en cuyo caso 
se obtendría ordinariamente un valor diferente para la integral. Geométrica- 


y 



Figura 2.17 La integral indefinida como un área. 


mente, la integral indefinida p(x) está dada por el área (mostrada por el 
sombreado en la Fig. 2.17) bajo la curva y = f(u) y acotada por el eje u, 
la ordenada u = a y la variable ordenada u = x } estando el signo deter- 
minado por las reglas discutidas anteriormente (p. 148). 
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Cualquier integral definida particular se encuentra a partir de la inte- 
gral indefinida </>(*)• ^in duda, por las reglas básicas para integrales, 

^ f(u) du = ^ f(u) du + ^ f(u) du 


= — ^ f(u) du + ^ f(u) du — <f>(b) — <p(a) 


En particular, puede expresarse cualquier otra integral indefinida con lí- 
mite inferior </ en términos de <£(*) : 


^ f(u) du = <f>(x) - <f>(a). 

Coino se ve, cualquier integral indefinida difiere de la integral indefinida 
especial <¡>(x) sólo por una constante. 


Continuidad de la integral indefinida 


Si la función f(x) es continua en el intervalo [a, &] y a es un punto de 
este intervalo, entonces la integral indefinida 


<p(x) 


S 


f(u) du 


representa una función de at la cual está definida nuevamentc en el mismo 
intervalo. Como se ve fácilmente: La integral indefinida <¡>(x) de una 
función continua f(x) es asimismo continua. En efecto, si x e y son dos 
valores cualesquiera en el intervalo, se tiene por el teorema del valor me- 
dio que 

(15) <¡>(y) - <¡>(x) = ^ f(u) du = f(£) (y - x) 

donde i cs algún valor en el intcrvalo con puntos cxtremos .v e De la 
continuidad de / se tiene entonces 


Um<¡>(y) = lím [^>(at) + f(Í) (y ~ .v)] = <¡>(x) + f(x) -0 = <¡>(x ), 

V~‘x V 

lo que muestra que <¡> es continua. Más específicamente, en cualquier inter- 
valo cerrado se tiene \<¡>(y) — <}>(x) | < M \y — .v¡, donde M cs el máximo 
de ]/j en el intervalo, de modo que <f> es aún Lipschitz-continua. 

La fórmula (15) para <¡>(y) — <P(x) muestra: que <¡>(x) es una función 
creciente de x en el caso cn que / sea positiva en todo el intervalo, o sea, 
para y > x 


<¡>(y) = <¡>(x) -I- f(i) (y - x) > <¡>(x). 
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E1 forrnar la integral indefinida de una función es un camino importante 
para general nuevos tipos de funciones. En la sección 2.5 se aplicará este 
método para introducir la función logaritmo. Esto nos hará también vislum- 
brar el hecho de que teoremas generales del análisis matemático conducen 
a las más notables fórmulas específicas. 

Como se verá en la sección 3.14a (p. 298), la definición de nuevas 
funciones por medio de integrales de funciones ya defihidas es un procedi- 
miento satisfactorio si se desean establecer las definiciones (por ejemplo, 
de las funciones trigonométricas) sobre una base puramente analítica en 
vcz de atenerse a explicaciones geométricas intuitivas. 


2.5 E1 logaritmo definido mediante una integral 


a. Definición de la función logaritmo 


En la sección 2.2 sc tuvo buen éxito en expresar 


x* dx para cual- 


quier racional a: ^4 — 1 en términos de potencias de a y de b. Para 
a — — 1 se pudo solamente representar la integral como el límite de la 
sucesión 


f* 1 - 

\ - du — líin n(Sf/b/a ~ 1). 

Ja u 

Independientemente de las discusiones de la sección 2.2 se introduce ahora 
la función representada por Ia integral indefinida 


- du , 1 
u 

o bien, geoinétricamcnte, rnediante el área bajo una hipérbola como se 
indica en la Fig. 2.18. La denominamos el logaritmo de x, o bien, más 
precisamente, el logaritmo natural de .y, y se escribe 


(16) 




log x = 1 - du. 


Puesto que y = 1/u es una función continua y positiva para todo u > 0, 
la función log x está definida para todo x > 0, siendo además continua y 
también monótona creciente. La elección de 1 como el límite inferior en 
la integral indefinida para logx es cuestión de conveniencia. Implica que 


(17) 


log 1 = 0, 


1 En esta sección otra vez se utilizará libremente el hecho de que la integral 
de una función continua (en este caso la función 1 /u) existe; Ia demostración ge- 
neral está dada en el Suplemento. 
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Figura 2.18 Log x representado por un área. 


y que logx es positivo para x > 1 y negativo para x entre cero y 1 (Fig. 
2.19). Cualquier integral definida de 1 /u entre límites positivos a y b pue- 
de ser expresada en términos de logaritmos mediante la fórmula (véa- 
se pp. 165-166) 



Figura 2.19 E1 logaritmo natural. 
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Geométricamente, esta integral representa el área bajo la hipérbola 
y — \ /x entre las ordenadas x — a y x — b. 

b. E1 teorema de adición para logaritmos 

La propiedad fundamental que justifica el nombre tradicional para 
log ,v está expresada por el 

Teorema de Adición. Para todo x e y positivos 

(19) l°g(*)0 = l°g* + logy. 

Demostración. E1 teorema de adición se escribe en la forma 

log(.vy) - logy = \ogx, 

o bien 



donde deliberadamente se han elegido diferentes letras para las variables 
de integración en las dos integrales. La igualdad de las dos integrales se 
deducirá del hecho de que las sumas de aproximación poseen el mismo va- 
lor para elecciones adecuadas de subdivisiones y de puntos intermedios. 
Supóngase primero que x > 1. Entonces 

f r 1 " 1 

\ - du — lím 2 t-Auí, 

J i U n~* 05 i=i 

dondc u () = 1, Ui, u¿, . . . , u n — x reprcsentan los puntos que aparecen en 
una subdivisión del intervalo [1,a] y $i está situado en la i-ésima celda. 
Hacicndo = yu i} r¡i = y£ i} se ve que los puntos v 0 , v 1} . . . , v n corres- 
ponden a una subdivisión del intervalo [y, xy] con puntos intermedios 
r]i = |iy. Obviamente, 


= y Auí, 

de modo que 

«i " i 

2 — Ay¿ = 2 -y- AUj. 

i = l f]i irl Cj 

Para n tcndiendo a infinito sc obtiene la identidad deseada entre integrales 
para el caso x > 1. 

Para x = 1 el teorema de adición se cumple trivialmente, puesto que 
log 1 = 0. Para probar el teorema también para el caso 0 < x < 1, se ob- 
serva que entonces 1 /x > 1, y por tanto 
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log x + log y = log x + log - xy 

\x 

= log .c + log - + log ( xy) 
x 

= log - + log X + Iog ( xy) 

X 

= log ^ + log ( xy) 

= log 1 + log {xy) = log ( xy). 

Esto complcta la demostración dcl teorcina de adición. 

Una dcmostración del teorema de adición puede también basarse en la fónnula 
(3) (p. 156), de acuordo con la cual 

log x = lím n ( ^x — 1). 

n >» 

Entonces 


log ( xy ) = lim n( Wxy — 1) 
n >» 

= lím [n(tyx -- 1) \ n + + n(tyy — 1)] 

n~* *> 

— [lím n(Vx — 1 )](lím+}') -r- lím n ( \ v y — 1) 
n -* °° u ' * n >U3 

-= log AT + log y, 

puesto quc lírn = 1 (véase p. 87). 
n -*«> 

Aplicando el teorcma de adición para el caso especial y — 1 /x, éstc 
conduce a 

log 1 -- Iog .v + log 

o bicn 


(20) log-— — log.v. 

x 

Entonces, más gencralmentc, 

y i 

(21) log - = log y + log - = log v — log A'. 

.v 1 x 

Aplicando repetidamentc el teorema de adición a un producto de n 
factorcs sc tiene 

log (.V, \v • • .v„) = log .v, 4- log V. -{-•••+ log .v„. 

En particular, sc cncuentra que para cualquier cntero positivo n 

(22) log ( v n ) : : n log .v. 
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Esta identidad se cumplc tambicn para u — 0, puesto quc x° — 1, y puede 
ser extendida a enteros negativos r¡ observando que 


log {x n ) 



— log (.v - ' 1 ) — — ( - n) logv — n log ,v. 


Para cualquier racional a = m/n y cualquier a positivo puede formarse 
a n — a m/n — x. Se tiene entonces 


, 1 , 1 , 

log x -log x n -log a r ‘ 

n n 


log a — a log a. 


Así, la identidad 

(23) log [a n ) — a log a 

se cumple para cualquier real positivo a y cualquier racional a. 


2.6 Función exponencial y potencias 


a. E1 logaritmo del número e 


La constante e obtenida cn la p. 102 c.omo el límite de (1 + l/u) n dcs- 
cmpeña un marcado papel para la función log v. Sin duda, el número e 
está caracterizado por la ecuación 1 

log e = 1. 


Para la demostración, se observa que la continuidad de la función log .v 
implica 


log e = log 




= lím n log 

n -*♦ oo 



Ahora, por el teorcma del valor medio del cálculo integral, 



donde £ es algún número entre 1 y 1 + 1/u que depende de la elección 
de u. Obviamente, lím | — 1, de modo que 

n » 


(24) 


log e — lím — = 1. 
„->oo 4 


1 Esto significa geométricamente que el área acotada por Ia hipérbola y — l/x 
y las rectas y = 0, x — 1 y x = e, tiene el valor uno (véase Fig. 2.18). 
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b. La función inversa del logaritmo. La función exponencial 

De la rclación log e — 1 sc. sigue que para todo racional a es 
log (e') — a log e — a. 

Esto muestra que todo número racional a aparece como un valor del log x 
para algún * positivo. Puesto que log v es continuo, toma entonces cual- 
quier valor entre dos números racionales, esto es, todos los valores reales 
contenidos entre tales números. Se sigue quc cuando a: varía sobre todos 
los valorcs positivos, los valores de y = log .v recorren todos los números y. 


y 



Puesto que log x es monótono creciente, existe para todo número real y exac- 
tamente un real x positivo tal que log x = y. La solución v de la ecuación 
y = log v está dada por la función inversa del logaritmo, la cual se deno- 
tará por v = E(y). Se sabe entonces que E(y) (Fig. 2.20) está definida 
y es positiva para todo y, y que es también continua y creciente (véa- 
se pp. 65-66). 

Puesto que las ccuaciones y — log v y v = E(y) se cumplen para la 
misma relación cntre v c y 3 la ecuación <* = log (e a ), Ia cual es válida para 
a racional, puede escribirse también en la forma 
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Se ve que: para todo racional a el valor de E(<x) es la a-ésima potencia del 
número e. Para a — m/n racional la potencia e a está definida directamente 
coino Sye m . Para a irracional la exprcsión e a está definida más naturalmente 
representando a a como el límite de una sucesión de números racionales 
«» y haciendo e a — lím (e"*). Puesto que e" n = E(a n ), y puesto que la fun- 
ción E(y) depende continuamente de y, se puede estar seguro de que el 
límite de e a * existe y que posee el valor E(a), independientemente de la su- 
cesión especial utilizada para aproximar a a. Esto prueba que la ccuación 
E(a) = e a se cumple también para a irracional. Para todo a real puede 
escribirse ahora e a en vez de E(a). Denominamos a e x función exponencial. 
Esta función está definida y es continua para todo x, y cs creciente y posi- 
tiva en todas partes. 

Puesto que las ecuaciones y = log .v y .v = e' J son dos formas de expre- 
sar la misma relación entre los números .v e y, se ve que la designación 
logXj el “logaritmo natural” de ,v (como se define aquí mediantc una in- 
tegral), se mantiene para el logaritmo de base e, con la interpretación quc 
a ese término se le daría en matemáticas elementales; esto es, logv es el 
exponente de aquella potencia de e que es igual a x, o sea, 

(25) €'*** = x. 

Puede escribirsc 1 log x = log e .v. 

Análogamente, ,v = e v es aquel número cuyo logaritmo es y, o sea, 

(26) log e v = y. 

Desde el punto de vista del cálculo, es realmente más fácil introducir en 
prirncr término logaritmos naturales como integrales de la función sencilla 
y = l/x, como se hizo aquí, y definir después potencias de e tomando la 
inversa de la función logaritmo. De esta forma la continuidad y monotonía 
dc las funciones log* y e x aparecen justamente como consecuencia de teo- 
remas generales y no requieren argumentos especiales. 


c. La función exponencial como límite de potencias 

Originalmcnte se obtuvo el número e como el límite 

,• innD-f'V 

71—>00 \ ^ / 

Una fórmula más general representa e x para cualquier x como un límite, 
a saber: 


1 E1 lector puede pensar que el nombre “logaritmo natural’’ debió haber sido 
reservado más bien para logaritmos de base 10. Sin embargo, históricamente, la pri- 
mera tabla de logaritmos, publicada por Napier en 1614, dio esencialmente logaritmos 
de base e. Los logaritmos de base 10 fueron introducidos sólo subsecuentemente por 
Briggs debido a sus obvias ventajas de cálculo. 



174 (Jálculo integral y diferencial 


Cap. 2 


(-7; e J ' ■= lím ( 1 -)- - V 

«-*«> \ « / 

Para la demostrarión, cs suficientc mostrar que la sucesión 



j)osee el límite x. Pues entonc.es la succsión de valores 

(i+y‘ 

debe tender a e x puesto que la función exponcncial es continua. Ahora bien, 

( X \ rr,x /n 1 

1 + n ) ~~ n \ i 

Por el teorema del valor medio del cálculo integral se tiene 



donde es algún \alor entrc uno y 1 + x/n. Puesto que obviamente é n 

tiende a uno j)ara n tendiendo a oo, se tiene en efecto lirní,, = x. 

»-*» 

d. Definición de potencias arbitrarias de números positivos 

Las potencias arbitrarias de cualesquiera números positivos pueden aho- 
ra ser expresadas en términos de las funciones exponencial y logaritmo. 1 
Se encuentra para a racional y cualquier x positivo que la relación 

log (x n ) — a log .v 

sc eumple. Se cscribe csta ecuación en la forma 

x" = l0SJ- . 

Para a irracional se represcnta a a nuevamente como el límite de una 
sucesión dc números racionales a n , y se define 

x n = lím .\" n = lím e" n l0Bir . 

n n 

I.a continuidad de la función exponencial implica nuevamente que el lí- 
mitc existe y quc posee el valor e* lo;íir , puesto que 

^‘ r 1 oj? x 7^3 g l im lo^ j) -— lílXl ^ 

1 Esto evita la definición “elemental”, más incómoda, y Ia justificación de estos 
procesos mediante el paso al límite a partir de exponentes racionales, indicado en 
la p. 109. 
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Por lo tanto, la ecuación 

(28) — e" 

se cumple de manera completamente general para todo a y cualquier x 
positivo. Haciendo log.v ~ /?, o bien, lo que es lo mismo, .v = e 0 , se infiere 
que 

(29) = 

y, más generalmcnte, para todo .v positivo: 

(x a ) P ^ (e'"'**)'=e a ''***=--x”*. 

Otra regla para operar con potencias, que es fácilmente establecida en 
forma completamente general, es la ley de multiplicación, o sea, 

aV - .vV 

donde .v es un número positivo y a y /3 son arbitrarios. Es suficicnte probar 
la correspondiente fórmula obtenida tomando los logaritmos de ambos 
lados: 

log (a*V) = log (A tr+/J ) . 

Ahora bien, por las reglas (19), (26) y (28) ya establecidas, se sigue que 
log (A'V) = log x" + logA 3 = log (e" u, ' ¿x ) + log (e* IogJ ) 

= a log x ~b /5 log .v = (a + /3 ) log x 
= log ( e {n+fl) l0 ° J ) = log 


e. Logaritmos de base arbitraria 

Es fácil expresar logaritmos relativos a una base diferente de e en tér- 
minos de logaritmos naturales. Si, para un núinero positivo, a, la ecuación 
x ~ a v se satisface, se cscribe entonccs 


y - loga x. 


Ahora bien, a !l — e y losa , de modo que x -- e y 108 “, o sea que y log a 
Se sigue que 


(30) 


log„ V - 


logA 

loga’ 


log 


donde log .v es el logaritmo natural de base e. En particular, los logaritmos 
comunes de base 10 están dados por 


log !0 ,v 


log X 
log 10 
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Pncsto cjuc los logarilmos dc cualcjuicr basc a son proporcionales a los 
logaritmos naturales, satisfaccn cl mismo teorema de adición: 

log tt .v + log„ >- = log a (xy). 


2.7 La integral de una potencia arbitraria de x 

En la srcción 2.2 se obtuvo la fórmula 


' b , b ,+ 1 - á'" 

\, « - 1 - 1 


joara todo racional «^--1. (E1 caso a — — 1 se vio que conduce al lo- 
garitmo.) Para evaluar la integral cuando a es un número irracional es 
suficicnte discutir la intcgral indcfinida 


4>{x. 


C* 

\ u a du. 


dc la cual todas las integrales definidas con límites positivos a y b pueden 
ser obtenidas. Supóngasc a- > 1 (el caso x < 1 puede ser tratado de la 
misma manera dcspucs dc intcrcambiar Ios límites). Se tiene entonces, por 
(28), que 

u" = e" Iu!?1í , 

donde log u > 0 para u en cl intervalo dc integración. Sean ¡2 y y dos 
números racionales cualesquicra diferentes dc — 1 para los cuales 

/3 < a < y. 

Entonces también 

P log U < a log U < y log u. 

Puesto que la función exponencial es crecientc, eslo implica 
e* u, ' AU < c" l0 " , ‘ < e y l0í4,( ; 


('sto es, 

Se tiene entonccs 


u p < u" <u y 


^ du < <f)(u) < ^ u y du. 

Las integralcs de u p y u' sc cvaluaron anteriormente, conduciendo a 

n. 




Si sc hacen ahora converger los números racionales /3 y y a a, se obticne 
en el límitc 
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f 1 


(x° +1 - 1 ), 


puesto que x p+1 = e (í>+1)lo ° x y x T+1 = e (y+1)losx tienden a g(“+ 1 ) 1 °s a; = x a+1 
debido a la continuidad de la función exponencial. E1 mismo resultado se 
sigue para x entre cero y uno. Así, de manera general, para a, b positi- 
vos es 

( u a du = <l>(b) - <¡>(a) = (b a+1 - a n+1 ), 

J a « + 1 

tal como para a racional. 

Cuando a es un entcro positivo la fórmula permanece válida aun cuan- 
do los límites a o b se tornen cero o bien negativos, y es fácil extender la 
fórmula directamente a esos casos. 


2.8 La derivada 

E1 concepto de dcrivada, análogamcnte al de integral, posee un inme- 
diato origen intuitivo y es fácil de entender. Además, abre la puerta hacia 
un caudal enorme de hechos matemáticos e ideas. Y el estudiante sólo 
gradualmente se hará conocedor dc Ia variedad de aplicaciones significa- 
tivas y de la potencia de las técnicas que se desarrollarán en este libro, 

E1 conccpto de derivada cs sugerido primero mediante la noción intui- 
tiva de la tangente a una curva suave y = f(x) en un punto P de coorde- 
nadas x e y. Esta tangente es caracterizada por el ángulo a entre su 
dirección y cl eje x positivo. Pero, ¿cómo obtiene uno este ángulo a partir 
de la descripción analítica de la función f(x)? E1 conocimiento de los valo- 
res de x e y en el punto P no basta para determinar el ángulo a, puesto 
que hay un número infinito de rectas, aparte de la tangente que pasa 
por P. Por otra parte, para determinar a no se requiere conocer la fun- 
ción f(x) en su comportamiento global- el conocimiento de la función en 
una vecindad arbitraria del punto P debe ser suficiente para determinar 
la dirección a, no importa cuán minúscula sea elegida esa vecindad. Esto 
indica que se debería definir la dirección de la tangente a una curva 
y = f( x ) mediante un proceso de límite, como se hará en breve. 

E1 problema de calcular la dirección de tangentes, o de “derivación”, 
fue sugerido a los matemáticos alrededor del siglo xvi por problemas de 
optimización, esto es, cuestiones de máximos y mínimos que aparecen en 
la geometría, mecánica y óptica. (Véase la discusión en la sección 3.6.) 

Otro problema de capital importancia que conduce a la derivación es 
el de dar un significado matemático preciso a la noción intuitiva de velo- 
cidad en un movimiento arbitrario no uniforme (véase p. 183). 

Se principiará con el problema de describir analíticamente la tangente 
a una curva mediante un proceso de líinite. 
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a. La derivada y la tangente 

Definición geométrica. De acuerdo con la intuición ingenua, se defi- 
ne la tangente a la curva dada, y — f(x) , en uno de sus puntos, P, por 
medio de los siguicntes proccsos de límite geométricos (Fig. 2.21). Consi- 
dérese un segundo punto P x sobre la curva cercano a P. Por los dos pun- 
tos P y Pt se traza una línea recta sccante de la curva. Si ahora el punto 
P t se mueve a lo largo de la curva hacia el punto P, entonces es de espe- 
rarse que la secante se aproxime a una posición límite la cual es indepen- 
diente del lado del cual Pi tiende a P. Esta posición límite de la secante 
es la tangente; la aseveración de que cxiste tal posición límite de la secan- 


y 



te es equivalente a la suposición de que la curva posee una tangente defi- 
nida o bien una dirección definida en el punto P. Se ha utilizado la palabra 
“suposición” debido a que en realidad se ha hecho una. La hipótesis de 
que la tangentc existe en cada punto no es dc ninguna manera cierta 
para todas las curvas que representan funciones sencillas. Por ejemplo, cual- 
quier curva con una esquina o vértice en un punto P no posee ahí una 
dirección dcterminada de manera única- por ejemplo, la curva definida 
por y = jjr|, en (0,0). (Véase la discusión en las pp. 187-188.) 

Puesto que nuestra curva está representada por medio de una función 
y — f(x), debe formularse el proceso de límite geométrico analíticamente 
con rcferencia a f{x). Este proceso de límite analítico se denomina deri- 
vación de/(*). 
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Considérese al ángulo que una línea recta forma con el eje x como 
aquél según el cual el ejc x positivo debe ser girado en la dirección positiva 
o en el sentido contrario al de las manecillas del reloj 1 de modo que quede 
por primera vez paralelo a la recta. (Este sería un ángulo a en el intervalo 
0 < « < x.) Sea a x el ángulo que la secante PPi forma con el eje x positivo 
(ver Fig. 2.22) y a el ángulo que la tangente forma con el eje x positi- 
vo. Entonces 

lím «j = a, 

p 

donde el significado de los símbolos es obvio. Sean x, y y x 1} y x las coor- 
denadas de los puntos P y Pi respectivamente. Entonces se tiene de inme- 
diato. 2 


y 



tan «t — 


yi ~~ y 

Xi - V 


fM -/(*) . 

Xi — X 3 


así, nuestro proceso de límite (omitiendo el caso a = 7r/2 de una tangente 
perpendicular) está representado por Ia ecuación 


,, f(* i) ~ f(x) 

iim- 

x^->x X\ x 


lím tan = tan a. 


1 Esto es, en una dirección tal que una rotación de 7 t/ 2 lo hace coincidir con 
el eje positivo y. 

2 Para que esta ecuación pueda tener significado debe suponerse que tanto x 
como Xi están situadas en el dominio de /. En lo que sigue, tácitamente se harán las 
hipótesis correspondientes en los pasos que dan Iugar a procesos de límite. 
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Notación. La expresión 

/(*i) ~ /(*) = yi ~ y _ A y 

Xi — x Xi — x Ax 

se denomina cociente incremental de la función y = f{x), y los símbolos 
Ay y Ax denotan las diferencias de la función y — f(x) y de la variable 
independiente x. (Aquí, como en la p. 146, el símbolo A es una abreviación 
para diferencia y no es un factor.) La tangente trigonométrica de «, la 
“pendiente” de la curva, 1 2 3 es por eso igual al límite al cual el cociente in- 
cremental de nuestra función tiende cuando *i tiende a x. 

A este límite del cociente incremental se le denomina derivada 2 de la 
función y = f(x) en el punto x. Generalmcnte se utilizará la notación de 
Lagrange, y' — f'(x), para denotar la derivada, o bien, como lo hiciera 
Leibnitz, el símbolo 3 dyjdx, o df(x)/dx, o (d/dx)f(x). En la p. 192 se 
discutirá el significado de la notación de Leibnitz con más detalle. Aquí se 
puntualiza que: La notación f'(x) indica el hecho de que la derivada es, 
ella misma, una función de x, puesto que un valor de f'(x) corresponde a 
cada'valor dc a - en cl intervalo considerado. Este hecho es destacado en 
ocasiones mediante el uso dc los términos función derivada, curva derivada. 
La definición de la derivada aparece en varias formas diferentes: 


It , s ,, /(*i) “/(*) r f(x + h)-f(x) 

*i— *i x h->o h 

donde en la segunda expresión a x se reemplaza por x + /i; o bien en la 
notación de Leibnitz, 


dy df(x) /(a'i) 

- —— = f(x) --- lim- 

dx dx n-x x \ 


/(*) ,, 

-= lim ——. 

A Ax ->0 AA 


Si / está definida en una vecindad del punto a, entonces el cociente 
[/( x + h) — f(x)]/h está definido como una función de h para todos los 
valores h 0 para los cuales \h\ es Io suficientemente pequeño para ase- 
gurar que x + h está en el intervalo bajo consideración. La definición de 


f'(x) como límite requiere que 


f(x + h) - f(x) 


f'(x) 


sea arbitra- 


I I 

riamcnte pequeño para todo h =+ 0 (positivo o negativo) tal que \h\ sea 
suficientemente pequeño. 


Cálculo analítico de derivadas. E1 concepto intuitivo y la noción ana- 
lítica gencral de derivada son simples y naturales. Menos obvio es el pro- 
cedimiento de llevar a cabo verdaderamente tales procesos de límite. 

1 Las palabras gradiente o bien coeficiente de dirección son utilizadas ocasio- 
nalinentc. 

2 E1 término coeficiente diferencial es también utilizado en textos antiguos. 

3 La notación de Cauchy Df(x) y la notación de Newton y son tambien uti- 
lizadas. 
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Es imposible encontrar la derivada haciendo simplemente = x en la 
expresión para el cociente incremental, pues entonces tanto el numerador 
como cl denominador serían iguales a cero y esto nos conduciría a la ex- 
presión sin significado 0/0. Así, el paso al límite en cada caso depende de 
ciertos pasos preliminares (la transformación del cociente incremental). 

Por ejemplo, para la función f(x) = x 2 se tiene 

f{*i) ~ f{x) *i 2 ~ x 2 . 

- —— =- = Xx ~r x siempre que x += x^. 

X 1 — X Xí — X 

Esta función x^ + x no posee exactamente el mismo dominio que 
(x/ — x z ) / (x x — x) : La función x y + x está definida en el punto Xi = .*, 
donde el cocientc (xd — x 2 ) / (x L — x) no está definido. Para cualesquiera 
otros valores de x x las dos funciones son iguales; por lo tanto, al pasar al 
límite, para el cual se requiere específicamente que Xi =/=■ .*, se obtiene el 
mismo valor para lím (x x 2 — x 2 ) / (x x — x) que para lím (jVj. + x). Sin 

x\-+x an.-»* 

embargo, pucsto que la función .Vi + .v está definida y es continua en el 
punto x^ = x, puede hacerse con ésta lo que no se pudo hacer con el co- 
ciente, a saber, pasar al límite haciendo simplemente x ± = .v. Para la deri- 
vada se obtiene entonces 


f{x) 


d(x 2 ) 

dx 


= 2x. 


Como otro ejemplo, derivamos, esto es, calculamos la derivada de la 
función y = yjx para x > 0. Para x L x se tiene 

f(x 1 ) - f{x) _ y*i - yx _ (v*i — V*) (V*i + V*) 

Xi X Xi — X (Xi — x) (y/Xi + V*) 

Xi — X _ 1 

(xi — x) (V*l + V x ) V' v l + V* 

Por lo tanto (para x > 0) 


dy/ x 
dx 


lím 

*i-*j 


1 

y/xi + V* 


1 

2 V- v 


Para x = 0 se tiene una singularidad: La derivada es infinita, puesto que 
(V*i — 0) / (^Ci — 0) =1 fy/xi —> 00 para Xi —> 0. 


Definición analílica 

Es sumamente significativo que el proceso de derivar una función po- 
sea un significado analítico definido completamente separado de la concep- 
ción intuitiva geométrica de la tangente. La definición analítica de la 
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integral, libre de la visualización gcométrica de área, nos permitió basar 
la noción de área sobre la de integral. Con igual espíritu, independiente- 
mente de la representación geométrica de una función y = f(x) por medio 
de una curva, definimos la derivada de la función y = f(x) como la nueva 
función y = f'(x) dada mediante el límite del cociente incremental Ay/Av, 
siempre que el límite exista. 

Aquí las diferencias Ay — y^ — y — f (x^) — f (x) y Ax = x^ — x son 
“cambios o variaciones correspondientes” en las variables y y x. La razón 
Ay/Ax puede denominarse “razón promcdio de variación” de y con respecto 
a * en el intervalo (x,x I- Ax) . E1 límite f'(x) = dy/dx representa enton- 
ces la “razón instantánea de variación” o simplemente la “razón de varia- 
ción” de y con respecto a x. 

Si este límite existe se dice que la función f(x) es derivable o diferen- 
ciable. Se supondrá siempre que cada función quc se considcrc es derivable 
a mcnos que se especifique lo contrario. 1 2 Se destaca que si la función f(x) 
ha de ser derivable en el punto x, el límite para h —> 0 del cociente 
[f(x h) — f(x)]/h debe existir, donde h puede poseer cualquier valor 

0 para el cual x + h pertenece al dominio de /. Si, en particular, / 
está definida en todo un intervalo que contiene al punto x en su interior, 
entonces el límite debe existir independientemente de la manera en la 
cual h tiende a ccro, ya sea a través de valores positivos o a través de 
valores ncgativos, sin restricción sobre el signo. 

Disponiendo ahora de una definición analítica para la derivada f'(x), 
se toma el ángulo de dirección « con el eje * positivo, dado por la ecuación 
tan a = f'(x) , como^ la dirección de la tangente a la curva en el punto 
(.v, y) De este modo, basando la definición gcométrica en la analítica, se 
cvitan dificultades que pueden aparcccr por la vaguedad dc la visualiza- 
ción geométrica. De hecho, se ha definido ahora precisamente lo que se 
entiende j)or una tangente a la gráfica de y — f (x) en el punto (.y, y) y 
se dispone de un criterio analítico para decidir si una curva posee o no 
una tangente en un punto dado (x,y). 

Funciones monótonas 

No obstante, la interpretación objetiva de la derivada como la pendiente 
de la tangente a la curva cs una ayuda altamente provechosa para el 
entendimiento, aun en discusiones puramente analíticas. Este es el caso de 
la siguiente proposición basada en la intuición geométrica: 

1 Ejemplos en los cuales esta hipótesis no se satisface se darán posteriormente 
(ver p. 188). Tales ejemplos justifican el mencionar la derivabilidad como una 
hipótesis si el contexto lo asegura. 

2 E1 ángulo a no está determinado absolutamente de manera única sino que 
puede ser substituido por a ± ir, a ± 27r, etc., a menos que se especifique corao 
arriba que 0 < a < 7T. 
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La función f(x) es monótona creciente cuando f(x) > 0 y monótona 
decreciente cuando f'(x) < 0. 

En verdad, si f(x) es positiva y la curva es recorrida en la dirección 
de .V creciente, entonces la tangente se inclina hacia arriba, esto es, hacia 
y creciente (a es un “ángulo agudo”) ; por lo tanto, en el punto en cues- 
tión la curva se eleva conforme x crece; y si, por otra parte, f'(x) es nega- 
tiva, la tangente se inclina hacia abajo (« es un “ángulo obtuso”) y la curva 
cae conforme a' crece (véase Fig. 2.23). Esto será probado analíticamente 
en las pp. 198, 199. 


y y 



Figura 2.23 Tangentes a gráficas de funciones crecientes y decrecientes. 


b. La derivada como una velocidad 

La necesidad de substituir el concepto intuitivo de velocidad o rapidez 
por una definición precisa conduce de nuevo a exactamente el mismo proce- 
so de límite que ya hemos denominado diferenciación. 

Considérese el ejemplo de un punto que se mueve sobre una línea recta, 
el eje y dirigido, estando determinada la posición del punto por una sola 
coordenada, y. Esta coordenada y es la distancia, con su signo adecuado, 
de nuestro punto inóvdl medida desde un punto ínícial fíjo sobre la línea. 
E1 movimiento está dado si se conoce y como función del tiempo t: 
y — f(t). Si esta función es una función lineal f(t) — ct + b, se habla de 
un movimiento uniforme con velocidad c, y para cualquier par de valores 
distintos, t y t 1} puede obtenerse la velocidad dividiendo la distancia re- 
corrida en un intervalo de tiempo por la longítud de dicho intervalo de 
tiempo: 

_ fw -m 

c -. 

h - t 
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La velocidad es, por lo tanto, el cociente incremental de la función ct + b, 
y este cociente de incrementos es independiente del par particular de ins- 
tantes que se fijen. Pero, ¿qué es lo que se ha de entender por la velocidad 
de movimiento en un instante t si el movimiento no es ya uniforme? 

Para responder a csta pregunta, se considera el cociente de incrementos 


U(ti) -/(01/(f. - o. 


el cual se denominará “ velocidad promedio” en el intervalo de tiempo en- 
trc t x y t. Ahora bien, si csta velocidad promedio tiende a un límite definido 
cuando se hace tender t^ a t, este límite se definirá como la velocidad en 
el tiempo t. En otras palabras: la velocidad, esto es, la razón instantánea 
de variación de la distancia con respecto al tiempo en el tiempo t, es la 
derivada 


f'(t) 



f(t Q -f(t ) 

t x -- t 


Newton dcstacó la interpretación de dcrivadas 1 como velocidades, y es- 
cribió y, o bicn f(x), en vez de f'(t), una notación que se utilizará oca- 
sionalinente. Nuevamentc, la derivabilidad de la función es una suposición 
necesaria si la noción de velocidad ha de tener un significado. 

Un ejemplo sencillo es el del movimiento de cuerpos en caída libre. 
Se parte de la ley establecida cxperimentalmentc según la cual la distancia 
recorrida en un tiempo t por un cuerpo en caída libre, que parte del re- 
poso en t — 0, es proporcional a t~¡ es por lo tanto reprcsentada mediante 
una función de la forma 


y ~ f(t) - at- 

con a constante. Como en las pp. 180-181, la vclocidad entonces está dada 
mediante la expresión f'(t) = 2 at; así: la velocidad de un cuerpo en caída 
libre crece en proporción al tiempo. 


c. Ejemplos dc difcrenciación 

Se ilustrará ahora la técnica de la derivación mediante un número de 
ejemplos típicos. 

Funciones lineales 

Para la función y = f(x) = c con c constante, se ve para todo x, es 
f(x + h) — f(x) = c — c = 0, de modo que lím [f(x + h) — f(x)]/h = 0; 

7>->0 

esto es, la derivada de una función constante es cero. 


1 Denominadas por él “fluxiones”. 
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Para una función lineal y — f(x) — cx + b, se encuentra 

x _ ,, f(x + h) ~ f(x) ch _ 

/ (x) - lim----lim -- c. 

/i->0 h /i->n 

derivada de una función lineal es constante. 

Potencias de x 


En seguida se deriva la función potencia 

y = f(x) = x", 

suponiendo primero que a es un entero positivo. Siempre que .Vi x se 
tiene 

f(x x) ~ f(x) Xx - x" „ . 

—----—-— x m .v -.v i ' ' ■ 't x , 

A't “ -V Xi ~ X 1 1 


donde se dividc directamcnte o bien se utiliza la fórmula para la suma de 
una progresión geométrica. Esta sencilla manipulación algebraica cs la 
clave para pasar al límite; pues la última expresión en el miembro dere- 
cho de la ecuación es una función continua de x 1} en particular para 
x¡. = x, y así puede cfec.tuarse el paso al líinite con x x -> ,v para esta exprc- 
sión siinplemente rcemplazando x¡. cn todas partcs por a *. Cada término 
toma entonc.es el valor .v" -1 , y, puesto ({ue el número de términos es exacta- 
mentc «, se obtiene 


)/ - f’(x\ 


d(x a ) = 
dx 


ax 


Se llega al mismo resultado si a es un entero negativo ~¡8; se dcbe, 
sin embargo, suponer c[ue .v no es cero. Entonces se encuentra 


1 _ 

f(x i) - f(x) Xx* X 0 

X , — X X¡. — X 


X 0 — x/ 1 

- 

X — X-i XX1 


+ 


2 Xí + • • • + X 0 ' 


0 0 
XiX P 


Una vcz más, puede efectuarse el paso al límite simplemente substituyendo 
x por *i. Entonces, tal como se hizo antes se obtiene para el límite 

Por lo tanto, para valores enteros negativos a — — 0 la derivada cstá dada 
nuevamente por la fórmula 


y = ax a h 
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Finalmente, se probará la misma fórmula cuando x es positivo y a 
cualquier número racional. Se supone que a = p/q, donde p y q son ambos 
enteros y además positivos. (Si uno de eilos fuera negativo no se reque- 
rirían cambios esenciales en la dcmostración; para a = 0 el resultado es 
ya conocido, puesto que x a es entonces constante.) Se tiene ahora 

f( Xl ) - f(x) x p ( q ~ x*'« 

JTj — .V Xl — X 

Si se hace ahora x l/u — £ y x\ /(1 = £ 1} se obtiene 


f(xc - f( X ) i/ -1" I?- 1 + en + ■ - + $ pi 

'~i - x ” rr 1 + ?/ 2 í+' : ■ ■ + £ q ~ T ' 

Después de esta última transformación puede efectuarsc inmediatamente el 
paso al límite con Xl —> a: (o, lo que equivale a lo mismo, —» £) y obtener 
así para el valor límite la expresión 


o, finalmente. 


Pí p l 1 
q £°~ l 


t> jj t) 

_ £P-<t — £ x U>-(ii/<¡ — £ A .(p/(/) i 

q q q 


f'(x, 


y' — 


que es formalmcnte el mismo resultado obtenido antes. Se deja al lector 
probar que la rnisma fórmula de derivación vale también para exponentes 
racionalcs negativos. 

Se volvcrá (p. 207) a la derivación de potcncias y se probará la validez 
general de la fórmula anterior para cxponentes arbitrarios a. 


Funciones trigonométricas 

Como un último ejemplo se c.onsidera la derivación de las funciones 
trigonomélricas sen x y cos .v. Se utiliza la clernental fórmula de adición tri- 
gonométrica para transformar el cociente incremental 

sen (x + h) — sen x _ sen x cos h + cos x sen h — sen .v 


cos h — 1 

sen x -:-+ cos x 


h 

sen h 


h h 

Recordando las relaciones de Ia sección 1.8, pp. 107-108, 


lím 
h->o h 


scn h t „ cos h — 1 

1, hm- - -— 0, 

^-.o h 


y se obtiene inmediatamente 


d (sen *) 

y = --- = COS A'. 

d x 
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La función y — cos x puede ser derivada exactamente de la misma for- 
ma. Partiendo con 

cos (x + h) — cos x cos h — 1 sen h 

---= cos x---— sen x —-— 

h h h 

y tomando el límite para h —> 0, se obtiene la derivada 1 

d {cos x) 

y = ---= — sen x. 

dx 

d. Algunas reglas fundamentales para la derivación 

Tal como en el caso de la integral, existen ciertas reglas básicas para 
la derivación que se obtienen inmediatamente a partir de la definición y 
bastan para formar la derivada de muchas funciones. 

1. Si <j>(x) = f(x) + g(x), entonces <j>'(x) = f(x) + g'(x). 

2. Si iff(x) = cf(x) (donde c es una constante), entonces x¡/'(x) — 
cf'(x). Se tiene 

<¡>(x -I- h) - <¡>(x) _ f(x + h) - f(x) g(x + h) - g(x) 
h h + ~h 

y 

x¡/(x + h) — ip(x) _ f(x + h) — f(x) 

h c “ h ’ 

y nuestras proposiciones se obtienen directamente mediante el paso al lí- 
mite. 

Así, por ejemplo, la derivada de la función <f>(x) = f(x) + ax + b 
(donde a y b son constantes) está dada por la ecuación 

4>'(x) = f(x) + a. 

Con la ayuda de estas reglas y de la fórmula para la derivada de una 
potencia se puede inmediatamentc derivar cualquier polinomio y = a 0 x n + 
+ • • • + a n y encontrar 

y' = na 0 x n_1 + (n — l)a v v n_2 + • • • + 2a n - 2 x + a n - A . 

e. Derivabilidad y continuidad de funciones 

Es útil saber que la derivabilidad es una condición más fuerte que la 
continuidad: 

1 Si x es interpretado como un ángulo, entonces esias fórmulas sencillas para 
las derivadas de sen x y cos x presuponen, por supuesto, que el ángulo x está medido 
en radianes. 
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Si una función es derivable, entonces es también continua. 

Pues si el cociente de incrementos [f(x + h) — f(x)]/h se aproxima a 
un límite definido cuando h tiende a cero, el numerador de la fracción, 
esto es, f(x + h) — f(x) debe 1 tender a cero con h; esto precisamcnte 
exprcsa la continuidad de la función f(x) en cl punto x. Por lo tanto, son 
innecesarias otras demostraciones engorrosas de la continuidad de funciones 
que puede mostrarse quc son derivables (esto es. para la mayoría de las 
funciones que se encontrarán). 

Discontinuidades de la derivada-Esquinas 

La recíproca, sin embargo, es falsa; no es cierto que toda función con- 
tinua posea una derivada en cada punto. EI contraejemplo más sencillo es 
la función f (x) = ¡x|, esto cs, f(x) = — x para * < 0 y f(x) = x para 
v >0; su gráfica está mostrada en la Fig. 2.24. En el punto x = 0 esta 


;y 



Figura 2.24 f(x) — |xj. 


función es continua pero no posee derivada. E1 límite de [f(x + h) — 
f(x)]/h es igual a 1 si h ticnde a cero a través de valores positivos, y es 
igual a —1 si h tiende a cero por valores negativos; y si el signo de h no 
se restringc, ningún límite cxiste. Se dice que nuestra función posee dife- 
rentes derivadas anterior y posterior cn el punto * = 0, donde por deriva- 
da anterior y derivada posterior sc entienden respectivamente los valores 
límite de [j(x + /i) — f(x)]/h c.onforme h se aproxima a cero sólo a tra- 
vés de valores positivos y sólo a través de valores negativos respectivamente. 
La deriuabilidad de una función definida en un intervalo en torno al pun- 
to considerado requiere así no solamente que existan las derivadas anterior 
y postcrior, sino que éstas sean iguales. Geométricamente, la desigualdad 


1 Puesto que entonces 
lím [f(x + h) — f(x)] = 

h~> 0 


f(x + h)-f(x) 
hm — - 

h-*o h 


(lím h) = f'(x) 0 = 0. 

;>-»o 
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deJas dos derivadas significa que la curva posee una esquina. La derivabi- 
lidad expresa de una manera precisa lo que intuitivamente podria deno- 
minarse suavidad de la gráfica de la función. 

Discontinuidades infinitas 

Como un ejemplo más de puntos donde una función continua no es de- 
rivable, se consideran los puntos donde la derivada se torna infinita, esto 
es, los puntos en los cuales ni existe una derivada anterior ni una derivada 
posterior, y el cociente incremental [f(x + h) ~ f(x)]/h crece más allá de 
toda cota conforme h —» 0. Por ejemplo, la función y — f(x) — rfx = x Vi 
está definida y es continua para todos los valores de v. Para todos los va- 
lores de x distintos dc cero su derivada está dada (p. 185) por la fórmula 
y — ix~ s/3 . En el punto a; = 0 se tiene [f(x + h) ~ f(x)]/h — h' Á /h = h~ % , 
y se ve de inmediato quc cuando h —» 0 la expresión no posee valor límite 
sino que, por el contrario, tiendc a infinito. Este estado de cosas es a me- 
nudo descrito brevemente diciendo que la función posce una derivada in- 
finita en el punto en cucstión; como se podrá recoxdar, sin embargo, esto 
significa solamente que conforme h tiende a cero el cociente diferencia cre- 
ce más allá de toda cota y que la derivada en el sentido en que se ha 
definido realmente no existe. E1 significado geométrico dc una derivada in- 
finita cs que la tangente a la curva es vertical (ver Fig. 2.25). 


y 



La función y = /( x) = yx, la cual está definida y es contínua para 
.v > 0, tampoco es derivablc en el punto x = 0. Puesto que y no está defi- 
nida para valores negativos de x, se considera aquí solamente la derivada 
lateral derecha. La ecuación \j(h) — f(0)]/h = 1 /yjh muestra que esta 
derivada es infinita; la curva toca al eje y en el origen (Fig. 2.26). 

Finalmente, en la función y — ^x 2 = x % se tiene un caso en el cual la 
derivada lateral derecha en el punto a: = 0 es positiva e infinita, en tanto 
que la derivada lateral izquicrda es negativa e infinita, como se sigue de la 
relación 
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f(h) -/(0) = 

h yh 

En realidad, la curva continua y — x i/3 , llamada parábola semicúbica o pa- 
rábola de Neil, posee en el origen una cúspide con una tangcnte perpen- 
clicular al eje a: (ver Fig. 2.27). 


y 



f. Derivadas superiores y su significado 

La gráfica de la dcrivada f'(x) de una función se denomina la curva 
derivada dc la gráfica de f(x). Por ejemplo, la curva derivada de la 
parábola y — x- cs una línea recta representada por la función y = 2x. 
La curva derivada de la curva scno y = sen x es la curva coseno y = cos a: ; 
y, análogamente, la curva derivada de la curva y = cos x es la curva y = 
— senx. (Estas últimas curvas pueden obtenerse una de la otra mediante 


y 



una translación en la dirección del eje x, como se muestra en la Fig. 2.28.) 

Es bastante natural el formar curvas derivadas de las curvas derivadas, 
esto es, formar la derivada de la función f'(x) — <p{x). Esta derivada 


cf>'(x) 


f(x + h) - f(x) 

lim 
/i->o 


h 
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suponiendo que existe, se denomina segunda derivada de la función f(x) ; 
y se la denotará por /"(. x). 

Análogamente, puede intentarse formar la derivada de f'(x), llamada 
tercera derivada de f(x), la cual entonccs se denota por f"(x). Para la 
mayoría de las funciones que nos conciernen no hay nada que nos impida 
repetir el proceso de derivación tantas veces como queramos, definiendo 
así una n-ésima derivada /^'(x). 1 Ocasionalmente, será conveniente deno- 
minar a la función f(x) su propia 0-ésima derivada. 






Si la variable independiente es interpretada como el tiempo t y el mo- 
vimiento dc un punto está rcpresentado como antes por la función f(t), 
el significado físico de la segunda derivada es la razón de variación de 
la velocidad f(t) con respecto al tiempo, o sea, como se le denomina usual- 
mente, la aceleración. En el ejemplo del cuerpo en caída libre la distancia 
recorrida en el tiempo t estaba dada mediante la función y — f(t) = at 2 . 
Se encontró f(t) = 2 at para la velocidad en el tiempo t. La aceleración 

1 Los términos segundo, tercero, . . . , n-ésimo coeficiente diferencial son tam- 
bién utilizados, o bien D-f, . . . , D n f (ver nota 3, p. 180). 
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posee entonces el valor constante f'(t) —2a (cl cual usualmente es iden- 
tificado con la constante gravitacional g). Posteriormente (p. 257), se dis- 
cutirá la interpretación geométrica de la segunda derivada en detalle. 
Aquí, sin embargo, se toma nota de los siguientes hechos: En un punto 
dondc f"(x) es positiva, f'(x) crece conforme x crece; si aquí f(x) es 
positiva, la curva se torna más empinada para x creciente. Si por otra parte, 
f"(x) es negativa, f'(x) decrece conforme x crece, y si f'(x) es positiva, 
la curva se torna menos empinada conforme x crece. 

Finalmente, se observa que las derivadas superiores pueden utilizarse 
para definir una función. Así, las funciones trigonométrieas se pueden ca- 
racterizar por una así llamada ecuación diferencial que involucra la fun- 
ción y su segunda derivada. De las fórmulas (dcosx)/dx= —senx, 
(d sen x) /dx = cos x se obtiene inmediatamcnte al derivar nuevamente, 

d 2 d 2 

—— cos x = — cos x, - sen x — — sen x. 

dx~ dx~ 

Por tanto, si el símbolo u es representativo de cualquicra de las funciones 
sen x o cosx, se tiene la relación (ecuación diferencial) 

u" = -u. 

Esta ecuación difercncial clararncnte la satisface también cualquier combi- 
nación lineal u = a cos x + b sen x con coeficientes constantes a, b. Se verá 
en la Sec. 3.16 b que talcs combinaciones lineales, con constantes arbitrarias 
a y b, son las únicas funcioncs u para las cuales u" = — u. 

En todos los tipos de aplicacioncs que involucran oscilaciones o fenó- 
menos ondulatorios, tales como movimientos de resortes o bien ondas sobre 
la superficie del agua, pasaremos directamente dc consideraciones físicas 
hacia una ecuación diferencial del tipo u" = —u para la variable física 
significativa u (usualmcntc la variable independiente es el tiempo). Es 
por ello importante reconocer que u puede ser representada sencillamente 
en términos de funciones trigonométricas (véase capítulo 9). 


g. Derivada y cociente de incrementos. Notación de Leibnitz 


En la notación de Leibnitz el paso al límite en el proceso de derivación 
es simbólicamente expresado reeinplazando el símbolo A por el símbolo d, 
motivando el símbolo de Lcibnitz para la derivada definida mediante la 


ecuación 


dy 

dx 



Ax-*o Av 


Si se dcsca obtener un entendimicnto claro del significado del cálculo dife- 
rencial, debcmos prccavernos contra la vieja falacia de imaginar la deri- 
vada como el cociente de dos “cantidades” dy y dx que son de hecho 



Sec. 2.8 


La derivada 193 


“infinitamente pequeñas”. E1 cociente de incrementos Ay/Ax posee un sig- 
nificado sólo para diferencias Ax que no son iguales a cero. Después de 
formar este genuino cociente incremental debe efectuarse el paso al límite 
por medio de una transformación o algún otro plan el cual también en el 
límite evita la división por cero. No tiene sentido suponer que primero Ax 
y Ay atravíesan por algo parecído a un proceso de límite y alcanzan valores 
que son infinitesimalmente pequeños pero aún diferentes de cero, de mo- 
do que A* y Ay se reemplazan por “cantidades infinitamente pequeñas” o 
“infinitesimales” dx y dy, y que el cociente de estas cantidades es entonces 
formado. Tal concepción de la derivada es incompatible con la claridad ma- 
temática; de hecho, no tiene significado alguno. Para mucha gente induda- 
blemente posee un cierto encanto de misterio, siempre asociado con la 
palabra “infinito”; y en los primeros días del cálculo diferencial aun el 
mismo Leibnitz fue capaz de combinar estas vagas ideas místicas con un 
tratamiento enteramente claro de los procesos de límite. Pero ahora el mis- 
ticismo de las cantidades “iníinitamente pequeñas” no tiene lugar en el 
cálculo. 

La notación de Leibnitz, sin embargo, no es meramente sugestiva por 
sí misma, sino que es en realidad sumamente flexible y útil. La razón es 
que en muchos cálculos y transformaciones formales podemos tratar con los 
símbolos dy y dx exactamentc como si fueran números ordinarios. Tratan- 
do a dx y dy como números es posible dar una expresión más clara a mu- 
chos cálculos que pucden llevarse a cabo con toda validez sin su uso. 
En los siguientes capítulos se verá este hecho verificado una y otra vez, y 
nos habremos justificado al hacer un uso libre y repetido de ellos, siempre 
que no se pierda de vista el carácter simbólico de los signos dy y dx. 

*También para las derivadas segunda y superiores Leibnitz ideó una 
notación sugestiva. Consideró la segunda derivada como el límite del “se- 
gundo cociente de incremcntos” de la siguiente manera: Además de la 
variable x se considera Xi = x-\-hyx 2 — x-\- 2 h. Entonces se toma el se- 
gundo cociente de incrementos, entendiéndose por éste el primer cociente 
de incremcntos del primer cociente, esto es, la expresión 


1 / y» - yi 

h V h 



1 


h 2 


2 (y^ ~ 2 yi + y), 


donde y = f(x), y x f(x x ) y y-¿ — f(x 2 ). Escribiendo h = A x,y 2 - yi = Ay x 
y yi — J = Ay, se puede denominar apropiadamente la expresión en el últi- 
mo paréntesis “diferencia de la diferencia” de y, o bien, segunda diferencia 
de y, y escribir simbólicamente 1 

y-> — 2 y x + y = Aji ~ Ay — A(Ay) = A 2 y. 


1 Aquí AA = A 2 es simplemente un símbolo para “diferencia de diferencia” o 
bien “segunda diferencia”. 
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En esta notación simbólica el segundo cociente incremental es escrito en- 
tonces A 2 y/(Ax) 2 , donde el denominador es realmente el cuadrado de Ax, 
mientras que en el numerador el índice superior 2 denota simbólicamente la 
repetición del proceso de diferencia. La segunda derivada es expresada en- 
tonces mediante 


f"(x) 


= lím 

•i-*» 


A 2 f 

(Ax) 2 ' 


Este simbolismo para el cocicnte incremental 1 condujo a Leibnitz a in- 
troducir la notación 




n*) 


d 2 y 

dx 2 ’ 


f = r(x) 


d 3 y 

~d?’ 


etc., 


para las derivadas scgundas y superiores, y se verá que esta notación es 
también de utilidad. 2 


h. E1 teorema del valor medio del cálculo diferencial 

E1 cociente incrcmcntal involucra los valorcs de una función para dis- 
tintos valores de *, mientras que la derivada en un punto no nos dice nada 
acerca de la función en cualquier otro punto; el cociente incremental re- 
fleja propiedades de la función “globalmcnte”, micntras la derivada refleja 
una propiedad local, o sea, una propiedad “en lo pequeño”. A menudo se 
requerirá deducir propiedades del todo, o propiedades “globales”, de una 
función a partir de las propiedades locales dadas por su derivada. Para este 
propósito se utiliza una relación fundamental entre el cociente de incre- 
mentos y la derivada, conocido como “el teorema del valor medio del cálcu- 
lo diferencial”. 

E1 teorema del valor medio es fácil de apreciar intuitivamente. Consi- 
dérese el cociente incremental 

f(x i) ~ f(»z) _ Af_ 

x^ — x-2 Ax 

de una función f(x) y supóngase que Ia derivada existe en todas partes 
en el intervalo cerrado *i < * < x 2 , de modo que la gráfica de la curva 
posea una tangente en todas partes. E1 cociente de incrementos es la tan- 

1 Como debe destacarse, la proposición de que la segunda derivada puede ser 
representada como el límite del segundo cociente de incrementos requiere, una de- 
mostración. Previamente, la segunda dcrivada no se definió de esta forma sino como 
el límite del primer cociente de incrementos de la primera derivada. Las dos defi- 
niciones son equivalentes siempre que la scgunda derivada sea continua; la demos- 
tración, sin embargo, se dará sólo posteriormente (véase el capítulo 5, apéndice II), 
puesto que no tenemos aún ninguna necesidad particular de esta propiedad. 

2 Ésta es la notación que se acostumbra. Escribiendo y" = d í y/(dx)' i , 
y'" = (Py/(dx) 3 , con paréntesis, sería un poco más clara, pero de ordinario no se 

hace. 
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gente del ángulo de inclinación <x de la secante, mostrada en la Fig. 2.29. 
Imagínese esta secante trasladada paralelamente a sí misma. A1 menos una 
vez alcanzará una posición en la cual es una tangente a la curva en un 
punto entre Xi y x 2 ; esto ocurre en un punto x = | de la curva el cual se 
encuentra a la máxima distancia de la secante. Por lo tanto existe un valor 
intermedio | en el intervalo, tal que 


/(*i) ~ fM 

Xi — x 2 


m- 


Esta proposición se denomina teorema del valor medio del cálculo diferen- 
cial. 1 Puede expresarse también en forma algo diferente observando que el 
número £ puede ser escrito en la forma 


£ = Xí + 0(x 2 — Xi), 

donde todo lo que se sabe en torno a 0 es que se encuentra situado entre 
0 y 1. Aún cuando 0 (o bien £) en general no puede ser especificado más 
exactamente, el teorema es sumamente poderoso en las aplicaciones. 


y 



Considérese, por ejemplo, el caso donde a: es el tiempo y y — f{x) la 
distancia de un automóvil desde su punto de partida a lo largo de cierto 
camino. Entonces f(x) cs la velocidad deí automóvil en el tiempo x. Si, 
digamos, durante las dos primeras horas (Ax = 2) el automóvil ha cu- 
bierto una distancia Af — 120 millas, puede concluirse, a partir del teorema 
del valor medio, que al menos en un momento £ durante estas dos horas 
el automóvil tuvo una velocidad de exactamente 60 millas por hora (siem- 

1 Un nombre más apropiado sería el de teorema del valor intermedio del 
cálculo diferencial. 
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pre que la velocidad exista en todo momento). E1 conductor no puede 
sostener, por cjemplo, que ha viajado todo el tiempo a mcnos de 50 millas 
por hora. Por otra parte, no hay nada que indique cuál fue el tiernpo £ 
en el cual se alcanzó la velocidad precisa de 60 millas por hora; pudo haber 
sido cn algún tiempo durante la primera hora, o bien durante la segunda 
hora o bicn en diversas ocasiones. 

Una formulación precisa del teorema del valor medio es la siguiente: 

Si f(x) es continua en el intervalo cerrado Xi K x <. x 2 y derivable en 
todo punto del intervalo abierto x^ < x < x 2 , entonces existe al menos un 
valor 9, con 0 < 0 < 1, tal que 


f{x 2 ) - fjXi) 

X¿ — Xi 


= f'[x ! + 6(x 2 


Xi)]. 


Si se substituye Xi por x y x 2 por x + h, el teorema del valor medio 
puede ser expresado mediante la fórmula 


f(x + h) - f(x) 

"~h 


f'(t) /'(v + 0h), 


x < | < x + h. 


Aun cuando es csencial que f(x) sea continua para todos los puntos del 
intervalo, incluyendo los puntos extrcmos, no se tiene que suponer que la 
derivada exista en los puntos extremos. 

Si cn cualquier punto en el interior del intervalo la dcrivada deja de 
existir, el tcorema del valor medio no es necesariamente cierto. Es fácil 
ver esto en el ejemplo de f(x) — |x[. 


i. Demostración del teorema 

E1 teorema del valor medio se deduce usualmente mediante la reduc- 
ción a un caso especial que será establecido primero. 

Teorema de Rolle. Si una función cf>(x) es continua en el intervalo 
cerrado x x < x < x 2 y deriuable en el intervalo abierto Xi < x < x 2 , y si, 
además, <j>(xi) =0 y <f>(x 2 ) =0, entonces existe al menos un punto | en 
el interior del intervalo e.n el cual <f>'(%) =0. 

Interpretado geométricamente, esto significa que si una cuna alcanza 
el eje x en dos puntos, entonces debe poseer una tangente horizontal cn 
algún punto intermedio (Fig. 2.30). 

Sin duda, 'puesto que <f>(x) es continua en el intervalo cerrado [at 13 x 2 ], 
existe un valor máximo M de <f>(x) y un valor mínimo m en este intervalo 
(véase p. 124). Puesto que <f> se hace cero en los puntos extremos, se debe 
tener m < 0 < M. Si estos valorcs máximo y mínimo deben ser iguales, 
entonces necesariamente m — M — 0 y así <f>(x) = 0 en todos los puntos 
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del intervalo; entonces también = 0 en el intervalo, y, por lo tanto, 

<£'(|) =0 para todo £ en el intervalo. Entonces, debe considerarse sola- 
mente el caso donde m y M no son cero ambos. Si, en particular M no es 
cero, entonces M debe ser positivo. Existe un punto en el intervalo [x 1} x 2 ] 
donde <j>($) = M. Puesto que <f> se hace cero en los puntos extremos del 
intervalo, el punto ¿ debe ser un punto interior. Además, <¡>(x) < <£(|) = M 

<;> (x) 



para todo * en [*i, x 2 ]. Gonsecuentemente, para todo número h cuyo valor 
absoluto |/z| es suficientemente pequeño, la desigualdad <£(£ + h) — <f>(£) 
< 0 se cumple. Esto implica que el cociente 

</>(£ + h) - </>(£) 

_ h 


es negativo o bien cero para h > 0 y positivo o bien cero para h < 0. Si 
se hace h tender a cero a través de valores positivos se encuentra que 
<f>'(%) < 0, mientras que para h tendiendo a cero a través de valores nega- 
tivos se sigue que </>'(£) >0. Por lo tanto, <f>'(£) — 0; y así el teorema de 
Rolle ha sido probado en el caso M 0. E1 mismo argumento se cumple 
para m^O. 

Para probar el teorema del valor medio se aplica el teorema de Rolle 
a una función que representa la distancia vertical entre el punto (x,f(x)) 
de la gráfica y su secante: 


<¡>(x) — f(x) - f(x t) 


f(x 2 ) - f(x x ) 


(x — Xi). 


X 2 — x^ 
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Esta función 1 obviamente satisface Ia condición <£(*i) — <f>(x 2 ) — 0, y es 
de Ia forma <£(.*) = f(x) + ax + b con coeficientes constantes a — — \j(x 2 ) 
~ f( x i )]/( x 2 ~ ati) y b. De la p. 187 se sabe que 

<k'( x ) = f'( x ) + 

y así, por el teorema de Rolle, 


0 = <!>'(£) =f'U) 


para un valor intermedio £ elegido adecuadamente; por lo tanto, 


m = 


= /(* z ) ~ /(*i). 

2 X i 


y así el teorema del valor medio está probado. 


Significado del teorema 

La derivada de una función fuc definida como el límite de cocientes 
de incrementos para un intervalo cuando los puntos extremos se aproximan 
entre sí. EI teorema del valor medio establece una conexión entre cocientes 
de incrementos y derivadas de una función derivable, que no involucra la 
contracción del intervalo. Cada cociente incremental es igual a la derivada 
en un punto intermedio adecuado £. 


Ejemplos. Tal como en el teorcma del valor medio del cálculo inte- 
gral, no hay nada afirmado específicamente en el teorema del valor inter- 
medio respecto a la ubicación dc £ además del hecho de que £ está situado 
en el interior del intervalo. Para el ejemplo de la función cuadrática 
y = f(x) — x ¿ con derivada f'(x) = 2x, se encuentra 


f( x 2 ) ~ f( x 1 ) 

*2 ~ X í 


= x! + x 2 = ru), 


donde £ = (x : + x 2 ) /2 es el punto medio del intervalo [xi, x 2 ]. En general, 
sin embargo, £ puede estar situado en cualquier otra parte entre x-i y x 2 . 
Por ejemplo, si f(x) = x 3 , se tiene [/(1) — /(0)]/(I — 0) = 1 = f(£) — 
3£ 2 , donde £ = 1 / \/ 3. 


Funciones monótonas. Como una de las muchas aplicaciones del teore- 
ma del valor medio del cálculo diferencial, se prueba que si la derivada de 


1 Esta función es también proporcional a Ia distancia del punto ( x,f(x )), de 
la curva, a la secante. E1 lector puede verificar esto por sí mismo fácilmente; por 
ejemplo, utilizando Ia pro piedad de Ia geometría analítica elemental de que la ex- 
presión (y — mx — b )/ V 1 + m ! representa la distancia (con su signo) del punto 
(x,y) a la recta con ecuación y — mx — b = 0. De esta forma se encuentra que, 
efectivamente, en los puntos de la curva que están a una distancia mayor de la 
secante, la tangente es paralela a la secante. 
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f(x) posee un signo constante, entonces / es monótona. Específicamente, se 
supone f(x) continua en el intervaío cerrado [a, b] y derivable en cada 
punto del intervalo abierto (a, b). Si en estas condiciones es f(x) >0 
para x en (a,b), entonces la función f(x) es monótona creciente; similar- 
mente, si f'(x) < 0, la función es monótona decreciente. La demostración 
es obvia: Sean Xl y x 2 dos valores cualesquiera en el intervalo cerrado [a, b\. 
Entonces existe un £ entre Xl y x 2 , y, por lo tanto, también entre a y b, 
tal que 

/(*.) ~fM =f(i)(x 2 - Xl ). 

Si f(x) > 0 en todas partes en (a,b), se tiene en particular /'(|) > 0. 
Por lo tanto, f(x 2 ) ~ f(x i) es positivo para x 2 > Xl ; esto es, f(x) es cre- 
ciente. Análogamente, / es decreciente si f'(x) < 0 en (a,b). 

De la misma manera se muestra que una función f(x) continua en [a, b] 
y derivable en el intervalo abierto (a, b) debe ser constante si f'(x) = 0 
en todas partes en ( a,b). Pues cntonces 

f(x 2 ) -f( Xl ) =f($)(x 2 - Xl ) =0. 

Esta importante propiedad corresponde al hecho intuitivamente obvio de 
que una curva cuya tangente en cada punto es paralela al eje x debe ser 
una línea recta paralela al eje x. 


Continuidad de Lipschitz de funciones diferenciables. Se mencionó an- 
teriormente que una función f(x) que posee una derivada es necesaria- 
mente continua. El teorema del valor medio del cálculo diferencial 
proporciona una información cuantitativa mucho más precisa, a saber, un 
módulo de continuidad. Considérese una función f(x) la cual está definida 
en el intervalo cerrado [a, b ] y posee una derivada f(x) en cada punto de 
ese intervalo. Supóngase que f'(x) es acotada en el intervalo (éste es cier- 
tamente el caso siempre que f'(x) sea definida y continua en el intervalo 
cerrado [a, b]); existe un número M tal que \f'(x) | < M. Para dos valores 
cualesquiera x 1} x 2 en (a,b), se infiere del teorema del valor medio que 

|/(* 2 ) - f(x i) | = | f(£) (x 2 - Xl ) | < M \x 2 - Xi|. 

Para e > 0 dado hemos así producido un módulo sencillo de continuidad, 
S = e/M, tal que 

\f(x 2 ) ~ f(Xí)\ < e para |* 2 — *i| < 8. 


Tómese, por ejcmplo, la función f(x) = x 2 en el intervalo —a < x < + a. 
Puesto que 

\r(x)\ = \2x\<2a. 


se ve que aquí 

|/(* 2 ) — f(x i) | < e para \x¿ - Xl \ < e/2a. 
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Se dijo que una función f(x) “satisface una condición de Lipschitz” o 
bien que es “continua en el sentido de Lipschitz” (también, que es “lipschit- 
ziana”) si existe una constante M tal que 

l/(*=) -/(•»>)! <M\xz- Xí \ 

para todos x-i, x 2 en cuestión. Esto significa que todos los cocientes de in- 
crementos 

f(x 2 ) ~ f(x 1 ) 

X- — X ! 

poseen la misma cota superior M para su valor absoluto. Se ve que toda 
función / con derivada continua f' en un intervalo cerrado es continua en 
el sentido de Lipschitz. Sin embargo, aun funciones que no poseen derivada 
en cada punto pueden ser “continuas de Lipschitz”, como lo muestra el 
ejemplo f(x) — \x\. E1 lector puede verificar por él mismo que para esta 
función sicmpre es \f(x 2 ) ~ f(x i)| < \x 2 ~ *i|. 

Por otra parte, no toda función es continua en el sentido de Lipschitz. 
Esto se mucstra mediantc cl ejemplo de f(x) = x V3 ; aquí el cociente 

f(x) ~ f( 0) _ 

.v - 0 " A 

no está acotado para x pequcño; por lo tanto, f(x) no es continua en el 
sentido de Lipschitz en x — 0. Esto es compatible con el hecho de que la 
derivada f'(x) = \/3x V3 no pcrmanece acotada cuando x tiende a cero. 
Las funciones que son continuas en el sentido de Lipschitz constituyen una 
clase importante intermedia entre aquéllas que son simplemente continuas 
y aquéllas que poseen una derivada continua. 


j. La aproximación de funciones mediante funciones lineales. 
Definición de diferenciales 


Definición. 


dondc A x = h. 
e mediante 


La derivada de una función y — f(x) se definió mediante 

a , x ,, /(* + h) ~ f ( x ) _ ,, ^ 

f (x) = -t -— - hm V-;-» 

/i->o " A*->-o ^ x 

Si para un x fijo y una h variable sc define una cantidad 


e(h) 


>l x ±± \ ~ M - r(x) 

h 


A y 
Ax 


f'{x). 


entonces el hecho de que f'(x) es la derivada de / en el punto * equivale 
a la ecuación 


lím e(h) = 0. 

h— 0 
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La cantidad A y = f(x + h) — f(x) representa la variación o incremento 
en el valor de la variable dependiente y que resulta cuando el valor x 
de la variable independiente es variado en la cantidad Ax — h. Puesto que 

A y = f' (x) Ax + e Ax, 

la cantidad Ay aparece como la suma de dos partcs, a saber, una parte 
f(x) Ax que es proporcional a A.r y una parte £ Ax que puede hacerse tan 
pequeña como se desee comparada con A* haciendo a Ax mismo suficiente- 
mente pequeño. La parte lineal, dominantc, en la expresión para Ay la 
denominaremos la diferencial dy de y, y escribimos 

dy = df(x) — f(x) Ax. 

Para cualquier función derivable / y para un x fijo esta diferencial es 
una función lineal bien definida de h = A.v. Por ejemplo, para la función 
y — x 2 se tiene dy = d(x~) = 2x Ax = 2xh. Para la función particular 
y = x, cuya derivada posee el valor constantc uno, se tiene simplemente 
dx = Ax. Es entonces compatible con nuestra definición el escribir dx para 
Ax cuando x es la variable independiente; por lo tanto, la diferencial de 
cualquier función y = f(x) puede ser escrita también como 

dy = df(x) = f(x) dx. 

E1 incrcmento de la variablc dependiente 

Ay = f(x) dx + e dx = dy + e dx 

difiere de la diferencial dy en la cantidad £ dx, que, en general, no es cero. 
En el ejemplo de la función y = x 2 se tiene dy = 2xdx, mientras que 

Ay = (x + dx) 2 — .V 2 = 2.v dx + (dx ) 2 = dy + e dx, 
donde e = dx. 

Anteriormente se utilizó el símbolo dy/dx de manera puramente sim- 
bólica para denotar el límite del cociente Ay/Ax para A* tendiendo a cero. 
Con la presente definición de las diferenciales dy y dx, la derivada dy/dx 
puede ser c.onsiderada en realidad como el cociente ordinario de dy y dx. 
Aquí, sin cmbargo, dy y dx no son ahora en ningún sentido cantidades “in-i 
finitamente pequeñas” o “infinitesimales”; tal interpretación estaría des- 
provista de sentido. En vez de eso, dy y dx son funciones lineales bien defi- 
nidas de h = Ax, las cuales para Ax grande pueden poseer valores numéricos 
grandes. No hay nada sobresaliente en el hecho de que el cociente dy[dx 
de estas cantidades posea el mismo valor que la derivada f(x). Esta es 
solamente una tautologia reestableciendo la definición de dy como f(x)dx} 


1 Análogamente, las diferenciales de orden superior podrían ser definidas por 
d 2 y = f"(x)h 2 = /"(*) (dx) 2 , ePy = f"'(x) (dx) 3 , etc., en concordancia con la nota- 
ción de Leibnitz para las derivadíis superiorcs. 
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Reescribiendo la relación entre incremento y diferencial de / en la 
forma 

f{x + h) = f(x) + hf'(x) + eh, 

sc vc que la expresión f(x + h) considerada como una función de h está 
representada por la función lineal f(x) + hf(x), con un error eh que es 
arbitrariamente pequeño comparado con h si h es suficientemente pequeño. 
Esta reprcsentación aproximada de f(x + h) mediante la función lineal 
f(x) + hf(x) significa gcométricamente que se reemplaza la curva por 
su tangente cn el punto a: (véase Fig. 2.31). 


3 ' 



Figura 2.31 Incremento Ay y diferencial dy. 


Aproximación lineal 

Una estimación más precisa de la magnitud del “error”, esto es, de la 
desviación de la función f(x) respecto de la función lineal que representa 
a la tangente, está dada mediante el teorema del valor medio del cálculo 
diferencial. Para una | adecuada entre x y x + h se tiene 


de modo que 


f(x + h) -f(x) — hf(i), 
f(x + h) - f(x) 


-rw =f($) -f(x). 


Si, como ocurre usualmente en las aplicaciones, la función f(x) misma 
posee una derivada f'(x), se encuentra, aplicando el teorema del valor me- 
dio por segunda vez, que 

ru) -r(x) = (t-x)f'(v), 
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donde r¡ es un valor intermedio entre x y g y por lo tanto también entre 
x y x + h. Se sigue que 

M = kí - x)rw\ = \í - *i \rw\ < hM, 

donde M es una cota superior para el valor absoluto de la segunda derivada 
de / en el intervalo [x,x + h]. Entonces \eh\, que mide la desviación de 
f(x + h ) respecto a la función lineal f(x) + hf(x), es a lo más igual a 
Mh 2 . Para h suficientemente pequeño la expresión Mh 2 es, por supuesto, 
mucho menor quc f(x)h, a menos que suceda que f(x) posee el valor cero. 
Esta aproximación de una función en un intervalo pequeño mediante una 
función lineal es de gran significado tanto para las aplicaciones prácticas 
como para el análisis matemático avanzado. En capítulos posteriores volve- 
remos a este tópico, y se deducirá entonces la mejor estimación de 
\eh\ < ÍMh 2 . 


Interpolación 


*Cuando una función f(x) está descripta numéricamente mediante una 
tabla de valores, / está determinada ordinariamente mediante interpolación 
lineal para argumentos x intermedios entre aquéllos para los cuales / está 
registrada. Este procedimiento corresponde también a reemplazar la fun- 
ción / mediante una función lineal en un intervalo. En este caso la gráfica 
de la función lineal está dada mediante una secante en vez de una tangente 
a la curva que representa /. Si, digamos, los valores de / son conocidos en 
los puntos a y b, reemplazamos a f(x) para un X intermedio por la ex- 
presión 


<h(x) = f(a) + (x ~ a) 


f(b) - f(a) 
b — a 


la cual es lineal en a: y da los valores correctos de / en los puntos extremos 
x = a y x == b del intervalo (véase Fig. 2.32). Aquí, nuevamente mediante 
el uso del teorema del valor medio, puede estimarse el error en esta apro- 
ximación. Se tiene 


f(x) — <¡>(x) = (x — a) 


f(x) ~ f(a) 
x — a 


m -/(«) 

b — a 


= (x-*)\r(t i) -nm 


Puesto que está situado entre a y x, estará también situado entre a y b, 
como lo está £>• Una segunda aplicación del teorema del valor medio del 
cálculo diferencial conduce entonces a 


f(x) - <p(x) = (x - a)f'(r¡) (& - £>) 
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dondc r¡ cstá cntrc éi y é 2 y, por lo tanto, también entre a y b. Consecuen- 
tementc, denotando por M a una cota superior para \f f \ en el intervalo 
[a, b}, sc cncuentra quc 

7 ( v ) - <f>(x) | < Lv -- a\ |¿i — | 2 | \f'(v) \ < M(b - a)-. 

Una vcz más, la dcsviación dc / dc su aproximación lineal puede ser esti- 
mada mcdiantc cl cuadrado de la longitud del intervalo. 


V 



Figura 2.32 Interpolación lineal. 


Como cjcinplo numcrico se toman de una tabla de funciones trigono- 
métricas con mcdida en radianes los valores 

sen 0.75 = 0.6816, sen 0.76 = 0.6889, 

donde los errores no exceden de 0.00005. Si sc desea deducir el valor de 
la función seno para el argumento intermedio 0.754, se encuentra mediante 
intcrpolación lineal quc 

sen 0.754 ss 0.6816 + 4 /io(0.6889 - 0.6816) « 0.6845. 

Para la función f(x) = sen ,v la primera derivada es f'(x) = cosx, y la se- 
gunda derivada f"(x) = — senx. Obviamente, \f"(x) \ < 1, de modo que 
el error en el valor que se encontró para sen 0.754 como resultado dcl pro- 
cedimiento de interpolación lineal no cxccde de 1 x (0.01) 2 = 0.0001. A 
esta estimación del error debemos añadir posiblemente errores debidos a 
redondeos en los valores tabulados y en la interpolación. 

Puede compararsc este valor obtenido mediante interpolación lineal con 
cl valor quc sc obtcndría reemplazando la curva seno por su tangente en el 
punto * = 0.75. Tomando /'(0.75) = cos0.75 = 0.7317 de la tabla, se en- 
cuentra 
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sen 0.754 ~ /(0.75) + /'(0.75) (0.004) = sen 0.75 + 0.004 cos 0.75 

SS 0.6845. 

Nótese que el valor verdadero de sen 0.754 correcto para seis cifras sig- 
nificativas es 0.684560. 

k. Observaciones sobre aplicaciones a las ciencias naturales 

A1 aplicar las matemáticas a fcnómcnos naturales nunca se opera con 
cantidades conocidas en forma precisa. E1 que una longitud sea exactamente 
un metro es una cuestión que no puede ser decidida mediante ningún expe- 
rimento y que en consecuenc.ia no posee significado físico. Además, no existe 
significado físico al decir que la longitud de una varilla de material es 
racional o irracional; pucde ser medida siempre con cualquier grado de- 
seado de precisión mediante números racionales, y cl único problema signi- 
ficativo es el de si se puede manipular para efectuar tal medición utilizando 
números racionales con denominadores relativamcntc pequeños. Tal como 
la cuestión de racionalidad o de irracionalidad en el sentido riguroso de 
“matemáticas exactas” no posee significado físico, efectuar procesos de lími- 
te en las aplicaciones no es usualmente más que una idcalización mate- 
mática. 

E1 significado práctico —y sobresaliente— de tales idealizaciones estriba 
en el hccho de que a través de idealizaciones las expresiones analiticas se 
tornan esencialmcnte más sencillas y más manejables. Por ejemplo, es mu- 
cho más simple y más conveniente operar con la noción de velocidad ins- 
tantánea, la cual es función de un solo instante definido de tiempo, que 
con la noción dc velocidad promedio entre dos instantes diferentes. Sin tal 
idealización toda investigación científica de la Naturaleza estaria condenada 
a complicaciones irremediables y se atollaría desde el principio. 

No se tiene la intención de entrar en una discusión filosófica de la 
relación de las matemáticas con la rcalidad. Para un mejor entendimiento 
de la teoría se deberá destacar que en las aplicaciones se tiene el derecho de 
reemplazar una derivada por un cociente incremental y vice.versa, siempre 
que las diferencias sean suficientemente pequeñas para garantizar una aproxi- 
mación suficientemente cercana. E1 físico, el biólogo, el ingeniero, o cual- 
quier otro que tenga quc tratar con estas ideas en la práctica, tendrá por 
ello el derecho de idcntificar el cociente incremental con la derivada, den- 
tro de sus límites de precisión. Mientras menor sea el incremento h = dx 
de la variable independiente, con mayor precisión podrá representarse el 
incremento Ay = f{x + h) — f(x) mediante la diferencial dy = hf'(x). 
Mientras se mantenga, a sabiendas, dentro de los limites de precisión re- 
queridos por el problema, puede estarle permitido hablar de las cantidades 
dx = h y dy = hf'(x) como “infinitesimales”. Estas cantidades “físicamente 
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infinitesimales” poseen un significado preciso. Dichas cantidades son varia- 
bles con valores finitos, diferentes de cero y elegidos suficientemente peque- 
ños para la investigación dada; por ejemplo, menores que una parte fraccio- 
nal de una longitud de onda, o menores que la distancia entre dos electrones 
en un átomo; en general, menores que el grado de precisión requerido. 


2.9 La integral, la función primitiva y 

los teoremas fundamentales del cálculo 


a. La derivada de la integral 

Como se afirmó ya, la conexión entre integración y derivación es la pie- 
dra angular del cálculo diferencial e integral. 

Recordamos de la sección 2.4 que una integral indefinida de una fun- 
ción continua f(x) está definida como una función <¡>(x) del punto extremo 
superior de integración mediante la fórmula 

<}>(x) = ^ /(“) du > 

donde a era cualquier punto en el dominio de /. Se probará ahora: 

El Teorema Fundamental dei. CÁlculo (Primera Parte). La inte- 
gral indefinida <f>(x) de una función continua f(x) posee siempre una de- 
rivada <f>'(x) y, además, 

cf>'(x) = f(x). 

Esto es, la derivación de la integral indefinida de una función continua 
reproduce siempre el integrando: 


í ^ f(u) du = f(x). 

Este carácter inverso de las operaciones de derivación e integración es 
el hecho básico del cálculo. La demostración es una consecuencia inme- 
diata del teorema del valor medio del cálculo integral. De acuerdo con ese 
teorema, para cualesquiera valores de x y x + h del dominio de / se tiene 


<f>(x + h) - <}>(x) - 


S x+h 

. /( “ 


) du = hf(£), 


donde £ es algún valor en el intervalo con puntos extremos x y x + h. 
Para h tendiendo a cero el valor £ debe tender a x, de modo que 

<}>(x + h) — <}>(x) 


lím 


= lím/(|) = f(x), 


puesto que / es continua. Por lo tanto, <j> J (x) — f(x), como afirma el teo- 


rema. 
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Aplicaciones. (a) Puede utilizarse el teorema para encontrar deriva- 
das de algunas funciones introducidas anteriormente. E1 logaritmo natural 
se definió para a: > 0 mcdiante la integral indefinida 


log x = 



u 


Se sigue inmediatamente que 


d log a: _ 1 
dx x 


( b) Logaritmos más generales de una base arbitraria a fueron expre- 
sados en la forma 


log a X = 


log * 

log a 


Aplicando la regla para la derivada del producto de una constante y de 
una función se encuentra que 


( c) Se encontró que 


d , _ 1 

— log a X-¡-. 

dx x log a 



ax 


en el caso en que el exponente a es un entero o, más generalmente, un 
número racional. Puede ahora extenderse esta fórmula para a arbitrario. 
Para este propósito se recuerda la fórmula de integración 



1 

JTl 


(b 0+1 - a p+1 ), 


la cual se probó para cualquier pareja de números positivos a, b y cualquier 
J3=i¿= Si se remplaza aquí el límite superior b por la variable a: y se 
derivan ambos miembros respecto a x, se sigue, para a: > 0, que 


1 


dx J3 + 1 


(x 


, 0+1 _ ,, 0 + 1 ' 


Utilizando las reglas para la derivada de una suma y el producto de una 
constante por una función, podemos escribir este resultado en la forma 


1 


¡3 ■+■ 1 dx 


^0+1 


Sustituyendo a por ¡3 + 1, se obtiene la fórmula 

d 
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para cualquier J3 — 1, esto es, para «^¿0. Sin embargo, la fórmula tam- 
bién se cumple trivialmente para « = 0, pues cntonces x" = 1, y la derivada 
de una constante es cero. 

b. La función primitiva y su rclación con la integral 

lnversión de la dcrivaciún 

E1 teorema fundamcntal muestra que la integral indefinida <£(*), esto 
cs, la integral con un límitc superior variable x, de una función f(x), es 
una solución del siguicnte problema: Dada f(x) determinar una función 
F(x ) tal que 

F'(x)=f(x). 

Este problema requiere invertir el proceso de derivación. Es típico de los 
problcmas inversos quc ocurrcn en muchas partes de las matemáticas y 
que hcmos encontrado ya como un método matemático fructífero para 
generar nuevos conccptos. (Por cjcmplo, la primera extcnsión de la idea 
de los números naturales cstá sugerida por el desco de invcrtir ciertos pro- 
cesos eleinentales de Ia aritrnética. Nuevamente sc obtuvicron nuevos tipos 
de funcioncs de las inversas dc funciones conocidas.) 

Cualquier función F(x) tal que F'(x) =f(x), se denomina función 
primitiva de f(x), o, simplemente, una prirnitiva de f(x) ; esta terminología 
sugiere quc la función f (x) cs dcducida de F(x). 

Estc problema dc la inversión de la derivación, o de encontrar una 
función primitiva, es a primcra vista de un carácter bastante diferente al 
problema dc la integración. I.a primera parte del teorema fundamental dcl 
cálculo afirma, sin embargo: 

Toda integral indefinida f>(x) de la función f(x) es una primitiva de 
f(x). 

Empero, este rcsultado no resuelve completamente el problema de en- 
contrar las funciones primitivas. Pues no se sabe aún si se han encontrado 
todas las soluciones del problema. La pregunta acerca dcl conjunto de todas 
las funciones primitivas es contcstada por el siguiente teorcma, mencionado 
en ocasiones como segunda parte del teorema fundamental del cálculo di- 
ferencial e integral 

La diferencia de dos funciones primitivas F 2 (x) y F 2 (x) de la misma 
función f(x) es siempre una constante 

Fi(x) - F 2 (x) = c. 

Así, a partir de cualquier función prhnitiva F(x) pueden obtenerse todas 
las demás en la forma 

F(x) + c 
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mediante una elección adecuada de la constante c. Recíprocamente, para 
cada vaXor de la constante c la expresión F x (x) = F(x) + c representa una 
función primitiva de f(x). 

Es claro que para cualquier valor de la constante c la función F(x) + c 
es una función primitiva, siempre que la propia F(x) lo sea. Pues se tiene 
(ver p. 187) 

¿ [ F(*)+«] = ^W+^ = í'W =/(*)• 

Por tanto, para completar la demostración del teorema queda sólo por mos- 
trar que la diferencia de dos funciones primitivas F-¡.(x) y F 2 (x) es siempre 
constante. Con este fin, considérese la diferencia 

Fi(x) ~F 2 (x) =G(x). 

Claramente, 

G'(x) = Fi(x) - F 2 '(x) = f(x) - f(x) = 0. 

Sin embargo, se probó en la p. 199, a partir del teorema del valor medio 
del cálculo diferencial, que una función cuya derivada se hace cero en 
todas partes de un intervalo es una constante. Por lo tanto, G(x) es una 
constante c, y el teorema queda demostrado. 

Combinando las dos partes que se acaban de probar, puede formularse 
ahora el 

Teorema Fu ndamental del Cálculo. Toda función primitiva F(x) 
de una función dada f(x), continua en un interválo, puede ser representa- 
da en la forma 

F(x) = c + <¡>(x) = c + ^ f(u) du, 

donde c y a son constantes; y, recíprocamente, para cualesquiera valores 
constantes de a y c, elegidos arbitrariamente, 1 esta expresión repre¿enta 
siempre una función primitiva. 

Observaciones 

Es posible conjeturar que la constante c puede, en general, ser omitida 
debido a que variando el límite inferior a se varía la función primitiva 
mediante una constante aditiva; esto es, que todas las funciones primiti- 
vas son integrales indefinidas. Frecuentemente, sin embargo, no pueden 
obtenerse todas Ias funciones primitivas si se omite la c, como el ejemplo 
f(x) = 0 muestra. Para esta función la integral indefinida será siempre 
cero, independientemente del límite inferior; así, cualquier constante arbi- 

1 Siempre que a esté situado en el dominio de f. 
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traria es una función primitiva de f(x) = 0. Un segundo ejemplo es la 
función f(x) = y/x, la cual está definida sólo para valores no negativos 
de *. La integral indefinida es 

(f>(x) = ix Vi — ía y% , 

y se ve que no importa cómo se elija el límite inferior a; la integral inde- 
finida <f>(x) se obtiene siempre de í(x) y ' 2 añadiendo una constante — ia y * 
que es menor que o igual a cero; sin embargo, una función tal como 
$x y% + 1 es también una primitiva de \/-*\ Así, en la expresión general 
para la función primitiva no puede hacerse caso omiso de la constante adi- 
tiva arbitraria. 

La relación que se ha encontrado sugiere extender la noción de integral 
indefinida de modo que incluya todas las funciones primitivas. En lo suce- 

f* 

sivo toda expresión de la forma c <f>(x) = c + \ f(u)du se denominará 

una integral indefinida de f(x), y no se distinguirá más entre la función 
primitiva y la integral indefinida. Sin embargo, si el lector ha de poseer 
un correcto cntendimiento de las interrelaciones de estos conceptos, es abso- 
lutamente neccsario que tenga en mente que en primera instancia la inte- 
gración y la inversión de la derivación son dos cosas diferentes, y que es 
sólo el conociiniento de la relación entre ellas lo que da cl derecho de 
aplicar el término “integral indefinida” también a la función primitiva. 

Es bastante usual utilizar una notación la cual no es perfectamente 
clara sin comentario: se escribe 

F(x) = \ f(x) dx, 

cuando sc entiende que la función F(x) es de la forma 
F(x) = c + ^ f(u) du 

para constantes apropiadas c y a; esto es, se omite el límite superior a:, el 
límite inferior a y la constante aditiva c, y se utiliza la letra a; para la va- 
riable de integración. Estrictamente hablando, por supuesto, hay una pe- 
qucña incompatibilidad en utilizar la misma letra para la variable de 
integración y el límite superior de integración a: que es la variable indepen- 
diente en F(x). A1 usar la notación ff(x) dx no debe jamás perderse de 
vista la indeterminación asociada a ella, esto es, el hecho de que el símbolo 
denota siempre una de las funciones primitivas de / solamente. La fórmula 
F(x) =ff(x) dx es justamente una forma simbólica de escribir la rela- 
ción 


ÍF(x)=f(x). 
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c. E1 uso de la función primitiva para la 
evaluación de integrales definidas 


Supóngase que se conoce cualquíer función primitiva F(x) para la fun- 

S 6 

f(u) du. Se sabe 

que la integral indefinida 


4>(x) = ^ /(« 


) du, 


siendo también una primitiva de f(x), puede sólo diferir de F(x) por en 
constante aditiva. Por ello 

<}>(x) = F(x) + c, 

y la constante aditiva c está determinada de inmediato debido a que la 

integral indefinida <}>(x) = ^ f(u) du debe tomar el valor cero cuando 

x = a. Se obtiene así 0 = <}>(a) = F(a) + c, de lo cual se sigue que c = 
— F(a) y <}>(x) = F(x) — F(a). En particular, para el valor x = b se tie- 
ne la fórmula básica 

P f(u) du = F(b) — F(a), 

F(u) =l(u). 

Por ello, 

Si F(x) es cualquier función primitiva de la función continua f(x), 
la integral definida de f(x) entre los límites a y b es igual a la diferencia 
F(b) ~ F(a). 

Si se utiliza la relación F'(x) = f(x), esta consecuencia del teorema 
fundamental puede ser escrita en la forma 

(31) F(ó)-F(a)=j F'(x) dx = ^ dx = ^dF(x), 

donde ahora F(x) puede ser cualquier función con una derivada continua 
F'(x), y donde se utiliza la sugestiva notación simbólica dF(x) = F'(x) dx 
de Leibnitz. 

A1 aplicar nuestra regla, a menudo se utiliza una barra vertical para 
denotar la diferencia de valores en Ios puntos extremos, escribiéndose 

|6 


dF(x) 

dx 


dx = F(b) - F(a) = F(x) 
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Puede escribirse (31) en la forma 


(32) 


F(b) - F(a) _ 1 f 6 

b - a b - a) a 


F'(x) dx. 


Recordando la definición de la p. 163 relativa al promedio de una función 
en un intervalo, la regla afirma entonces que el cociente incremental de la 
función F(x) formado para los puntos a y b es igual a la media aritmética 
o promedio de la derivada de F(x) en el intervalo con puntos extremos 
a y b. Cuando se considcró el movimiento de una partícula sobre una recta, 
a la variación en distancia s dividida por la variación en tiempo t se le 
denominó “velocidad promedio”. Se ve ahora que en realidad As/At es 
precisamente el promedio de las velocidades ds/dt para el intervalo de 
tiempo dado, si t es la variable independiente utilizada al formar el pro- 
medio. 


RELACION entre los teoremas de valor medio 


La fórmula 


(33) F(b) - F(a) =^ f(x) dx 

que se cumple para cualquier función continua / y una de sus primitivas, 
F, hace también evidente la relación entre los teoremas del valor medio 
del cálculo integral (p. 163) y del cálculo diferencial (p. 194). Mediante 
el teorema del valor medio del cálculo integral se concluye de (33) que 


F(b) — F(a) = (b-a)f(í). 


Puesto que F es una primitiva de /, puede reemplazarse /(£) por F'(£) y 
obtenerse el teorema del valor medio del cálculo diferencial para la fun- 
ción F. Por supuesto, el requisito de que F posea derivada continua es más 
fuerte que el requisito del teorema del valor medio del cálculo diferencial, 
o sea, que la derivada simplemente exista. 


d. Ejemplos 

En el capítulo 3 se hará un uso extensivo del teorema fundamental al 
evaluar integrales. Por el momento se ilustra el método que está basado en 
la utilización de la fórmula 


dF(x) 

dx 


= F(b ) -F(«) 


mediante algunos ejemplos. 

En la p. 185 se dedujo la fórmula 


dx 


x = nx" 
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para enteros positivos n. Esta fórmula es, en realidad, una consecuencia 
trivial del teorema del binomio, puesto que 


— x n = \ím- [(x + h) n - x n ] 
dx o h 


= lím -I x” + nhx n ~ l + ^-y h 2 x n ~ 2 + 


l 

h~*0 h 


+ h n - x n 


= lím ( nx n - 1 + ^ hx n ~ 2 + • • • + h 71 - 1 ) 

h ->0 \ 2 / 

Integrando entre los límites a y b se encuentra que 

b 


• = nx ^- 1 




nx^ 1 dx = b n — ú¡”. 


Escribiendo m para n — 1 se obtiene la fórmula 

1 


dx = 


m + 1 




a^ 1 ) 


para enteros m > 0. Esta deducción de la expresión para la integral de x m 
es mucho más sencilla que la dada en la p. 153, la cual estuvo basada en 
una subdivisión geométrica del intervalo [a, b ]; además, el resultado es 
ahora, en verdad, más general puesto que podemos excluir de la hipótesis 
el que a y b sean positivos. 

Las fórmulas 


d sen x 


d cos a: 


— cosx. 


— sen x 


dx dx 

fueron obtenidas en la p. 186 aplicando los teoremas de adición para fun- 
ciones 

inmediatamente 


trigonométricas y utilizando lim( — — ) = 1. Integrando se obtiene 

h-* o \ h J 


i 


cos x dx = sen b — sen a, 


i 


sen x dx = cos a — cos b. 


Nuevamente, esta deducción de las fórmulas de integración a partir del 
teorema fundamental es más sencilla que aquélla basada en la definición 
de la integral definida considerando ésta como límite de una suma. 


Suplemento. La existencia de la integral definida de una 
función continua 

Se tiene todavía que demostrar el hecho de que la integral de una 
función f(x) entre los límites a y b (a < b) existe siempre que f(x) sea 
continua en el intervalo cerrado [a, b]. La demostración estará basada prin- 
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cipalmente en la continuidad uniforme de f(x) (véase p. 65) : para cual- 
quier e positivo dado los valores de / en dos puntos cualesquiera £ y r¡ del 
intervalo difieren en menos que e si £ y r¡ están suficientemente próximos 
entre sí; y el grado de proximidad depende solamente de e y es indepen- 
diente de £, rj; en otras palabras, existe un módulo uniforme de continuidad 
S(e) tal que |/(£) — f(-q) | < e para cualesquiera valores £, r¡ en \a, b] para 
los cuales |£ — r¡\ < S. 

La definición de integral como un límite dc sumas requiere que se sub- 
divida el intervalo [a, b ] en n partes mediante puntos sucesivos x 0 , x x , . . . , 
x n , donde x 0 — a, x n = b y < *i < ''' < x n . Sea S n un nombre para 
una particular subdivisión de [a, b], de este tipo, en n celdas. La fineza 
de la subdivisión será medida mediante la longitud de la mayor de las celdas 
resultantes, esto es, el máximo de las cantidades Ax^ — Xi — at{_i, la cual 
se denommará !a “norma” de S n . Debido a la continuidad uniforme de f, 
los valores de / en dos puntos cualesquiera de la misma celda difieren en 
menos que e tan pronto como la norma de S n sea mcnor que 8 — 8(e). 
Una suma de aproximación basada en la subdivisión S n se obtiene eligien- 
do un valor £{ en cada celda [*{_!, a:í] y formando 

Fn = ifdi) AXi. 

i=l 

Debemos probar que para la sucesión de subdivisiones con norma 
tendiendo a cero, las sumas F n convergen hacia un límite, el que se deno- 

f 6 

tará por \ f(x) dx, y que el valor de este límite no depende de la particular 

elección de las subdivisiones y de puntos intermedios £{. Para llevar a cabo 
la demostración se comparan primero los valores F n y F N pertenecientes a 
dos subdivisiones S n y S N , donde la norma de S n es menor que 8 y donde 
la subdivisión S N es un “refinamiento” de S n ; esto es, todos los puntos de 
subdivisión de S n aparecen cntre aquéllos de S N . En una notación modifi- 
cada apropiadamente se tienc 

Fn = '2f(vj) A yh 

f=t 

donde los valores y¡ son los puntos de subdivisión de S N , donde A y¡ = y¡ — 
Vi-i, y Vi est á- situado en el intervalo [y ? -i,y,]. Dos puntos de subdivisión 
sucesivos Xi-i y x^ de ó* n aparecen también entre los valores y ; , por ejemplo, 
*Í -1 = Jr-\, Xi — y». En S N la celda [>:{_!, a:»] cs cortada en intervalos, diga- 
mos, [y r -i,y r ], [y r ,yr + 1 ] 3 • . . , \y s -i,y g ], siendo 

2 f(vi) (yi ~ yi- 1 ) 

i=r 
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la contribución total a F N . Se compara ésta con la contribución a F n de la 
celda [xi-ijXi], dada por /(|i) (x t — xt-i), la cual puede ser escrita como 


2/(li) (y/ ~ y/-i) 

j-r 

(véase Fig. 2.33), y se encuentra para el valor absoluto de la diferencia 
de las contribuciones: 


2(f(vi) -f(ti)](y/-y/-i) 

j-r 


< (y/ ~ yz- 1 ) - £ (*i 

j=r 


Xi-i). 


Por lo tanto, sumando las diferencias de las contribuciones a F„ y F N para 
todas las celdas ^Cí] de S n , se encuentra la estimación 


| F n — F n \ < 2 c( x i ~ *i- 1 ) — e(b — d), 

Í = 1 

siempre que S n posea una norma menor que 8(e) y S N sea un refinamiento 
de S n . 

Si ahora S n y S m son dos subdivisiones cualesquiera, puede considerar§e 
la subdivisión S N formada por todos los puntos de subdivisión de S n junto 
con los de S m . Entonces, S N será un refinamiento tanto de S n como de S m . 



y r 

i i 

-i yj -1 _ y. > 

i , i i , i 

4 

1 1 

1 1 1 1 

1 s* 

a 


-1 *. 


¡ 

Hs* 

j 


Figura 2.33. 


Supóngase que S n y S m poseen norma menor que 8(e). Eligiendo cuales- 
quiera puntos intermedios ?-¡j de las celdas de S N para definir F N , se en- 
cuentra 

| Fn - F m I = | (F n - F n ) + (F n - F m ) I < |F„ - F n I + I F m - F N \ 

< 2 e(b - a). 

Se ve entonces que dos sumas de aproximación cualesquiera difieren 
arbitrariamente poco una de la otra, si las normas de las correspondientes 
subdivisiones son suficientemente pequeñas. Considérese ahora cualquier su- 
cesión dc subdivisiones cuyas normas tiendan a cero para n —> oo. Sean 
F n las correspondientes sumas de aproximación. Para cualquier e > 0 la 
norma de S n cs menor que 8(e) para todo n suficientemente grande,. Por 
lo tanto 

|Fn — F m \ <2 e(b — a) 

para n y m suficientemente grandes. Se sigue que la sucesión F n satisface el 
criterio de convergencia de Cauchy (véase p. í 20) * consecuentemente, 



216 Cálculo integral y diferencial 


Cap. 2 


lím F n — F 

n—*» 

existe. 

Queda por probar que el valor de lím F n no depende de las particulares 

subdivisiones y de los puntos intermedios. Si S n ' denota cualquier otra su- 
cesión de subdivisiones cuyas normas tienden a cero, entonces la suma 
correspondiente F n ' posee un límite F'. Puesto que 

\F n ' — F n \ < 2e(b — a) 

siempre que las normas de S n y S n ' sean menores que 8(e ), se encuentra 
para n—> oo que también [F — F'| < 2 e(b — a). Puesto que aquí e es un 
número positivo arbitrario, se sigue que F' = F. Por lo tanto, el límite F, 

que se denota por ^ f(x) dx, está determinado de manera única. 

La demostración de la existencia de la integral definida de una función 
continua queda así completamente terminada. 

Sumas de aproximación más generales. Nuestra demostración indica 
más claramente lo que es esencial en la aproximación de una integral me- 
diante una suma. Se hace evidente el hecho de que se podría formular un 
proceso de límite algo más general que conduzca también a la integral, 
y que la siguiente forma, más general, del teorema es cierta: /i no tiene 
que ser un valor de la función para que las sumas F n = £ fi Ax t converjan 
a la integral; en vez de esto es suficiente que |/{ — /(£i)| < 8(e) para 
algún punto £i en el intervalo [x{_i, xf\, donde S(e) —> 0 para e —» 0. 

Este aserto general es útil a menudo. Si, por ejemplo, f(x) = <}> (x) i ¡/ (x), 
entonces en vez de la suma 2 f(£v) Ax v , puede considerarse la suma más 
general 

2 ) i ¡/($ v ") aav, 

donde £/ y £ v " son dos puntos de la celda no necesariamcnte coincidcntes. 
Esta suma también tiende a la integral 

(•6 rs 

\ f(x) dx = \ cf>(x)\¡/(x) dx 

conforme n crece, siempre que la longitud de la máxima celda tienda a cero. 

Una propiedad similar vale para otras sumas formadas de manera aná- 
loga; por ejemplo, la suma 

2 A.v v 

V-l 

tiende a la integral 

^ \/<¡>(x) 2 + $(x) 2 dx. 
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Para probar estas propiedades se tiene solamente que probar que la variacion D 
en las sumas de aproximación debida a la desviación de £ v " con respecto a | v ' tien- 
de a cero en el límite. Esto es obvio en el primer ejemplo, donde la variacion en 
la suma de aproximación es 

D = 2*(Év')[*(€v") - vHSv')] A *v 
v=i 

Puesto que <p es acotada y \p uniformemente continua, D puede hacerse arbitraria- 
mente pequeña eligiendo celdas suficientemente pequeñas. 

La variación en la segunda suma está representada por 

D = 2 (V¿(! v ') 2 + vKlv") 2 ~ V0(y) 2 + \p{ lv') 2 ) A V 
v=l 

Utilizando la desigualdad del triángulo aplicada al triangulo con vertices (a, 0), 
(0, b), (0, c) en la forma | Va 2 + ó 2 ’- Va 2 + c 2 | < \b - c\, se encuentra que 

| V <P(i v ') 2 + ’/'(lv ") 2 ~ V </>(! v ') 2 + ^(!v') 2 l ^ Iví'ÍSv") ~ V'(?v )l 
de la que se sigue inmediatamente que D tiende a cero. 


PROBLEMAS 


SECCION 2.1, página 142 

1. Sea f una función monótona positiva definida en [ a, b ], donde 0 < a < b. 
Sea <p la inversa de / y sean a = f(a), /3 = f(b). Utilizando la interpretación de la 
integral como un área, mostrar que 

C <p(y) dy — bf¡ — aa — ^ f(x) dx. 


SECCION 2.2, página 150 

1. Probar para cualquier número natural p que 


xP dx 


1 

- (fcp+i _ aP+i)^ 

P + 1 


utilizando una subdivisión de [a, b ] en celdas de igual longitud. Emplear las técnicas 
del capítulo 1, problemas diversos 5 a 12, para evaluar las sumas de aproxima- 
ción F n . 

r 6 

2. Deducir la fórmula para \ x ní dx, a, b > 0, donde a es racional y negativo; 

por ejemplo, a= —r/s, siendo r y s números naturales. (Sugerencia: Hágase 
q-i/s — Tj donde q = ^/b/a.) 


3. Por el método utilizado para encontrar la integral de sen x, deducir la 
fórmula 

' 6 

cos x dx = sen b — sen a. 


í: 


4. Hacer una aseveración general relativa a \ f(x) dx cuando f(x) es: ( a) 


una función impar, y (b) una función par. 
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r tt /2 rn/2 

5. Calcular \ sen x dx y \ cos x dx. Explicar con argumentos geométricos 


por qué éstas deben ser iguales. Además, explicar por qué 


+ r6 + 2 it 

sen x dx = l 
a J b 


sen x dx = \ cos x dx 

J b 

para todos los valores de a y b. 

( a 

6. ( a) Evaluar / n — \ x x / n dx. ¿ Qué es lím/ n ? Interpretar geométricamente. 

J 0 n-*« 

( b) Hacer lo mismo para /„ -- 

7. Evaluar 


ra 

\ x n dx. 


/, 1 

1 \ 

( 1 + — + • 

+ — I 

\ V 2 

Vrt / 


lím 

n~»oo 

SECCION 2.3, página 158 

*1. Desigualdad de Cauchy para integrales. Probar que para todas las funcio- 
nes continuas f(x), g(x), es 


^ [f(x)y-dx ^ [g(x)r~dx > ^ 
itinua y 

S 


f(x)g(x) dx 


y 


*2. Probar que si f(x) es continua y 


/(*) “ \ /«) dt, 

o 

entonccs f(x) cs idénticamcntc cero. 

*3. Sea f (x) continua cn el sentido de Lipschitz en [0, 1]; esto es 
1/00 - f(y)\<M\x - y\ 

para todo x, y en el intervalo. Probar que 

M 




I 1 < 


2n 


SECCION 2.5, página 167 
1. Probar que 

, P . P ~ Q , - . 

log- < —(<? < P). 
q V pq 

(Sugerencia: Aplicar la desigualdad de Cauchy, Problema 1.) 

du, donde x > — 1. 


2. ( a) Verificar que log (1 4 ■ x) = 

( b ) Mostrar para x > 0 que 


Í'-L-. 

J. 1 + “ 


X-— < log (1 + x) < X. 
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'( c) Más generalmente, mostrar para U < x < 1 que 


x ¿ x d 

x -f- •— 

2 3 


— <io g( i + ,)<*- T + T 


2 n + 1 


(Sugerencia: Comparar 1/(1 + u) con una progresión geométrica.) 

SECCION 2.6, página 171 

1. ( a) Probar que 

r 

I e x dx = e h — e a 

utilizando una subdivisión de [ a, ¿] en celdas iguales. Sugerencia: Aplicar también 

log a = lím n ( V a — 1). 
n >« 

lo g x dx. (Véase sección 2.1, problema 1.) 

a 

(c) Mostrar para x > 0 que 

x2 %n %2 

l+* + — +••■+ — <e*<l+x + — + •••+ — + -—— ; • 

2 ! n! 2! n ! (n + 1)! 

r 

(Sugerencia: Obtener estimaciones superiores e inferiores para 1 e u du e integrar 

J° 

repetidamente.) 

Obtener estimaciones del mismo tipo para e x cuando x < 0. 

SECCION 2.8c, página 184 

Calcular las derivadas dc las siguientes funciones dondequiera que estén defini- 
das, directamente como el límite de sus cocientes de incrementos. 

1. tan x. 

2. sec 2 x. 

3. sen V*- 

4. V sen x. 


6. sen - 
x 


7. x a , donde a es racional y negativo. 


SECCION 2.8i, página 196 

1. Mostrar que x > sen x para x positivo y x < tan x para x en 



2. Si f(x) es continua y derivable para a < x < b, mostrar que si f' (x) < 0 
para a < x < £ y f' (x) > 0 para i <( x < b, la función nunca es menor que /(£)• 

*3. Si la función contir.ua f(x) posee derivada f'(x) en cada punto x de una 
vecindad de x = i, y si f'(x) se aproxima a un límite L conforme x—> i, entonces 
f'(Í) existe y es igual a L. 
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*4. Sea f(x) definida y derivable en todo el eje x. Mostrar que si /(0) = 0 y 
en todas partes es |/'(a:)| < |/ (at) |, entonces f(x) = 0 idénticamente. 

SECCION 2.9, página 206 

*1. Si una partícula recorre una distancia 1 en un tiempo 1, partiendo del re- 
poso y terminando también en reposo, entonces en algún punto del intervalo deberá 
haber estado sujeta a una aceleración igua! a 4 o más. 

SUPLEMENTO, página 213. Existencia de la Integral Indefinida. 

1. Sea f(x) definida y acotada en [a, b]. Se definen la suma superior 2 y la 
suma inferior a para la subdivisión 

a = x 0 < x x < x 2 - ■ ■ <x n = b 

como 

2 = VAfjAx,-, a = y¡, m¿ Ax¿, 

»=i i=i 

dondc A/¿ cs el extremo superior y es el extremo inferior de f(x) en la celda 

(a) Mostrar que en cualquier refinamiento de una subdivisión la suma superior 
decrece o bien pcrmanece invariable; y que, análogamente, la suma inferior crece 
o bien pcrmanece invariable. 

( b ) Probar que cada suma superior es mayor que o igual a cada suma inferior. 

( c ) La integral superior de Darboux F + está definida como el extremo in- 
ferior de las sumas superiores, y la integral inferior de Darboux F~, como el ex- 
tremo superior dc las sumas inferiores, sobre todas las subdivisiones. De (b), F+ > F~. 
Si F + = F~, al valor común se le denomina integral de Darboux de /. Probar que 
la integral de Darboux dc / es en rcalidad la intcgral de Riemann ordinaria; ade- 
más, mostrar que la intcgral de Riemann existe si y sólo si las integrales superior 
e inferior de Darboux existen y son iguales. 

2. Sea f(x) una función monótona definida en [a, b]. 

(a) Mostrar que la diferencia cntre las sumas superior e inferior para una sub- 
división en n celdas iguales está dada exactamente por 

Z — a = I f(b) — f(a) | (b - a)/n. 

y explicar este resultado geométricamente. 

(b) Usar el rcsultado de (a) para probar que la integral de Darboux existe. 

( c) Estimar 2 — a en términos de f(a), f(b) y la amplitud de la subdivisión 
si las ccldas de la subdivisión pueden ser desiguales. 

(d) En la mayor parte de los casos f(x), si no es monótona, puede escribirse 
como la suma de funciones monótonas, f(x) = <p(x ) + <p(x), donde <f> es no cre- 
ciente y p no decreciente. Estimar las diferencias entre las sumas superior e inferior 
en ese caso. 

3. Mcstrar que si f(x) posee derivada continua cn el intervalo cerrado [a, b], 
cntonces f(x) puede escribirse comu la suma de funciones monótonas como en el 
problema 2 d. 


PROBLEMAS DIVERSOS 
1. Probar que 


(«) 



16 

1) 2 dx = —; 

15 


(b) (- 1 ) 


i 


(x* 


1) n dx = 


2 2n+1 (n!) 2 
"( 2 n + 1 )! 
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2 . 


Probar para el coeficiente binomial 



que 


(w + 1) j *k(l — x) n ~ h dx 

*3. Si f(x) posee una derivada f'(x) (no necesariamente continua) en cada 
punto x de a < x < b, y si f’(x) toma Ios valores m y M, también toma cualquier 
valor (i entre m y M. 

4. Si f" (x) > 0 para todos los valores de ,* en a < x < b, la gráfica de 
y — f(x) está situada sobre o por encima de la línea tangente en cualquier punto 
X = y = /(£) de la gráfica. 

5. Si f"(x) > 0 para todos los valores de a; en u < x < b, la gráfica de 
y = / (x) en el interv'alo x x < x < x 2 está situada por debajo del segmento de recta 
que une los dos puntos de la gráfica para los cuales x = x x , x — x 2 . 




a c- 4 "t \ n * t ( x i + ^2 \ . /(*i) + f(x 2 ) 

6. Si / (x) > 0, entonces / I -— I <- 

\ 2 / 2 

*7. Sea f(x) una función tal que f"(x) > 0 para todos los valores de x y sea 
u — u(t) una función continua arbitraria. Entonces 


-\ f[n(t)]dt>f (ir u(t) dt 

a j o \ a j ° 

8. (a) Derivar directamente y escribir abajo las fórmulas correspondientes de 

integración: (i) x v *; (ii) tan x. 

(b) Evaluar 



w 1 I , „ V ¿TT llrr 

lim -11 + sec 2 - (- sec 2 -1.|- scc 2 - - 

oo n \ 4n 4n 4n 

9. Sea f(x) una función que posee dcrivadas primera y segunda para todos los 
valores reales de x. Probar que si f(x) es positiva en todas partes y cóncava, en- 
tonces f(x) es constante. 
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Las técnicas del cálculo 


Parte A Derivación e integración de las funciones elementales 

3.1 Las reglas más simples para derivar, y sus aplicaciones 

Aún cuando los problemas de integración son usualmente de mayor 
importancia que los de diferenciación, estos últimos ofrecen menor difi- 
cultad formal que los primeros. Por cllo es natural el procedimiento de 
conocer a fondo el arte dc derivar la más amplia clase posible de funciones; 
entonces, por el teorema fundamental (sección 2.9), los resultados de la 
derivación estarán disponibles para la evaluación de integrales. En las si- 
guientes secciones continuaremos tales aplicaciones del teorema fundamcn- 
tal. Hasta cierto punto se hará un nuevo comienzo y se desarrollarán las 
técnicas de intcgración sistemáticamente sobre la base de ciertas reglas 
generales para la diferenciación. 


a. Reglas de la derivación 

Se supone que en el intervalo bajo consideración las funciones j(x) y 
g(x) son derivables; entonces las siguientes reglas son básicas. 

Regla 1. Multiplicación por una constante. Para cualquier constante 
c, la función <p(x) — cj(x) es derivable, y es 

(1) (x) = cf'(x) 

La demostración, trivial, fue dada en el capítulo 2, p. 187. 

Regla 2. Derivada de una suma. Si j>(x) = j(x) + g(x), entonces 
<f>(x) es derivable y es 

(2) <¡>'(x) = f(x) + g'(x); 


223 
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csto es, las operaciones de derivación y adición son intercambiabíes. Lo 
mismo se cumple para la suma de un número finito n de funciones deri- 
vables, 

<l>{x) = 2/v(*), 

v i 

para la cual se obtiene 

4>'(x) =2//(*)• 

v=l 

La demostración es obvia a partir de la definición de derivada. 


Regla 3. Derivada de un producto. Si <¡>{x) = f{x)g{x), entonces 
</>(*) es derivable y es 

(3) <f>'(x) - f{x)g'(x) + g(x)f'(x). 

La deinostración se sigue a partir de la ecuación 

<í>(x + h) - <f>(x) _ f(x + h)g(x + h) - f(x)g(x ) 
h h 


t, , ,, + ~ g(*) , 1(x + h) - j(x) 

f(x -b /i)- t -+ g(*) - r - 


Tomando el límite cn csta expresión para h —>0 se obtiene la Ec. (3). 

Esta fórmula se vuclve más clara si se divide 1 por <}>(x) = f(x)g(x). 
Se obtiene entonces 

<j> '(x) __ f'(x) gf(x) 

<h(x) f(x) g(x)' 

Utilizando la notación de diferenciaies (capítulo 2, p. 200), puede tam- 
bicn reescribirse la Ec. (3) como 

d(fg) = fdg + gdf. 

Por inducción se obtiene para la derivada de un producto de n facto- 
res una expresión que consiste de n términos, cada uno de los cuales consta 
de la derivada de un factor multiplicada por todos los otros factores del 
producto original: 

4>'(x) = 4zUi(x)h(x) • ■ fn(x )] 


= U'(x)fz(x) ■ ■ ■ fn(x) + fi(x)U f (x)U(x) ■ ■ ■ f„(x) 

H-+ U(X)U(X) ’ ' ' fn'(x) 


2//(x) 


4>(x) 

fv(x) ’ 


Dcbe, por supucsto, suponerse que <p{x) en ninguna parte es igual a cero. 
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o bien, dividiendo por <j>(x) = fi(x)f 2 (x) • ■ • f n (x), 

*'(*) = 0 , iA*)_ = * JVW 

0(*) A(*) /s(«) fn{x) hfv{x)’ 

la cual es válida donde se tenga <¡>(x) =£0. 

Mediante la aplicación repetida de la regla para la derivada de un pro- 
ducto pueden obtenerse también fórmulas para la segunda derivada y deri- 
vadas de órdenes superiores. Para la segunda derivada se tiene 


d*fg _ d_ 

dx 2 dx 

_ d_ 

dx 





dx 2 dx dx dx 2 


Regla de Leibnitz. E1 lector deberá probar por inducción que la n-ési- 
ma derivada de un producto puede encontrarse de acuerdo con la siguiente 
regla (regla de Leibnitz) : 


3 n d n e 

-r; (/*)=/jí + . 

dx n dx n \í 


n\ df d n ' x g 
dx dx n ~ x 


n\ d 2 fd n ~ ¿ g 


2/ dx 2 dx n 2 


/ R \ d^fdg d n f 
\n — 1/ dx n ~ x dx dx 11 

Aquí — n > ^ o ^ — [n(7z — l)]/2!, etc., denotan los coeficientes 


binomiales. 


Regla 4. Derivada de un cociente. Para un cociente 


<j>{x) 


f(x) 

g(x) 


se cumple la siguiente regla: La función <j>(x) es derivable en cada punto 
en el cual g(x) no se hace cero, y 


(4) 


<j>'(x) 


g(x)f(x) - g(x)f(x) 

fe (*)] 2 


Si <j>(x) esto puede ser cscrito como 

4>'(x) _ f(x) _ g'(x) 
$(x) f(x) g(x) 
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demostración. Si se suponc la derivabilidad de puede aplicarse 

la regla de un producto a f(x) — <j>(x)g(x) y concluir que 


f(x) -4>(x)g'(x) +g(x)<j/(x). 

Mediante la substitución de f(x) fg(x) en vez de <J>(x) en la derecha y 
despejando <p'(x), se obtiene la regla 4. 

Puedc probarse la derivabilidad de <p(x) así como la regla, si se escribe 


4>(x -b h) - <¡>(x) 
h 


f(x + h) _ f(x) 


g(x + h) 

g(x) 

h 


g(x) 

f(x + h) - f(x) 

h 


g(x + h) - g(x) 
h 


g(x)g(x + h) 


/(•v) 


Si ahora sc hacc h tender a cero se obtiene el rcsultado establecido, pues, 
jjor hipótesis, cl denominador no tiende a cero sino al límite [g(x)] 2 , y los 
dos términos del numerador poseen límites g(x)f'(x) y gf(x)f(x) respec- 
tivamcntc. Esto prueba tanto la cxistcncia del hmite en el miembro izquierdo 
como la fórmula de derivación. 


b. Derivación de las funciones racionales 
Primero, se deduce una vez más la fórmula 

d 

— x n = iix nl 
dx 

para todo entero positivo n, invocando la regla para derivar un producto. 
Considérese x n como un producto de n factores, x n = x ■ ■ ■ x, y obténgase así 

d 

-~-x n — 1 • x”* 1 + 1 ■ x" -1 + • • • + 1 • a"' 1 = nx n ~ l . 
dx 

La segunda derivada de la función x n se sigue a partir de esta fórmula y 
la Ec. (1) : 

d 2 

—— x n = n(n — \)x n - 2 . 
dx~ 

Continuando, se obtienen las derivadas de órdenes superiores 
d 3 

—- x n — n (n — 1) (n — 2) * n " 3 


d n 

—— x n = 1 • 2 • • n = n !. 
dx n 
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A partir de la última de estas fórmulas es claro que la rz-ésima derivada 
de x n es una constante, mientras que la (n + l)-ésima derivada se hace 
cero en todas partes. 

Utilizando las dos primeras reglas y la regla para derivar potencias pue- 
de derivarse cualquier polinomio y = a 0 + a x x + a 2 * 2 + • • • + a^x 71 , obte- 
niéndose 

y — a i + 2 a 2 x + 3 a.-¿x 2 + • • • + na n +'~ 1 ; 

además, 

y f/ = 2n 2 + 3'2 a^x + 4 • 3a x x~ + • • + n(n — 1) cc n x n ~' ¿ , 
y así sucesivamente. 

La derivada de cualquier función racional puede encontrarse ahora con 
la ayuda de la regla dcl cociente. En particular, se deduce nuevamente la 
fórmula de derivación para la función x n , donde n = — m es un entero 
negativo. La aplicación de la regla del cociente, junto con el hecho de que 
la derivada de una constante es igual a cero, da el resultado 

(d/dx) (í/x m ) = -m+'/í* = —m/x m+i ; 
o bien, si se toma m — ~n, 

d 

— x n — nx n ~ x , 
dx 

que coincide formalmcnte con el resultado para valores positivos de n y 
con los resultados dados anteriormente (p. 186). 


c. Derivación de las funciones trigonométricas 

Para las funciones trigonométricas sen x y cos x se han obtenida ya 
(p. 186) las fórmulas de derivación 

d d 

— sen x = cos x y — cos a: = — sen x. 
dx dx 


La regla del cociente nos permite ahora derivar las funciones 


sen x cos a: 

y = tan x = - y y — cot x —-. 

cos x sen a: 
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Análogamente, se obtiene 


— cot X = —-= — cosec 2 x = — (1 + cot 2 x). 

dx sen 2 x 


A las fórmulas de derivación para sen x, cos x, tan x y cot x correspon- 
den las siguientes fórmulas de integración: 


\ 

1 , 

-- dx = tan x, 

cos 2 x 

A partir de estas fórmulas se obtiene, por medio de la regla fundamental 
de la sección 2.9, p. 211, el valor de la integral definida, entre límites 
cualesquiera, siendo la única restricción el hecho de que cuando las dos 
últimas fórmulas son utilizadas el intervalo de integración no debe conte- 
ner punto alguno de discontinuidad del integrando, tal como un múltiplo 
impar de 7r/2 en el primer caso y un múltiplo par de tt/2 en segundo. Por 
ejemplo, 


sen x dx = — cos x, 

^-- dx = — cot x. 


sen - x 


cos x dx = sen x 


= sen 


sen a. 


3.2 La derivada de la función inversa 

a. Fórmula general 

Hemos visto en la p. 69 que una función continua y = f(x) posee una 
inversa continua en todo intervalo en el cual aquélla es monótona. Pre- 
cisamente: 

Si a < x < b es un intervalo en el cual la función continua y = f(x) 
es monótona, y si f(a) = a y f(b) = (3, entonces f posee una función in- 
versa que es continua y monótona en el intervalo entre a y (3. 

Como se hizo notar en la p. 198, el signo de la derivada proporciona 
un criterio simplc para ver cuándo una función es monótona y posee por 
consiguiente una inversa. Una función derivable es continua y será monó- 
tona creciente en un intervalo donde f(x) sea mayor que cero, y monótona 
decreciente en un intervalo en el cual f(x) sea en todas partes menor que 
cero. 

Se caracterizará ahora Ia derivada de Ia función inversa probando el 
siguiente teorema. 

Teorf.ma. Si la función y = f(x) es derivable en el intervalo a < x < b 
y si f (x) > 0, o bien f(x) < 0, en todo el intervalo, entonces la función 
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inversa x — <¡>{y) posee también una derivada en cada punto interior de 
su intervalo de definición: la derivada de y — f(x) y la de su inversa 
x = <f>(y) satisfacen la relación f'(x) * <}/(y) = 1 en valores x, y corres- 
pondientes. 

Esta relación puede también expresarse en la forma 


(5) 


dy __ 1 
dx dx 
dy 


Esta última fórmula nuevamente ilustra lo adecuado de la notación de 
Leibnitz: el cociente simbólico dy/dx puede ser tratado en las fórmulas 
como si fuera realmente una fracción. 


demostración. La demostración del teorema es sencilla. Escribiendo 
la derivada como el límite de un cociente de incrementos, se tiene 


/ = f'(x) líin —- - líin 

j\X-*0 Ax *!-»* X-j. X 

donde x e y = f(x), y x x e y^ = f(xf), respectivamente denotan parejas de 
valores correspondientes. Por hipótesis el primero de estos valores límite 
no es igual a cero. Debido a la continuidad de y = f(x) y x = <¡>(y), las 
rclaciones y t —» y y -> x son equivalentes. Por tanto, el valor límite 


lím 

x 


Xx — .V 

yi-y 


x t — X 
Jim - 

yi ~ y 


existe y es igual a \/f(x). Por otra parte, el valor límite en el miembro 
derecho es por definición la derivada <f>'(y) de la función inversa <f>(y), y 
nuestra fórmula queda probada. 

E1 sencillo significado geométrico de la fórmula está mostrado clara- 
mente en la Fig. 3.1. La tangente a la curva y = f(x), o bien x = <f>(y), 
forma un ángulo <x con el eje positivo x y un ángulo (3 con el eje positivo 
y\ y, a partir de la interpretación geométrica de la derivada de una función 
como la pendiente de la tangente, se tiene 


f(x) tan a, <f>'(y) = tan/?. 

Puesto que la suma de los ángulos a y /3 es 7 t/ 2, tanatan/3 = 1, y 
esta relación es exactamente equivalente a nuestra fórmula de derivación. 


Puntos críticos 

Hasta ahora se ha supuesto expresamente que f(x) > 0, o bien 
f'(x) < 0, esto es, que f(x) nunca es cero. ¿Qué sucede entonces si 
f(x) =0? Si f(x) =0 en todas partes de un intervalo, entonces / es 
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y 



Figura 3.1 Derivación de la función inversa. 


y 



Figura 3.2 Parábola. 
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constante en él, y consecuentemente no posee inversa debido a que el mismo 
valor de y corresponde a todos los valores de x en el intervalo. Si f'(x) = 0 
solamente en puntos “críticos” aislados (y si f(x) se supone continua), 
entonces se tienen dos casos, según que al pasar por estos puntos f(x) cam- 
bie o no de signo. En el primer caso este punto separa una región donde 
la func.ión es monótona creciente de otra donde es monótona decreciente. 
En la vecindad de uno de tales puntos no puede haber función inversa 
univaluada. En el segundo caso, el que la derivada se haga cero no con- 


.v 



tradice el carácter monótono de la función y = f(x), de modo que existe 
una función inversa univaluada. Sin embargo, la función inversa ya no 
sigue siendo derivable en el correspondiente punto; de hecho, la derivada 
es allí infinita. Las funciones y = x 2 e y = x z en el punto x = 0 ofrecen 
ejemplos de los dos tipos. La Fig. 3.2 y la Fig. 3.3 ilustran el compor- 
tamiento de las dos funciones al pasar por el origen, y al mismo tiempo 
muestran que la función y = x 3 posee una inversa univaluada, mientras 
que la otra función, y = x 2 , no. 
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b. La inversa de la n-ésima potencia: la n-ésima raíz 


E1 ejemplo más sencillo lo constituye la inversa de la función y = x n 
para enteros positivos n; primero se suponen valores positivos de x, por lo 
tanto también y > 0. Bajo estas condiciones yf es siempre positivo, de modo 
que para todos los valores positivos de y puede formarse la función inversa 
única 


x — yy = y 1/n . 


La derivada de esta función inversa se obtiene inmediatamente por la re- 
gla general anterior como sigue: 

£ y' /n ) = £ = _±_ = _£_ = i i _ i 

dy dy dy/dx nx n ~ x n y (n_1)/n n 

Si se cambia ahora la notación y se denota nuevamente la variable indepen- 
diente j or x, puede finalmente escribirse 


dyx 


dx 



1 

— x 
n 


(i/n)-i 

3 


que coincide con el resultado obtenido en la p. 185. 

Para n > 1, el punto x — 0 requiere una consideración especial. Si x se 
aproxima a cero a través de valores positivos, d(x 1/n ) /dx crecerá obviamen- 
te más allá de toda cota; esto corresponde al hecho de que para n > 1 la 
derivada de la n-ésima potencia f(x) = x n se hace cero en el origen. Geo- 
métricamente esto significa que las curvas y = x 1/n para n > 1 tocan el eje 
y en el origen (véase Fig. 1.35, p. 72). 

Se deberá notar que para valores impares de n la suposición x > 0 puede 
omitirse y la función y = x n es monótona y posee una inversa sobre todo el 
dominio de números reales. La fórmula 


dWy)_ 

dy 


(1 /n)y (1/n)_1 


se sigue cumpliendo para valores negativos de y, pero para x = 0, con n > 1, 
se tiene d(x n )/dx = 0, que corresponde a una derivada infinita dx/dy de 
la función inversa en el punto y = 0. 


c. Las funciones trigonométricas inversas—Multivalencia 

Para formar las inversas de las funciones trigonométricas nuevamente se 
consideran las gráficas 1 de sen x, cos x, tan x, y cot x. Se ve de inmediato 
a partir de las Figs. 1.37, p. 74 y 1.38, p. 74, que para cada una de estas 

1 La representación gráfica ayudará al lector a superar las ligeras dificultades 
inherentes a la discusión de la “multivalencia” de las funciones inversas. 
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funciones es necesario seleccionar un intervalo definido si va a hablarse de 
una inversa única, pues las rectas y — c paralelas al eje x cortan a las curvas 
en un número infinito de puntos. 

El seno y el coseno inversos 

Para la función y — sen a; (Fig. 3.4), la derivada yf — cosx es positiva 
en el intervalo — tt/2 < x < tt/2. En este intervalo y = sen .v posee una fun- 
ción inversa que denotamos por 1 

a: = arc sen y 

(léase arco senoy; esto significa el ángulo cuyo seno tiene el valor y ). Esta 
función crece monótonamente de — 7r/2 a +7 t/ 2 conforme y recorre el in- 
tervalo de —1 a +1. Si se desea destacar que estamos considerando la fun- 


y 



Figura 3.4 Gráfica dc y — sen x (el valor principal está indicado 
por una curva llena). 


ción inversa del seno en este intervalo particular, se habla del valor principal 
del arco seno. Para algún otro intervalo en el cual sen a: es monótona, por 
ejemplo, el intervalo +7r/2 < x < 3ir/2, se obtiene otra inversa o “rama >> 
del arco seno. Sin la especificación exacta del intervalo en el cual los valores 
de la función inversa deban estar situados, el símbolo arco seno no re- 
presenta una función bien definida sino que, de hecho, denota un número 
infinito de valores. 2 

La multivalencia de arc sen y está descripta por Ia propiedad: A cual- 
quier valor y del seno le corresponde no sólo un ángulo a: específico sino 
también cualquier ángulo de la forma 2k-x + x, o bien (2k + 1 )-rr — x, don- 
de k es cualquier entero (véase Fig. 3.4). 

1 La notación simbólica x = sen ~ 1 y es utilizada también cuando no existe peli- 
gro de confusión con la función recíproca 1/senA:. 

2 A veces llamada vagamente función multivaluada. 
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Figura 3.5 Gráfica de y — arc sen x (el valor principal está indicado 
por una curva llena). 

La derivada de la función x — arc sen y se obtiene a partir de la Ec. (5) 
como sigue: 

dx 11 1 1 

dy y cos .v ±: yj 1 — sen 2 .v ± y 1 1 — y~ 

donde la raí/. cuadrada ha dc toinarse como positiva si nos restringimos al 
primer intervalo inencionado, esto es, --/2 < .v < 7 t/2. t 

Finalmente, cambiamos cl nombrc dc la variable independiente, de y 
al comúnmente usado x (Fig. 3.5) ; cntonccs la derivada de arc sen .* está 
expresada por 

1 Si, en vez de éste, se hubiese elegido el intervalo ir/2 < x < 3ir/2, correspon- 
dicnte a la substitución de v por x + v, se habría tenido que utilizar Ia raíz cua- 
drada negativa, puesto que cos * es negativo en este intcrvalo. 
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d 1 

— arc sen x- - . 

dx V1 — x 2 

Aquí se supone que arc sen cs el valor principal que está situado entre 
— 7 t/ 2 y +7r/2, y el signo de la raíz cuadrada es elegido positivo. 


y 



Figura 3.6 Gráfica dc y — arc cos x (el valor principal está indicado 
por una curva Ilena). 

Para la función inversa de y = cos x, denotada (después de intercambiar 
nuevamente los nombres x e y) por arc cos x, se obtiene la fórmula 

d 1 

— arc cos x = zp — - 
dx \/1 — x 2 

cxactamcntc dc la misma manera. Aquí se toma el signo negativo de la 
raíz si el valor dc arccosx se toma en el intervalo entre 0 y tt (no entre 
— 7 t/ 2 y +7r/2, corno en el caso de arcsenx) (véase Fig. 3.6). 

Las derivadas se vuclven infinitas al aproximarse a los puntos extremos 
x ~ — 1 y x — rl, lo cual corresponde al hecho de que las gráficas del 
seno inverso y del coseno inverso ticnen tangentes verticales en estos puntos. 
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Tangente y cotangente inversas 

Las funcioncs inversas de la tangente y de la cotangente se tratan en 
forma análoga. La función y — tan x, que posce en todas partes una deri- 
vada positiva l/cos 2 .v para x^Ltt/2 + kn, posee una inversa única en el 
intervalo — ~/2 < v < n/2. Denominamos a esta función inversa (la Rama 
Principal dc) x — arctany. Se ve de inmediato a partir de la Fig. 3.7 
que para cada v pudo haberse elegido en vez de y cualesquiera de los 



Figura 3.7 Gráfica de y = arc tan x (la curva llena para el valor principal). 


valores y + kn (dondc k cs un entcro). Análogamente, la función y = cot v 
posee una inversa x = arc cot y que está determinada de manera única si 
sc exige que su valor esté situado en el intervalo de 0 a 7r; si no, la multi- 
valencia de arc cot .v es la misma que para arc tan x. 

Las fórmulas de derivación son como sigue: 


dx 


1 


1 


1 


v = arc tan y, — 


v = arc cot y, 


dy dy/dx 
dx 
dy 


= COS“ V = 


1 + tan 2 .v 
1 


1 + y 2 ’ 
1 


— sen- v — 


1 + cot 2 v 1 + y 2 ’ 

o, finalmente, si denotamos nucvamente Ia variable independiente por v. 


d 

— arc tan v = 
dx 


1 

1 + x 2 ’ 


1 

1 + V 2 ' 


d 

— arc cot v = 
dx 
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d. Las fórmulas integrales correspondientes 


Expresadas en términos de integrales indefinidas, las fórmulas que se 
acaban de deducir se escriben como sigue: 


S 

s 


1 

— — dx — arc sen x, 

V1 - .V 2 

1 

- dx = arc tan 

1 + x 2 


f 1 

\ — - dx = — arc cos x, 

J ~ 

--- dx = — arc cot 

1 + 


Aún cuando las dos fórmulas de cada fila expresan diferentes funciones 
mediante integrales indefinidas idénticas, no hay contradicción entre ellas. 
En efecto, ilustran lo que se aprendió anteriormente (ver sección 2.9), a 
saber: que todas las integrales indefinidas de la misma función difieren 
solamente cn constantes. Aquí las constantes son tt/2 puesto que arccosA: + 
arc sen x = -n/2, arc tan x + arc cot a: = 7r/2. 

Las fórmulas para integrales indefinidas pueden aplicarse de inmediato 
para encontrar integrales definidas, como en la p. 165. En particular, 


S 


b 

a 


dx 

—-—- = arc sen x 
1 + x 2 


b 

a 


= arc tan b — arc tan a. 


Si se hacen a — 0, b — 1 y se rccuerda que tan 0 = 0 y tan tt/ 4 = 1, se 
obtiene la importante fórmula 


( 6 ) 




dx. 


E1 número i x, que surgió originalmente de la consideración del círculo, 
es puesto por esta fórmula en una relación muy simple con la función ra- 
cional 1/ (1 + x 2 ) y representa el área indicada en Ia Fig. 3.8. Esta fórmu- 
la para ir, a la cual regresaremos posteriormente (Sec. 5.2 a), constituye uno 
de los primeros triunfos de la potencia del cálculo. 

Más generalmente, las fórmulas integrales de esta sección nos permiten 
definir las funciones trigonométricas de manera puramente analítica, sin 
referencia alguna a objetos geométricos tales como triángulos o círculos. 
Por ejemplo, la relación entre el ángulo y y su tangente, x = tan y, está 
descrita completamente por la ecuación 


y “ 


S 


du 

1 + u ¿ 


(al menos para — ir¡2 < y < 7+2). Con esta relación podemos definir aho- 
ra, sin recurrir a la intuición, un valor numérico para el ángulo y en un 
triángulo rectángulo con lados a (adyacente) y b (opuesto) para el cual 
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b/a~ x. Tal definición analítica cn términos de cantidades numéricas hace 
lícito el uso de ángulos y funciones trigonométricas en el análisis superior 
independientemente de una definición por construcción geométrica. 



e. Derivada e intcgral de la función exponencial 

En el capítulo 2, p. 172, se introdujo la función exponencial como la 
inversa del logaritmo. Más prccisamente, las relaciones y — e x y x — \ogy 
fueron así definidas como equivalcntes. En consecuencia, sus derivadas satis- 
facen la relación [ver (5), p. 229] 

de x _ dy _ 1 _ 1 _ 1 _ _ x 

dx dx dx d log y T y 

dy dy y 

Por tanto, la función exponencial es igual a su derivada: 



Más generalmente, para cualquier a positivo la función y — a x posee 


como inversa 


y la derivada de a x cs 



da x 

dx 


—-= (loga)y- (log a) a x . 

d logo y 

dy 


Así, para cualquier constante positiva a Ia derivada de la función y — a* 
cs proporcional a la función misma. E1 factor de proporcionalidad log a es 
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1 cuando a es el númcro e. En la p. 244 se mostrará, recíprocamente que 
cualquier función que es proporcional a su derivada deberá ser de la forma 
y — ce x , donde c denota un factor constante. 

Por cl teorema fundamcntal del cálculo, como antes, pucden traducirse 
las fórmulas para las derivadas de e x y de a x en fórmulas para integrales 
indefinidas: 

C a x dx = -- cl‘ . 

J iog a 

3.3 Derivación de funciones compuestas 

a. Definiciones 

Las reglas anteriores nos permiten encontrar las derivadas de funciones 
que se obtienen como cxpresiones racionales, en términos de funciones de- 
rivadas ya conocidas. Para encontrar expresiones explícitas para las deriva- 
das de otras funciones que ocurren en análisis debemos llegar más lejos 
deduciendo una regla general para derivar funciones compuestas. Bastante 
a menudo se encuentran funciones f(x) construidas por el proceso de com- 
posición de otras rnás sencillas (ver capítulo 1, p. 76): f(x ) = g((¡>(x )), 
donde <¡>(x) está definida en un intervalo cerrado a <. x < b y tiene ahí 
el rango « < < ¡3, y donde g(<¡>) está definida en este último intervalo. 

En relación con esto es útil recordar la interpretación de funciones 
como “operadorcs” o transformaciones. Como en el capítulo 1, se escribe 
la función compuesta simplemente como 

/ = g<t> 

y se denomina a g<f> el “producto” (simbólico) de los operadores o trans- 
formaciones g y <j>. 

b. La regla de la cadena 

Para funciones g y <¡> que son continuas en sus respectivos intervalos de 
definición, la función compuesta f(x) = £[<£(*)] es también continua (ver 
capítulo 1, p. 79). 

Las funciones <f>(x) y g(<f>) se suponen ahora no sólo continuas síno tam- 
bién derivables. Se tiene cntonces el siguiente teorema fundamental, de la 
“regla de la cadena” para la derivación: 

La función f(x) = g[<£(*)] es derivable y sv derivada está dada por 
la ecuación 

( 7 ) 


/'(*) =¿( 4 >) 
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o bien, en la notación de Leibnitz, 

df _ df d(f> 
dx d<f) dx 

Por consiguiente, la derivada de la función compuesta es el producto de 
las derivadas de las funciones que la constituyen. O bien: La derivada del 
producto simbólico de funciones es el producto real de sus derivadas con 
respecto a sus correspondientes variables independientes. 

Intuitivamente csta rcgla de la cadena es plausible. La cantidad 
cf>'(x) — límA<f>/Ax cs el cociente local en el cual pequeños intervalos son 
amplificados por el “mapeo” <f>. Análogamente, g'(<f>) es la amplificación 
dada por el “mapco” g. Aplicar primero <f> y después g equivale a amplifi- 
car un intervalo x primero <f>' vcces y luego agrandar el intervalo <f> resul- 
tante g' veces, obteniéndose así un cociente total de amplificación igual a 
g'<f>', que debe ser el cociente de amplificación para el “mapeo” compuesto 
/ = g<t>- 

E1 teorcma se siguc muy fácilmente a partir de la definición de la de- 
rivada. De hecho, se vuelve intuitivamente casi obvio si se supone 
<f>'(x) cn el intervalo cerrado a: que se considera. Entonces, para 

Ax = Xo — ■=£ 0 se tiene por el teorema del valor medio 

A<f> ~ <f>o — <f>i — <f>(x 2 ) — <f>(x i) = <}>'(£)Ax=/=0 con x x < £ < x-¿, 
y, con Ag = g(<f> 2 ) — g(<f> i) y A/ = f(x-¿) — f(x>), puede escribirse 

A/ _ Ag A <f> 

A x A<¡> A x 

que es una identidad con sentido, puesto que A <f> 0. Ahora A<f> —> 0 para 

A*—»0, esto es, para x 2 —> x^; por tanto, para Ax~ >0 los cocientes incre- 
mentales tienden a sus respectivas derivadas y el teorema está probado. 

Para evitar la hipótesis explícita <f>'(x) =£0 podemos prescindir de la 
división por A <f> de la siguiente manera un poco inás ingeniosa: 

Por la hipótesis de la derivabilidad de g(<f>) en el punto <f> se sabe que 
la cantidad e = AgjA<f> — g'(<j>), como función de A <f> para <f> fijo y 
A <f> 0, posee el límite cero para A <f> —> 0. Si se define e = 0 para A<f> = 0, 

sin restricción sobre A <f> se tiene 

Ag = [g'(<}>) + £ ] A<f>. 

Análogamente, para x fijo, 

A <f> = <f>(x + Ax) — <}>(x) = [4>'(x) + 17 ] Ax, 
donde lím r¡ — 0. Entonces, para Ax^O y <j> <f>(x), es 
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Para Ax tendiendo a cero a través de valores distintos de cero se tiene 
lím Af> = 0 y por lo tanto lím e = 0, de modo que 

Aar->0 Air-^0 

\[ m = lím [g'(^) + e] lím + r¡] = g(<¡>) <¡>'{x ), 

Aj—>0 AX Ajr->0 Az->0 

lo que demuestra la regla de la cadena. 

Por aplicación sucesiva esta regla puede extenderse inmediatamente a 
funciones que resultan dc la composición de más de dos funciones. Si, por 
ejcmplo, 

y = g ( u ), u = <f(v), v = xf(x), 


entonces y = f(x) = g[<f(<f(x) )] es una función compuesta de xj su deri- 
vada está dada por la regla 


dy 

dx 


y' 


&(u)4>'( v)f(x) = 


dy du dv 
du dv dy’ 


relaciones similares son ciertas para funciones que están compuestas de un 
número arbitrario de funciones. 


Derivadas superiores de una función compuesta y — g[<£(x)]. Pueden encon- 
trarse fácilmente mediante la aplicación repetida de la regla de la cadena y las 
reglas anteriores: 

dy d<h 

/ ” T T = g 
d<f> dx 

y" = + gf<P", 

y'" = g'"<P' 3 + 3 g"<f>'<t>" + g'<t>"'. 

Fórmulas análogas para y”", etc., pueden ser deducidas sucesivamente. 

Finalmente, examinemos la composición de dos funciones que son in- 
versas una con respecto a la otra. La función g(y) es la inversa de y = <}>(x) 
si f(x) = g[<M*)] = *• Se sigue que 

/'(*) =¿(y)*'{x) = i 

que es exactamente el resultado de la sección 3.2, p. 228. 

Ejemplos. Como un ejemplo sencillo, pero importante, relativo a una 
aplicación de la regla de la cadena derivemos x a (x > 0) para una potencia 
real arbitraria a. En el capítulo 2, p. 174, se definió 

.+ = e a los + 

y se probó también para <f>(x) = logx,xf(u) = au,g(y) = e y que 

<f>'(x) =- if'(u) =«, g'(y) = e y . 

x 

Ahora x a es la función composición ^{^[<^(^)]}- Aplicando la regla de la 
cadena se obtiene la fórmula general 
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por tanto 


(*") - g'(y)'P'(u)<t>'(x) 

1 

— e v • a • — 

x 

_ l0KI 
a: 

x“ 

— a —; 

x 


( - v ' } = 


un resultado que solamente se podría probar con alguna dificultad si se 
intentara proceder directamente a partir de la definición de para a 
irracional como el límite de potencias con exponentes racionales. 

Una consecuencia inmediata de csta derivación es, nuevamente, la fórmu- 
la integral 

S x " +1 

Como un scgundo cjcmplo, considcrese 

y = yi “ u ° sea y — VV>> 

donde «/> = 1 — x 2 con — 1 < x < 1. La regla de la cadena conduce a 


1 

2W 


(-2x) 


x 



Los siguientes cálculos brcves proporcionan ejemplos adicionales. 


1. 


2 . 


y = arc scn \/1 — x 2 , (— 1 <x<1,x:t£=0). 

dy _ 1 dy /1 — x 2 

dx V1 — (1 — x 2 ) dx 


1 -x 
|x| yi — x 2 


s g n (-v). 

V 1 — X- 




+ x 


(-1 < x < 1). 


dy _ 1 

d x 9 1 1 + x 

2 Vt^ 

_ VI — -V 
2 V i + x 


d Jj^) 

dx 


_ 2 _ = _ 1 _ 

(1 — x) - (1 + x)* (1 - x)* ‘ 
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3. y — log |*|. Esta función 1 puede expresarse como logx para x > 0 
y como log ( —x) para x < 0. Para x > 0 es 

d log |*| d log * _ 1 

dx dx x 

Para * < 0, se obtiene a partir de la regla de la cadena que 

d log ¡*| d log{—x) 1 d( — x) _ 1 
dx dx — x dx x 

Por tanto, en forma general para x es 

d log |*| _ 1 
dx x 

4. y = a x . Por definición de a x (ver p. 174), se tiene 

a x - e Hx) } 

donde (j>(x) — (loga)*. Entonces, 
da x _ de' p d<}> 


dx d<}> dx 


e°(loga) — (logfl)^. 


E1 mismo resultado fue obtenido ya en la p. 238 a partir de la rcgla para 
la derivada de la función inversa. 

5. y = [/(*)] ff(a;) . Puesto que 

U(x)]* ix) = e*<*>, 
con 4>(x) — g(*) log [/(*)], se encuentra que 

dx 1 


[/(*)]?<*) = > ^ /log/ + g~f ^ 


= u(*)r x) 


(V(*: 


log [/(*)] + 


g(x)f(x 


/( 


ri*j \ 

*) / 


Por ejemplo, cuando g(x) — /(*) — * se tiene 

dx 1 


dx 


**(log * + 1). 


c. E1 teorema generalizado del valor medio 
del cálculo diferencial 

Corao una aplicación de la regla de la cadena se deduce el teorema generalizado 
del valor medio del cálculo diferencial. Considérense dos funciones F{x) y G(x) 
continuas en un intervalo ccrrado [a, £] del eje x y derivables en el interior de este 

1 La función log * está definida solamente para * > 0, mientras que Iog |*| 
está definida en todas partes excepto para * = 0. 
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intervalo. Se supone G'(x) positiva. E1 teorema ordinario del valor medio del cálculo 
diferencial aplicado separadamente a F y a G proporciona una expresión para el 

, . ' F(b)-F(a) 

cociente de mcrementos -: 

G(b) — G(a) 

F(b) — F(a) _ F'U)(b - a) _ F'U) 

G(b) — G(a) G'( v )(b-a) G'( v ) 

donde £y V son valores intermedios apropiados en el intervalo abierto (a,b). E1 teo- 
rema generalizado dcl valor inedio establece que el cociente de incrementos puede 
ser escrito en la forma más sencilla 

F(b) - F(a) _ F'U) 

G(b) - G(a) G'U) 

donde F' y G' están evaluadas en el mismo valor intermedio f. 

Para la demostración introducimos u = G(x) como una variable independiente 
en F. De la hipótesis G' > 0 se concluye que la función u = G(x) es monótona en 
el intervalo [a,b], y, por tanto, que posee una inversa x = g(u) definida en el in- 
tervalo [or, /3J, con a = G(a), (3 = G(b). La función compuesta /•'[¿(u)] = f(u) 
está, por tanto, definida para u en el intervalo [a, /8]. A partir del teorema ordinario 
del valor medio se encuentra que 

F(b) - F(a) = f([3) - f ( a ) = /'( y) (/?-«)= f'(y)[G(b) - G(a )], 
donde y es un valor apropiado entre a y /?. Por la regla de la cadena se infiere que 

/'(«) = ~F[g(u) ] = F[*(«)k'(«) = 

du G'(x) 

A1 valor u = y Ie corresponde un valor x = g( y) = ? cn el intervalo ( a,b). Enton- 
ces /'(y) = F'U)/G'(l ), y se sigue el teorema generalizado del valor medio. 


3.4 Algunas aplicaciones de la función exponencial 

Algunos problemas diversos que involucran Ia función exponencial ilus- 
trarán la importancia fundamental dc esta función en toda clase de apli- 
caciones. 


a. Definición de la función exponencial 
por medio de una ecuación diferencial 

Podemos definir la función exponencial mediante una propiedad senci- 
lla cuyo uso evita muchos argumentos detallados en casos particulares. 

Si una junción y = f(x) satisface una ecuación de la forma 

Í = ay, 

donde « es una constante, entonces y tiene la expresión 
(8) y = f(x) = ce ax , 

donde c es también una constante; recíprocamente, toda función de la for- 
ma ce ax satisface la ecuación y/ = ay. 
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Puesto que la Ec. (8) expresa una relación entre la función y su de- 
rivada, aquélla se denomina la ecuación diferencial de la función exponen- 
cial. 

Es claro que y — ce ax satisface esta ecuación para cualquier constante 
arbitraria c. Recíprocamente, ninguna otra función satisface la ecuación 
diferencial / — ay = 0. En efecto, si y es tal función, considérese la fun- 
ción u — ye~ ax . Se tiene entonces 

u' — /e~° x — aye~ ax = e~° x (/ — <xy). 

Sin embargo, el miembro derecho se anula, ya que se ha supuesto que 
y' — ay; por lo tanto u' = 0, de modo que (ver p. 199) u es una constan- 
te c, y así resulta y = ce ax , como se quería probar. 

Aplicaremos ahora este teorema a cierto número de ejemplos. 

b. Interés compuesto continuamente 
Desintegración radiactiva 

Una suma “capital” o “principal”, aumentada por su interés en períodos 
regulares de tiempo, se incrementa por saltos en estos períodos de la si- 
guientc mancra. Si 100« es el porcentaje de interés y, además, si el interés 
acumulado se suma, al finalizar cada año, al capital invertido (original), 
después de .v años la cantidad acumulada de un capital original igual a 1 
será 

(1 + a) x . 

Sin embargo, si al capital le fuera sumado el interés no al finalizar 
cada año sino al finalizar cada n-ésima parte de un año, después de x años 
el capital asccndería a 

(' + í)- 

Tomando, por simplicidad, x = 1 se encuentra que el capital 1 ha au- 
mentado después de un año a 

( 1+ '") : 

Si ahora sc deja crecer n más allá de toda cota, esto es, si se deja que 
el interés sea abonado en intervalos cada vez más cortos, el caso límite sig- 
nificará en cierto sentido que el interés compuesto es abonado a cada ins- 
tante; entonces Ia cantidad total después de un año será e a veces el capital 
inicial u original (véase p. 175). Análogamente, si el interés se calcula de 
esta manera, un capital original igual a 1 habrá crecido después de * años 
hasta una cantidad e ax ; aquí x puede ser cualquier número, entero o de 
otra forma. 
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La discusión de la sccción 3.4a constituye un marco de referencia en el 
cual ejemplos de este tipo encajan fácilmente. Considérese una cantidad, 
dada por el número y, que crecc (o decrece) con el tiempo de modo que 
la medida en que la cantidad aumenta o disminuye es proporcional a la 
cantidad total. Entonces, tomando el tiempo como la variable independiente 
.v se obtiene una ley de la forma yé = ay para el grado de aumento (o de- 
crecimiento), donde a , el factor dc proporcionalidad, es positivo o negativo 
dependiendo de que la cantidad esté creciendo o decreciendo. Entonces, 
de acuerdo con la sección 3.4a, la cantidad y está representada por la 
fórmula 

y — ce° x , 

donde el significado de la constante c es obvio si se considera el instante 
* = 0. En este instante e" x = 1, y se encuentra que c = y 0 es la cantidad 
al comienzo del tiempo considerado, de modo que se puede escribir 

y — y 0 e ax . 

Un ejemplo característico es el de la desintegración radiactiva. La me- 
dida en que la cantidad total y de la substancia radiactiva cstá disminuyendo 
es proporcional cn cualquier instante a la cantidad total presente en ese 
instante; esto es plausiblc a priori pues cada porción dc la substancia de- 
crece tan rápidamente como cualquicr otra porción. Por tanto, la cantidad 
y de la substancia, expresada como función del tiempo, satisface una re- 
lación de la forma y — ~ky, donde k debe tomarse positiva puesto que 
se está tratando con una cantidad que disminuye. La cantidad de substancia 
queda así expresada como función del tiempo por y — y 0 e~ kx , dondc y 0 
es la cantidad de la substancia al comienzo del tiempo considerado (tiem- 
po x = 0). 

Después de un cierto tiempo r la substancia radiactiva habrá disminuido 
a la mitad de la cantidad original. Este tiempo, llamado vida media, está 
dado por la ecuación 

= y 0 e- kr , 

de la cual se obtiene de inmediato t = (log2) /k. 


c. Enfrianiiento o calentamiento de un cuerpo por el medio ambiente 

Otro cjcmplo típico en el que aparece la función exponencial lo cons- 
tituye el enfriamiento de un cuerpo; por ejemplo, una placa de metal de 
temperatura uniforme que es sumergida en un gran “baño”. o medio cir- 
cundante o “ambiente”, dc baja temperatura. Se supone quc la extensión 
del medio ambiente es tan grande que su temperatura no es afectada por 
el proceso de enfriamiento. Se suponc además que en cada instante todas 
las partes del cucrpo sumergido se encuentran a la misma temperatura, y 
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que la medida en que la temperatura varía es proporcional a la diferencia 
entre la temperatura del cuerpo y la del medio circundante (Ley de en- 
friamiento de Newton). 

Si se denota el tiempo por a: y la diferencia de temperatura entre el 
cuerpo y el baño por y — y(x), esta ley de enfriamiento está expresada por 
la ecuación 

y' = -ky, 

donde k es una constante positiva (cuyo valor es una característica física 
de la substancia del cuerpo). A partir de esta ecuación diferencial, que 
expresa el efecto del proceso de enfriamiento en un instante dado, se obtie- 
ne por medio de la Ec. (8), p. 244, una “ley integral” que nos da la 
temperatura en un instante arbitrario x en la forma 

y — ce'**. 

Esto muestra que la temperatura decrece “exponencialmente” y tiende a 
ser igual a la tempcratura externa. La rapidez con la que esto sucede está 
expresada por el número k. Como antes, el significado de la constante c 
es el de la tempcratura inicial cn el instante x = 0, y 0 = c, de modo que 
nuestra ley de enfriamiento puedc ser escrita en la forma 

y - yoe~ hx . 

Evidentemente, la misma discusión se aplica al calentamiento de un 
cuerpo. Lo único que cambia es que la diferencia inicial de temperaturas 
y 0 es en este caso negativa cn vez de positiva. 

d. Variación de la presión atmosférica con la altura 
sobre la superficie de la Tierra 

Un ejemplo más en el que aparece la fórmula exponencial es el de la 
variación de la presión atmosférica con la altura: Se hará uso (1) del 
hecho físico de que la presión atmosférica es igual al peso de la columna 
de aire que cstá verticalmente por encima de una superficie de área uno, 
y (2) de Ia Ley de Boyle, de acuerdo con la cual la presión p del aire a 
una temperatura constante es proporcional a su densidad cr. La Ley de 
Boyle, expresada en símbolos, es p — aa, donde a es una constante que 
depende de una propiedad física específica del aire. Nuestro problema es 
el de determinar p — f(h) como una función de la altura h por encima 
de la superficie de la Tierra. 

Si por jf? 0 se denota la presión atmosférica en la superficie de la Tierra, 
esto es, el peso total de la columna de aire sostenida por un área unitaria, 
por g la constante gravitacional y por cr(X) la densidad del aire a la altu- 
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ra A sobre la superficie terrestre, el peso 1 de la columna de altura h está 
dado por la integral g ^ a{X)d\. La presión a una altura h es, por lo tanto, 

P = f( h ) = Po - g j <r{\) d\. 

Derivando esta expresión se obtiene la siguiente rclación entre la presion 
p — f(h) y la dcnsidad a(h) : 

ga(h) - —f(h) = -p'. 

Utilizando ahora la Ley de Boyle para eliminar la cantidad a de esta 
ecuación, resulta una relación p'= ~(g/a)p que involucra solamente la 
función presión desconocida. Dc la Ec. (8), p. 244, se sigue quc 

p — f(h) = ce~' ,h/a . 

Si, como antes, la prcsión /(0) en la superficie dc la Ticrra se denota por 
p 0 , se siguc dc inmediato que c = p 0 , y consecuentemente 

p — f(h) - poe~ ah/a . 

Tomando logaritmos esto conducc a 


, _ a , P o 
h ~ ~ log —• 
8 P 


Estas dos fórmulas sc aplican frecuentemente. Por cjcmplo, la constantc a, 
si cs conocida, permite detcrminar la altura de un lugar a partir de la 
prcsión barométrica, o bien determinar la diferencia entre las alturas de 
dos lugares midiendo la prcsión atmosférica en cada sitio. Por otra parte, 
si la presión atmosférica y la altura h son conocidas, puede determinarse 
la constante a, la cual es de gran importancia cn la teoría de los gases. 


e. Progreso de una reacción química 

Sc considerará ahora un ejemplo de la Química, Ia así llamada reac- 
ción unimolecular. Se supone que una substancia es disuelta en una gran 
cantidad de solvente; por ejemplo, una cierta cantidad de azúcar de caña 
en agua. Si ocurre una reacción química, la ley química de acción de las 
masas establecc en este caso quc la medida de reacción es proporcional 
a la cantidad de substancia rcaccionantc presente. Se supone que el azúcar 
de caña está siendo transformada mediante acción catalítica en azúcar in- 
vertida, y se denota por u(x) la cantidad de azúcar de caña que al tiempo 
x permancce invariable aún. La velocidad de reacción es entonces —du/dx, 


1 cs el pcso del aire por unidad de volumen a la altura X. 
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y, de acuerdo con la ley de acción de masas, se cumple una ecuación de 

la forma 


du 

dx 


— ku 


donde k es una const^nte que depende de las substancias reaccionantes. 
A partir de esta ley instantánea o diferencial se obtiene de inmediato, como 
en la p. 244, una ley integral que da la cantidad de azúear de caña como 
función del tiempo: 

u(x) — ae~ kx . 

Esta fórmula muestra claramente cómo la reacción química tiende asintó- 
ticamente a su estado final u = 0, esto es, la transformación complcta de la 
substancia reaccionante. La constante a es obviamente la cantidad de 
azúcar de caña presente en el tiempo .v — 0. 


f. Apertura y cierre de un circuito eléctrico 


Como un ejemplo final, considérese el crecimiento de una corriente 
eléctrica directa o “c.ontinua” cuando se cierra un circuito, o bien su decai- 
miento cuando el circuito se abre. Si R es la resistencia del circuito y E 
la fuerza electromotriz (voltaje), la corriente I se incrementa gradualrnente 
desde su valor original cero hasta un valor cstacionario final E/R. Tenc- 
mos, por tanto, que considerar / como una función del tiempo x. E1 au- 
mento de la corriente depende de la autoinducción del circuito; y el circuito 
posee una constante característica L, cl coejiciente de autoinducción, de 
naturaleza tal quc conforme la corricnte crece se dcsarrolla una fuerza elec- 
tromotriz de magnitud L dl/dx que se opone a la fuerza electromotriz 
externa E. A partir de la ley de Ohm, que afirma que el producto de la 
resistencia y de la corrientc es en cada instante igual al voltaje efectivo 
real, se obtiene la relación 


para 


IR = E - L 


dl 

dx 


f(x) = l(x) - ~ 


se encuentra de inmediato que j'(x) = — (R/L) f(x) , de modo que por la 
Ec. (8), p. 244, es j(x) = /( 0)e~ Kx/L . Recordando que 7(0) = 0, se encuen- 
tra que /(0) = — E/R ; y así se obtiene la expresión 

¡ = f(x) + A = L. (! -e-WL) 

para la corriente como una función del tiempo. 
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Esta expresión muestra cómo la corriente tiende asintóticamente a su 
valor estacionario E/R cuando se cierra el circuito. 

3.5 Las funciones hiperbólicas 
a. Definición analítica 

En muchas aplicacioncs la íunción exponcncial aparece en combinaciones 
de la forma 

\(e x + e~ x ) o bien \(e x — c~ x ). 

Es conveniente introducir éstas y combinacioncs similares como funciones 
especiales, que se definen como sigue: 


(9a) 

senh v = 

1 

** 

cosh x = 

e x + e T 

2 ’ 

2 ’ 

(9b) 

tanh v = 

Sj 

1 

H 

coth x = 

1 ^ 

1 * 

| + 

1 <*> 

1 H 

-|_ g-x’ 

e x — e~ x ’ 


llamadas seno hiperbólico, coseno hiperbólico, tangente hiperbólica, y cotan- 
gente hiperbólica respcctivamcntc. Las funciones senh x, cosh .v, y tanh x 
están definidas para todos los valores dc x, micntras que para coth x cl pun- 
to a' = 0 debe ser excluido. Los noinbrcs son elegidos para expresar una 
derta analogía con las funcioncs trigonomctricas; y csta analogía, que ha 
dc cstudiarse en detalle, es la que justifica una consideración especial de 
estas nucvas funciones. En las Figs. 3.9, 3.10 y 3.11 se muestran las gráficas 
dc las funcioncs hiperbólicas; y las líncas punteadas cn la Fig. 3.9 son las 
gráficas de y — (\)e x y de y — ($)e~ x , a partir de las cuales pueden cons- 
truirsc fácilmentc las gráficas de senh x y cosh a\ 

Cosh x es, evidentemente, una función par, csto es, una función que per- 
manece invariable cuando .r es reemplazado por — a, mientras que senh a 
es una función impar, esto es, una función que cambia de signo cuando x es 
recmplazado por — .v (ver p. 53). 

Por su dcfinición, la función 

e x + e~ x 
cosh v — -——-- 

es positiva y no menor que uno para todos los valores de x. Posee su valor 
mínimo cuando v = 0: cosh 0=1. 

La relación fundamental entre cosh v y senh x, 

cosh- v — scnh 2 v = 1, 

se sigue dc inmediato a partir dc las definiciones. Si se denota ahora la 
variable indcpendiente por t, en vez de x, y se escribe 

= cosh t , y = senh t, 


x 
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y 



y 



Figura 3.10. 
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esto es, el punto de coordcnadas .v — cosh t, y — senh t se inueve a lo largo 
dc la hipérbola rectangular .v 2 — y 2 = 1 conforme t recorre toda la escala de 
valores de — oo a + co. De acuerdo con la ec.uac.ión de definición, * > 1, y 
la fórmula hace evidente que y recorrc toda la escala de valores de — oo 
a + oo conforme t lo hace; en efecto, si t tiende a infinito, también e f , mien- 
trsa cjue e~ t ticncle a cero. Se puede por tanto establccer más exactamente: 
Conforme t corre cle •— oo a + oo las ecuaciones a: = cosh t, y = senh t dan 
una rama de la hipérbola rectangular, a saber, Ia del lado derecho. 


b. Teoremas de adición y fórmulas para derivar 

A partir de su definición se obtienen los teoremas de adición para las 
funciones hiperbólicas: 

cosh (a + b) = cosh a c.osh b + senh a senh b, 
senh (a + b) = senh a cosh b + cosh a senh b. 

Las demostraciones se obtienen de inmediato si se escribe 

pdpb 4 - p-CLp-h e&pb _ p-dp-b 

cosh (a + b) = -— senh (a + b) — -. 


2 


senh (a + b) — 


2 
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y se insertan en estas ecuaciones 

e a = cosh a + senh a, e~ a — cosh a — senh a, 

e b = cosh b + senh b, e~ b = eosh b — senh b. 


Entre estas fórmulas y las correspondientes fórmulas trigonométricas existe 
una notable analogía. La única diferencia entre los teoremas de adición es 
un signo en la primera fórmula. 

Una analogía correspondiente se cumple para las fórmulas de diferencia- 
ción. Recordando que d(e x ) /dx = e x , se encuentra fácilmente que 


U> 

— cosh x = senh x, 
dx 


senh .r = cosh x, 


d 1 d 

—- tanh r =--- — coth x 

dx cosh 2 x dx 


senh 2 x 


De las dos primeras ecuacioncs se sigue de inmediato que y = cosh x e 
y — senh x son soluciones de la ecuación diferencial 


( 12 ) 


d 2 y _ 

Tx 2 ~ y ' : 


la cual difiere sólo en signo de la ecuación análoga que es satisfecha por 
las funciones trigonométricas cosr y sen x (véase p. 192). 


c. Las funciones hiperbólicas inversas 

A las funciones hiperbólicas x = cosh t, y = senh t, les corresponden 
las funciones inversas que denotamos 1 por 

t = arc cosh x, t = arc senh y. 

Puesto que la función senh t es monótona creciente 2 en todo el intervalo 

— oo < í < + oo, su función inversa está determinada de manera única 
para todos los valorcs de y; por otra parte, una ojeada a la gráfica (véase 
Fig. 3.9, p. 250) muestra que t = arccosh x no está detenninado de mane- 
ra única sino que posee una ambigücdad de signo debido a que a un valor 
dado de x le corresponde no solamente el número t sino también el número 

— t. Puesto que cosh t > 1 para todos los valores de t, su inversa arccoshA: 
está definida solamente para x > 1. 

Estas funciones inversas pueden expresarse fácilmente en términos del 
logaritmo, interpretando la cantidad e ( = u en las definiciones 


e 1 + e 1 e f — e~ l 



1 La notación simbólica cosh" 1 x, etc., es también utilizada (ver nota, pági- 
na, 78). 

2 ( d/dt ) senh t — cosh t > 0. 
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como incógnita y rcsolviendo estas ecuaciones (cuadráticas) para u : 

u = x — \, u — y + Vy 2 + 1; 

y puesto que u — e { sólo puede poseer valores positivos, la raíz cuadrada 
en la segunda ecuación debe tomarse con el signo positivo, mientras que 
en la primera cualquier signo es posible (lo que corresponde a la ambi- 
güedad mencionada arriba). En la forma logarítmica, t = log u, y por 
tanto 

t = log (x ± \/ x~ — 1) = arc cosh x, 

( 13 ) _ 

t = log (y + Vy 2 + 1) = arc senh y. 

En el caso de arc cosh a: la variable x está restringida al intervalo x > 1, 
mientras que arc senh y está definido para todos los valores de y. 

La ecuación (13) da los valores, 

log (x + V A ' 2 — l) y log (x — V A¿ 1) 

para arc cosh que corrcsponden a las dos ramas de arc cosh x. Puesto 
que 

(x + v* 2 ~~ 1) (* — V* 2 — i) = 1, 

la suma de estos dos valores de arc cosh x es ccro, lo que concuerda con la 
ambigüedad en el signo de t mencionada antes. 

Las inversas de la tangente hiperbólica y la cotangente hiperbólica pue- 
den ser definidas análogamente, y también pueden ser expresadas en tér- 
minos de logaritmos. Estas funciones las denotamos por arc tanh x y 
arc coth x. Expresando la variable independiente en todas partes por x, 
fácilmcnte se obtiene 


(14) 


arc tanh x 


arc coth x 


1 

2 

1 

2 


log 


1 + A' 
1 - X 


log 


X + 1 
X — 1 


en el intervalo — 1 < x < 1, 
en los intervalos * < — 1, x > 1. 


La diferenciación dc cstas funciones inversas puede ser llevada a cabo 
por el inismo lector, quien puede hacer uso ya sea de la regla para deri- 
var una función inversa, o bien de la regla de la cadena simultáneamente 
con estas expresiones para las funciones inversas en términos de logaritmos. 
Si x es la variable independiente, los resultados son 


d u 1 

— arc cosn jr — —- - 

dx V* 2 — 1 


— arc senh a: 
dx 


1 

V* 2 + 1 ’ 


— arc tanh x 
dx 


1 

1 - x 2 ’ 


— arc coth x 
dx 


1 


1 — X 2 


( 15 ) 
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Las últimas dos fórmulas no se contradicen una con otra puesto que la 
primera se cumple solamcnte para — 1 < a - < 1 y la scgunda solamente 
para * < — 1 y 1 < x. Los dos valores de la dcrivada d(a.rc cosh x) /dx, 
exprcsados por el signo ± en esta primera fórmula, corresponden a las dos 
ramas diferentes de la curva y — arc cosh x = log (x ± \/x 1 — 1). 


d. Otras analogías 


Las semcjanzas entre las funciones hiperbólicas y las trigonométricas no 
son accidcntales. E1 origen profundo de estas analogías sc manificsta cuan- 
do se consideran estas funciones con argumentos imaginarios, coino se hará 
posteriormente en la sccción 7.7a. Sc estará entonces cn condiciones de 
identificar cosh x con cos (ix) y senh x con ( l/i) sen(ix ), donde i— — 1. 
Este hecho hace evidente quc toda relación que involucra funciones trigo- 
nométricas tiene su contraparte para funciones hiperbólicas. Muchas de esas 
analogias poseen interesantes intcrprctaciones gcométricas o físicas. (Véase 
también el capítulo 4, Sec. 4.1;.) 

En la representación anterior de la hipérbola rectangular mediante la 
cantidad t no se atribuyó ningún significado geométrico a este “parámetro”. 
Volviendo ahora a estc tema se encuentra otra analogía entre las funciones 
trigonométricas y las hiperbólicas. Si la circunfercncia cuya ecuación es 
a: 2 4- y~ — 1 se represcnta por medio de un parámetro t en la forma x = 
cos t, y — sen t, la cantidad t puede interpretarse como un ángulo o bien 
como una longitud de areo medida a lo largo de la circunferencia. Podemos, 
sin embargo, interpretar t también como el doble del área del sector circu- 
lar quc corresponde a este ángulo, siendo considerada el área nositiva o 
negativa dependiendo de si el ángulo es positivo o negativo. 

Se establece ahora análogamente que para las funciones hiperbólicas la 
cantidad t es el doble del área del sector hiperbólico para ,v 2 — y- — 1, 
mostrado sombreado en la Fig. 3.12. 1 Es esta interpretación de t en términos 
de áreas la que explica y justifica los nombres t = arc cosh x y t — arc senh y 
dados a las funciones hiperbólicas inversas. 2 La demostración se obtiene sin 
ninguna dificultad si se refierc la hipérbola a sus asíntotas tomadas como 
ejes, por mcdio de la transformación de coordenadas 


o bien 


x — y — \/2|, .v -I- y = \/2r¡, 


x -(| + 7]), 

V ^ 


y- V 2 (v-(); 


1 Para una demostración diferente, véase Sec. 4.1 j. 

2 Tal como la notación t —= arc cos x se refiere a un arco del círculo unitario, 
la notación t = arc cosh x se refiere a un área conectada con una hipérbola rectan- 
gular x 2 — y~ = 1. Debc notarse que t no es la longitud del arco hiperbólico. 
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Figura 3.12. 


con estas nuevas coordcnadas la ccuación de la hipérbola es $rj — Por 
tanto, los dos triángulos rectángulos OPQ y OAB poseen ambos un área 
igual a i, pues las longitudes de OQ y QP son, respectivamente, -q y 1/2 rj, 
y el área en cuestión es igual a la de la figura ABQP. Obviamente las 
coordenadas de los puntos A y B son 


V2 V2 


t _ x — y __ * + :v 

?-—i v -— 

V2 V2 


respectivamente, y para el doble del área de la figura en cuestión se ob- 
tiene así 


S (x+y)/V2 _ 

(1 /2v) d v - lo s (* + y) =log{x±. V* 2 ~ 1), 

i /v5 

pero, por la Ec. (13), p. 254, esto es igual a t, lo que prueba la asevera- 
ción hecha. 
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Figura 3.13 Para ilustrar las funciones hiperbólicas. 


En conclusiónj puede señalarse que, como se muestra en la Fig. 3.13, 
las funciones hiperbólicas pueden ser representadas gráficamente sobre la 
hipérbola, de la misma manera que las funciones trigonométricas pueden 
ser representadas sobre el círculo. 

3.6 Máxinios y mínimos 

Como la primera de una gran variedad de aplicaciones se considerará 
ahora la teoría de máximos y mínimos de una función, junto con una 
discusión geométrica de la segunda derivada. 


a. Convexidad y concavidad de curvas 

Por definición, la derivada f'(x) = df(x)/dx representa la pendiente 
de la curva y = f(x). La derivada de la función f(x ), es decir, de la pen- 
diente de la curva y = f(x), está dada por la derivada df(x)/dx = f"(x), 
la segunda derivada de f(x); y así sucesivamente. Si la segunda derivada 
f'(x) es positiva en un punto x —de modo que debido a la continuidad 
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(que se supone) es positiva en alguna vecindad 1 de este punto x —entonces 
a lo largo de esta vecindad la dcrivada f(x) aumcnta con valores crccientes 
de a:. Por lo tanto, la curva y = f(x) tiene su lado convexo hacia abajo y 
es “abierta” hacia arriba. A la función f(x), o a la curva y — f(x), la 
denominamos convexa. Si f'(x) es negativa, la curva y la función son cón- 
cavas. Por lo tanto, cuando f'(x) >0 la curva en la vecindad del punto 

y y 




Figura 3.14 ( a)f"(x) > 0. (b)f"(x) < 0. 


está situada por encima de la tangente, mientras quc cuando f'(x) < 0 está 
situada por debajo de la tangcnte (véanse las Figs. 3.14a y 3.14b) (ver 
problema 4, p. 221 y sección 5.6). 


Punto de inflexión 

Se requiere una consideración cspecial solamente cn los puntos donde 
f'(x) = 0. A1 pasar a través de uno de tales puntos la segunda derivada 
f'(x) cambiará generalmente de signo. Tal punto será entonces un punto 
de transición entre los dos casos que se acaban de indicar; esto es, en un 
lado la tangente está por encima de la curva y por el otro lado está por 
debajo, mientras que en este punto cruza la curva (véase Fig. 3.15). Tal 
punto es denominado un punto de inflexión de Ia curva, y la tangente 
correspondicnte se denomina tangente de inflexión. 


1 Se hace uso aquí de la observación intuitivamentc obvia: una función conti- 
nua g(x) que es positiva en un punto x¡> es también positiva para todos los puntos 
de una vecindad suficientemente pequeña de x 9 (siempre que pertenezcan al domi- 
nio de g). La demostración rigurosa es sencilla. A partir de la continuidad de g en 
Xo, se sabe que para todo e positivo se cumple la desigualdad |g(x) — g(*o)|<e 
para todo x en una vecindad suficientemente pequeña |at — a: 0 | < 8 del punto x 0 . 
Como g(x o) >0, se tiene libertad de clegir para e el valor ig(x 0 ), de modo que 
jg(;e) — g( x <>) ¡ < ig(xo) en alguna vecindad. Puesto que entonces es g(x 0 ) — 
g(x) < !«(*) — í(*»)| <i*(*o), se sigue que g(x) > ig(xo) > 0. 
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E1 ejemplo más sencillo está dado por la función y = x 3 , la parábola 
cúbica, para la cual el eje * mismo es una tangente de inflexión en el punto 
de inflexión x = 0 (véase Fig. 3.3, p. 231). Otro ejemplo está dado por 
la función f(x) = sen x, para la cual 

f(x) = d(sen x) /dx = cosx y f'(x ) = d 2 (sen x)/dx 2 = — sen*. 

Consecuentemente, f( 0) = 1 y f'(0) =0; y, puesto que el signo de f"(x) 
cambia en * = 0, la curva seno posee en el origen una tangente de inflexión 
inclinada a un ángulo de 45 grados con respecto al eje *. 


y 



Debe notarse, sin embargo, que pueden existir puntos donde f'(x) = 0 
y el signo de f"(x) no varíe al crecer x, en tanto que la tangente no corta 
a la curva sino que permanece por completo a un lado de ésta. Por ejem- 
plo, la curva y = x 4 está situada enteramente por encima del eje x, aun 
cuando la segunda derivada f"(x) = Í2x 2 se anula para x = 0. 

b. Máximos y mínimos—Extremos relativos. Puntos estacionarios 

Una función f(x) posee un máximo en el punto £ si el valor de / en 
el punto £ no es excedido por el valor de / en cualquier otro punto x del 
dominio de f; esto es, /(£) > f(x) para todo x donde / esté definida. 1 
Análogamente, / posee un mínimo en | si /(£) < f(x) para todo x en el 
dominio. La palabra extremos es utilizada para designar tanto a máximos 
como a mínimos. 

1 Se habla de un punto máximo estricto £ si /(£) > f(x) para todo x en el do- 
minio de / que sea diferente de £. 
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La función f(x) = \/1 — a: 2 , por ejemplo, que está definida para 
— 1 < x < 1, posee mínimos en a: = ± 1 y un máximo en x = 0. Es fácil 
dar ejemplos de funcioncs continuas que no poseen máximos o no poseen 
mínimos. Así, la función f(x) = 1/(1 + x 2 ) (Fig. 3.8, p. 238) en el domi- 
nio — oo < a: < + oo no posee mínimosj la función f(x) = 1/x definida 
para 0 < a: < oo no posee ningún punto extremo. Sin embargo, recuérdese 
del capítulo 1, p. 124, el teorema de Weierstrass, de acuerdo con el cual 
una función continua definida en un intervalo finito cerrado posee siempre 
un máximo (y análogamente un mínimo). 



Figura 3.16 Gráfica de una función dcfinida en el intervalo [a, b] con mínimos 
relativos en x — a, x.,, x v x G , máximos relativos cn at 15 x z , x 5 , b, máximo absoluto 
en b, y mínimo absoluto en x 4 . 


E1 objetivo aquí es encontrar un medio de localizar los extremos de una 
función o curva. Este problema, que se encuentra muy frecuentemente en 
geometría, mecánica, física y otros campos, fue uno de los principales es- 
tímulos para el desarrollo del cálculo en el siglo xvn. 

E1 cálculo no proporciona un método directo para determinar los ex- 
tremos de una función f(x), sino que permite localizar los así llamados 
puntos extremos relativos, entre los cuales los máximos y mínimos reales 
deben ocurrir. E1 punto £ es un máximo relativo (mínimo de / si / po- 
see su valor máximo (mínimo) en £ cuando es comparado no con todos 
los valores posibles de f(x) sino con sólo aquellos valores de f(x) para a: 
en alguna vecindad de £. Por una vecindad o entomo del punto $ se entien- 
de aquí cualquier intervalo abierto a < a: < /3 que contiene al punto | 
pero que puede ser arbitrariamente pequeño. Un punto extremo relativo 
£ de / es entonces un punto que es un extremo cuando / está restringida 






Sec. 3.6 


Máximos y mínimos 261 


a todos aquellos puntos de su dominio situados suficientemente cerca de 
Obviamente, los extremos de una función están incluidos entre los extremos 
relativos. Para evitar confusión se emplearán los términos máximos absolu- 
tos (mínimos) para los máximos y mínimos de / en todo su dominio (véase 
Fig. 3.16). 

Geométricamente hablando, los máximos y mínimos relativos, si no están 
localizados en los puntos extremos del intervalo de definición, son respec- 
tivamente las crestas y depresiones de la curva. Una ojeada a la Fig. 3.16 
muestra que el valor del máximo relativo en un punto x 5 puede muy bien 
ser menor que el valor de un mínimo relativo en otro punto x 2 . E1 diagra- 
ma sugiere también el hecho de que máximos y mínimos relativos de fun- 
ciones continuas se alternan: Entre dos máximos relativos sucesivos está 
siempre localizado un mínimo relativo. 

Sea f(x) una función derivable definida en el intervalo cerrado 
a < x < b. Se ve de inmediato quc en un punto extremo relativo que está 
localizado en el interior del intervalo la tangente a la curva debe ser hori- 
zontal. (La demostración rigurosa se da a continuación.) Por lo tanto, la 
condición 

m) = o 

es necesaria para un extremo relativo en un punto £ tal que a < | < b. Si, 
no obstante, /(£) es un extremo relativo y £ coincide con uno de los puntos 
extremos del intervalo de defíníción, Ia ecuación f'(() =0 no necesaria- 
mente se cumple. Sólo puede decirse que si el punto extremo izquierdo es 
un punto máximo relativo (mínimo), la pendiente f(a) de la curva no 
puede ser positiva (negativa), mientras que si el punto extremo derecho b 
es un máximo relativo (mínimo) entonces f(b) no puede ser negativa 
(positiva). 

Los puntos en los cuales la tangente a la curva y = f(x) es horizontal, 
que corresponden a las raíces | de la ecuación f(é) = 0, se denominan los 
puntos críticos o puntos estacionarios de /. Todos los extremos relativos 
de una función derivable / que son puntos interiores del dominio de / son 
puntos estacionarios. Por lo tanto: un máximo absoluto o un mínimo abso- 
luto de la función coincide ya sea con un punto crítico de la función o 
bien con un punto frontera de su dominio. Para localizar los máximos ab- 
solutos (mínimos) de la función debemos solamente comparar los valores 
de / en los puntos críticos y en los dos puntos frontera o extremos del 
intervalo, y vcr cuáles de estos valores son los mayores (menores). Si / 
no es derivable en un número finito de puntos, se deberá sólo sumar estos 
puntos a la lista de localizaciones posibles de un extremo y también verifi- 

1 La definición rigurosa de un punto de máximo relativo, £, establecería que 
existe un intervalo abicrto que contiene a ¿ tal que /(£) > f(x) para todo x de este 
intervalo para el cual / estc definida. 
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car los valores de / en estos puntos. Así, la labor principal en la determi- 
nación de los extremos de una función se reduce a la de encontrar los 
ceros de la derivada de la función 3 que usualmente existen en número 
finito. 

Para tomar un ejemplo sencillo, determinemos los valores máximos y 
mínimos de la función f(x) = Yiox G — Yiox 2 en el intervalo — 2 < x < 2. 
Aquí los puntos críticos, las raíces de la ecuación f(x) = 6(x 5 — x) /10 = 0, 
están localizados en x = 0, +1, —1. Calculando los valores de / en estos 
puntos y también en los puntos extremos del intervalo encontramos 


X 

-2 

-1 

0 

1 

2 

/(*) 

5.2 

-0.2 

0 

-0.2 

5.2 


Es claro que los puntos x = zbl representan mínimos relativos, mientras 
que los máximos relativos ocurren cn x = 0 y x = ±2. E1 valor máximo 
de la función, alcanzado en los puntos extremos del intervalo, es 5.2; el 
valor mínimo, alcanzado en los puntos x = ±1, es —0.2 (véase Fig. 3.17). 


V 



Figura 3.17 y = (* 6 — 3* 2 )/10. 


Sin apelar a la intuición, se puede probar fácilmente mediante métodos 
puramente analíticos que f ($) = 0 siempre y cuando $ es un punto extremo 
relativo en el interior del dominio de /, suponiendo / derivable en £. (Com- 
parar las consideraciones exactamente análogas para el teorema de Rolle, 
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p. 196.) Si la función f(x) posee un máximo relativo en el punto |, entonces 
para todos los valores suficientemente pequeños de h diferentes de cero la 
expresión f(£ + h) — /(£) debe ser negativa o cero. Por lo tanto, 


r f(é + h) - f (¿)i 



para h > 0, mientras que 


r itt + h) -f(x)] 



para h < 0. Así, si /i tiende a cero a través de valores positivos el límite 
no puede ser positivo, mientras que si h tiende a cero a través de valores 
negativos el límite no puede ser negativo. Sin embargo, ya que se ha su- 
puesto que la derivada en £ existe, estos dos límites deben ser iguales entre 
sí y, precisamente, iguales al valor f(£) que, por consiguiente, solamente 
puede ser cero; o sea, debe tenerse necesariamente /'(£) = 0. Una demos- 
tración análoga se cumple para un mínimo relativo. La demostración prue- 
ba también que si el punto extremo izquierdo ¿ = a es un punto máximo 
relativo (mínimo), entonces por lo menos f(a) < 0[f(a) > 0]; si el punto 
extremo derecho b es un punto máximo relativo (mínimo) entonces 
f(b) >0[f(b) <0]. 

La condición /'(£) =0 que caracteriza a los puntos críticos no es de 
ninguna mancra suficiente para que existan extremos relativos. Pueden exis- 
tir puntos en los cuales la derivada se anula, esto es, en los cuales la tan- 
gente es horizontal, aun cuando la curva no posee máximo relativo ni 
mínimo relativo ahí. Esto ocurre si en el punto dado la curva posee una 
tangente de inflexión horizontál que la corta, como en el ejemplo de la 
función y = a: 3 en el punto x = 0. 

E1 siguiente teorema da las condiciones necesarias y suficientes bajo las 
cuales un punto crítico es un punto de máximo o mínimo relativo (y, por 
tanto, un criterio para reconocerlo). Se aplica a una función continua, f, 
que posee una derivada continua f que se anula en a lo más un número 
finito de puntos, o, más generalmente, a funciones derivables / para las 
cuales f cambia dc signo en a lo más un número finito de puntos: 

La función f(x) posee un extremo relativo en un punto interior £ de 
su dominio si y sólo si la derivada f(x) cambia de signo cuando x pasa a 
través de este punto; en particular, la función posee un mínimo relativo 
si cerca de | la derivada es negativa a la izquierda de £ y positiva a la 
derecha, mientras que en el caso contrario posee un máximo. 

Se demuestra esto rigurosamente utilizando el teorema del valor medio. 
Primero se observa que a la izauierda v a la derecha de £ existen intervalos, 
< x < £ y | < * < | 2 , en cada uno de los cuales f(x) posee un solo 
signo, puesto que f se anula solamente en un número finito de puntos. 
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(Aquí y £ 2 pueden ser tomados como los puntos más cercanos a £ en los 
cuales f se anula, si tales puntos existen.) Si los signos de /'(*) en estos dos 
intervalos son diferentes, entonces /(£ + h) — /(£) = /i/'(£ + Oh) posee 
el mismo signo para todos los valores suficientemente pequeños de h, ya 
sea que h se tome valor positivo o negativo; de modo que £ es un extremo 
relativo. Si f{x) posee el mismo signo en ambos intervalos, entonces 
/z/'(£ + Oh) cambia de signo cuando h lo hace, de modo que /(£ + h) es 
mayor que /(£) en un lado y menor que /(£) en el otro lado, v así no existe 
valor extremo. Nuestro tcorema está así probado. 

A1 mismo tiempo se ve que el valor /(£) es el valor máximo o mínimo 
de la función en todo intervalo que contiene al punto £, en el cual f es 
derivahle y en el cual el único cambio de signo de f{x) ocurre en £ mismo. 

El teorema del valor medio, en el que esta demostración se basa, puede 
seguirse utilizando aún en el caso en que f{x) no es derivable en un punto 
extremo del intervalo en el cual se aplica, siempre que sea derivable en 
todos los otros puntos del intervalo; por lo tanto, esta demostración sigue 
siendo válida si f{x) no existe en * = £. Por ejemplo, la función y = |x| 
posee un mínimo en x = 0, puesto que f > 0 para x > 0 e f < 0 para 
* < 0 (ver Fig. 2.24, p. 188). La función y = ^x 2 posec del mismo modo 
un mínimo en el punto x — 0, aun cuando su derivada §*' 1/3 es infinita ahí 
(ver Fig. 2.27, p. 190). 

E1 método más sencillo para decidir si un punto critico £ es un máximo 
o mínimo relativo involucra la segunda derivada en este punto. Es intuiti- 
vamente claro que si f{£) — 0 entonces / tiene un máximo relativo en £ 
si /"(£) <0, y tienc un mínimo relativo si /"(£) >0. Pues en el primer 
caso la curva en la vecindad de este punto está situada completamente por 
debajo de la tangente y en el segundo caso completamente por encima de 
la tangente. Este resultado se obtiene analíticamente a partir del criterio 
(teorema) anterior siempre que f{x) y f{x) sean continuas y que /"(£) 
exista. En efecto, s r f{£) — 0 y, digamos /"(£) >0, se tiene 


f"{$) = hm 

K-> 0 


ru + h) - nk) 


= 1¡m /+±+> 0. 

h-*o h 


Se sigue que f{£ + h )/A > 0 para todos los h +=0 que son suficientemente 
pequeños en valor absoluto; por lo tanto, /'(£ + /z) y h poseen el mismo 
signo en una vecindad de £. Si a: está cerca de £, la derivada f{x) debe ser 
negativa para * a la izquierda de £ y positiva para ^ a la derecha de £; 
y esto implica que existe un mínimo relativo en £. 

La situación es particularmente simple en el caso en que f'{x) es de 
uno y el mismo signo en todo el intervalo [a, b ] en el cual / está definida: 


Un punto £ en el cual f se anula es un punto de máximo de f si 
f f [x ) < 0 en todo el intervalo (o bien si su curva es cóncava), y es un 
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punto de mínimo de f si en todo el intervalo f"(x) > 0 (esto es, si la curva 
es convexa). 1 

En efecto, si f"(x) < 0 la función f(x) es monótona decreciente, y, 
por lo tanto, | cs su único cero. Además, /' > 0 para a < x < £, mientras 
que /' < 0 para g < a: < b. Por el teorcma del valor medio esto implica 
nuevamente que f(x) < f(£) para x=f= £, de modo que £ resulta ser un 
estricto punto de máxiino. E1 mínimo de / debe coincidir con uno de los 
puntos frontera, a, b, puesto que no existe otro punto crítico aparte de $. 
E1 mismo argumcnto se aplica cuando /" > 0 en el intervalo. 


Ejemplos 

Ejemplo 1. De entre todos los triángulos con base y área dadas deter- 
minar aquél con mínimo perímetro. 

Para resolver este problema se toma al eje x a lo largo de la base dada 
AB y el punto medio de AB como el origen (Fig. 3.18). Si C cs el vértice 
del triángulo, h su altura (la cual está determinada por el área y la base), 
y (x, h) son las coordenadas dcl vértice, entonces la suma de los dos lados 
AC y BC del triángulo está dada por 

f(x) — y/ (x + a) 2 + h' ¿ + \/ (.v — a)~ + h 2 , 
donde 2 a es la longitud de la base. De aquí se obtiene 


f(x) 

r(*) 


x + a x — a 


-— ■ + 

\/ (x + -a ) 2 + h 2 

- J 

V (x — a ) 2 + h 2 

~(x + a) 2 

1 

V[(.v + a ) 2 + /i 2 ] 3 

V (x + a ) 2 + h 2 


+ - (.v - a) 2 

V[(* — a ) 2 + h' 

/i 2 

+ ... 

V[(* + a ) 2 + /i 2 ] 3 

V[(.v + a) 2 + h 2 Y 


Vemos de inmediato que: (1) /'(0) se anula, y (2) f"(x) es siempre posi- 
tiva; por lo tanto, cn x — 0 existe un valor mínimo (ver pp. 264 y 265). 
Este valor mínimo está dado según esto por el triángulo isósceles. 

Análogamcnte se encuentra que de entre todos los triángulos con perí- 
metro y base dados el triángulo isósceles posee el área máxima. 


Ejemplo 2. Encontrar un punto sobre una recta dada tal que la suma 
de sus distancias a clos puntos fijos sea un mínimo. 

1 Tarnbién se dice, brevemente, que el punto es un ”máximo (mínimo) de f(x)” 
(N. del R.). 
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y 



Figura 3.18. 


Supónganse dados la recta y dos puntos fijos cualesquiera A y B en el 
mismo lado de la recta. Se desea cncontrar un punto P sobre la línea recta, 
tal que la distancia PA + PB tenga el mínimo valor posible. 1 

Se toma la recta dada como el eje x y se utiliza la notación de la 
Fig. 3.19. Entonccs, la distancia en cuestión está dada por 

¡(x ) = V- r “ 'I' h 2 + V(* — a ) ¿ + hi 2 , 

y se obtiene 



- X -H I 


Figura 3.19 Ley de reflexión. 

1 Si A y B están situados en lados opuestos de la recta, obviamente P es, pre- 
cisamentc, la intersección de la recta con el segmcnto AB. 
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La ecuación f'(£) = 0 significa 

I _ a ~ I 
Vi* + h 2 V(Z-a) 2 + h/ 

o bien 

cos ct — cos /? ;• 

y, por lo tanto, las dos rectas PA y PB deben formar ángulos iguales con 
la recta dada. E1 signo positivo de f'(x) muestra que realmente tenemos 
un valor mínimo. 

La solución de este problema está conectada muy de cerca con la ley 
de reflexión óptica. Por un principio importante de la óptica, conocido 


y 



como “prindpio del tiempo mínimo” de Fermat, la trayectoria de un rayo 
de luz está determinada por la propiedad de que el tiempo que tarda la 
luz en ir de un punto A a un punto B bajo Ias condiciones dadas debe ser 
el menor posible. Si se impone la condición de que un rayo de luz en su 
recorrido de A a B pase por algún punto de una recta dada (digamos, sobre 
un espejo), se ve que el tiempo mínimo se logrará a lo largo del rayo para 
el cual el “ángulo de incidencia” sea igual al “ángulo de reflexión”. 

Ejemplo 3. La Ley de Refracción. 1 Considérense dados dos puntos 
A y B en lados opuestos del eje a:. ¿Cuál es la trayectoria de A a B que 


1 En tanto que los ejemplos anteriores pueden ser tratados también mediante 
la geometría elemental, el presente no puede ser fácilmente resuelto sin el cálculo. 
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requiere el menor tiempo posible si Ia velocidad en un lado del eje x es c, 
y en el otro lado es c 2 ? 

Claramente, esta “trayectoria mínima” debe consistir de dos porciones 
de líneas rcctas que se encuentran una a la otra en un punto P sobre el 
eje x. Utilizando la notación de la Fig. 3.20 se obtienen las dos expresiones 
\//i- + x 2 y y/ii 2 -|- ( a — x) 2 para las Iongitudes PA, PB, respectivamente; 
y el ticmpo, T, dc viaje a lo largo de esta trayectoria se encuentra divi- 
diendo las longitudes de los dos segmentos por las correspondientes veloci- 
dadcs y dcspués sumando: 

1 _ 1 _ 

T = /( v) = — y /i 2 -1- X 2 + — y/i! 2 + (a - x ) 2 . 

C 1 c. 

Diferenciando, se obtiene 

1 a' i a — x 

f'(x) = - - =r . ..-= , 

c , y/i 2 + v 2 c 2 y/ii 2 + (a — x) 2 

1 /i 2 ,1 /ii 2 

f"(x) —- -- +- -- 

c, y(/i 2 + x 2 ) 3 c -2 y[/ii 2 + (a ~ A') 2 ] 3 

Como fácilmente se ve por la Fig. 3.20, la ecuación f'(x) = 0, esto es, la 
ecuación 

1 x _ 1 a — x 

c j y/i 2 + x 2 c 2 y hr + (a — x ) 2 
es equivalente a la condición (1/c,) sen a = (1 /c 2 ) sen/3, o bien, 

sen a c, 

sen (3 c 2 



Figura 3.21 Punto de una elipse que está a la mínima distancia de otro sobre 

cl eje mayor. 
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E1 lector debe verificar el hecho de que existe sólo un punto que satis- 
face la condición, y que este punto proporciona en realidad el valor mínimo 
requerido. 

E1 significado físico de nuestro ejemplo está precisamente dado por el 
principio óptico del tiempo mínimo. Un rayo de luz que viaja entre dos 
puntos describe una trayectoria de tiempo mínimo. Si c x y c 2 son las velo- 
cidades de la luz en dos medios ópticos distintos, la trayectoria luminosa 
estará dada por nuestro resultado, el cual es una forma de la Ley de Snell 
de la refracción. 


Ejemplo 4. Encontrar el punto de una elipse que está más cerca que 
cualquier otro de un punto dado sobre su eje mayor (Fig. 3.21). 

Tomando la ecuación de la elipse en la forma 


- + ^=1 
a- b 2 


(b < a), 


y el punto dado sobre el eje mayor como (c, 0), se encuentra para la dis- 
tancia de cualquier punto (x,y) sobre la elipse al punto (c, 0) la expresión 

d — \/(v c)~ + b 2 (l — x'- / a 2 ), 

donde — a < x < a. La función f(x) = d 2 es convexa (/" > 0). Posee un 
mínimo para el mismo .v que d. E1 único punto crítico de / está en x = 
c/(l — b 2 /a 2 ). Si este punto está situado en el dominio de d, representa 
un punto de mínimo; si no, el mínimo de d corresponde al punto extremo 
del eje mayor que esté más cercano a c. De acuerdo con esto, se encuentran 
para la mínima distancia los valores 

d ~ b -J 1 — —~ 2 , - si 

y a - b ¿ 

d = a — \c\ si 



*3.7 E1 orden de magnitud de las funciones 

Las diferencias entre los comportamientos de las funciones para valores 
grandes del argumento conducen a la noción de orden de magnitud. Debido 
a su gran importancia este asunto merece una breve discusión aquí, aunque 
no esté directamente conectado con la idea de la integral o de la derivada. 

a. E1 concepto de orden de magnitud. Los casos más simples 

Si la variable x crece más allá de toda cota, entonces, para a > 0, las 
funciones x a , Iogx, e x , e ax crecen también más allá de toda cota. Estas, sin 
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embargo, se incrementan en formas esencialmcntc diferentcs. Por ejemplo, 
la función .v :, se torna “infinita en un orden superior” 1 al de x 2 ; y por esto 
se entiende quc: conforme a: crece, el cociente x 3 /x 2 se incrementa más 
allá de toda cota. Análogamente, la función x a se torna infinita en un orden 
superior al dc x p si a. > (3 > 0, etc. 

En forma general se dice de dos funciones, f(x) y g(x), cuyos valores 
absolutos se incrcmcntan con a: más allá de toda cota, que f(x) se torna 
infinita de un orden superior al de g(x) si para x —> oo el cociente 
\f( x )/g(x) | se incrementa más allá de toda cota; y diremos que f(x) se 
torna infinita en un orden menor que el de g(x) si el cociente \f(x) /g(x)| 
tiendc a cero conforme x crece; y se dirá que las dos funciones se tornan 
infinitas del mismo orden dc magnitud si, al crecer .v, el cocicnte j f(x) /g(x) | 
posee un límite diferente de cero o, al menos, permanece entre dos cotas 
fijas positivas. Por ejemplo, la función ax 3 + bx 2 + c — f(x), donde a^L 0, 
scrá dcl mismo ordcn de magnitud que la función x 3 = g(x), pues el co- 
ciente \f(x)/g(x) \ = |(a.v 3 + bx 2 + c) /.v 3 j posee el límite |a| conforme 
,v —> oo. Por otra partc, la función .v 3 + .v + 1 se torna infinita de un orden 
de magnitud superior al de la función + + „v + 1. 

Una suma de dos funciones f(x) y 4>(x), donde f(x) es de orden de 
magnitud supcrior al de <f>(x), posee el mismo orden de magnitud que f(x). 

Pucs I (f(x) + <¡>(x))/f(x) I = |l + 4>(x)/f(x) |, y, por hipótesis, esta ex- 
prcsión ticnde a uno cuando A' crece más allá dc toda cota. 

b. Los órdenes de magnitud de la función exponencial 
y del logaritnio 

Se podría estar tentado a medir el orden de magnitud de las funciones 
mediante una escala, asignando a la cantidad x el ordcn de magnitud uno 
y a la potencia + (a > ü) el orden de magnitud a. Un polinomio de grado 
n tendría entonces obviamente el orden de magnitud n ; una función racio- 
nal, el grado de cuyo nuinerador cs superior en h al del denominador, 
tcndría el orden de magnitud h. 

Salta a la vista, sin embargo, que cualquicr intento para describir el 
orden de magnitud de funciones arbitrarias mediante tal escala debe fallar. 
Esto es así porque existen funciones quc sc tornan infinitas en un orden 
superior al de la potencia x a de no importa cuán grande se elija a; ade- 
más, existen funciones quc se tornan infinitas en un orden menor que el 
de la potencia x a , no importa cuán pequeño se elija el número positivo a. 
Estas funciones, por lo tanto, no encajan en nuestra escala. 

Sin entrar en una teoría detallada, se establece el siguicnte teorema. 

1 O “infinita de orden superior” al de x-. 
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Teorema. Si a es un número arbitrario mayor que uno, entonces el 
cociente a x /x tiende a infinito cuando x crece. 

demostración. Para probar esto se construye la función 

a x 

4>{x) = log— -- x\oga — logx; 
x 


y es obvio que será suficiente mostrar que <f>{x) crece más allá de toda 
cota si x tiende a +oo. Con este objeto, se considera la derivada 

4>'{x) = logfl - - 

x 

y se observa que para x > c — 2/lo ga no es menor que el número positivo 
2 log a. Por lo tanto, se sigue que para x > c es 

(f>{x) — <¡>(c) = j <f>'(t) dt > ^ \\ogadt > %(x — c) loga, 

< 5 p{x) > 4>{c) + z{x - c) logrt, 

y el miembro derecho se torna infinito para x oo. 

Se da en seguida una segunda demostración de este importante teorema: 
con y a = b = 1 + h, se tiene b > 1 y h > 0. Sea n el entero tal que 
w<*<n + l;y puede tomarse x > 1, de modo que n > 1. Aplicando el 
lema de la p. 87 se tiene 



de modo que 


(1 + h)* (1 + h) n 

\/x V n + 1 


1 + nh nh h — 

> -■ ■■ .... > —=!,= — ~\/n, 

\/n + 1 y2n V2 


a 


h 2 

X >T n ’ 


y, por lo tanto, el cocicnte tiende a infinito con a. 

De este hecho quc se acaba de probar se siguen muchos otros. Por ejem- 
plo: para todo índice positivo « y todo número a > 1, el cociente a x jx a 
tiende a infinito cuando x crece. Esto es, vale el siguiente 


Teorema. La función exponencial se torna infinita de un orden de 
magnitud superior al de cualquier potencia de x. 1 

Para demostrarlo sólo se necesita mostrar que la a-ésima raíz de la ex- 
presión, esto es, 

a x/a _ 1 d t/a _ 1 a y 
cl <x x/a nc y 

1 También se dice frecuentemente; por brevedad: “de orden superior a cual- 
quier potencia de x". Otra expresión equivalente es: “a r crece a infinito más rápida- 
mente que x n cuando x—* co”. 
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tiende a infinito. Esto, sin embargo, se sigue inmediatamente a partir del 
teorema anterior cuando .v es reemplazado por y = x/ct. 

De un rnodo análogo se demuestra el siguicnte teorema. Para lodo valor 
positivo de el cociente (logjv)/*" tiendc a cero cuando x —> oo ; esto es 

Teorf.ma. El logaritmo se torna infinito de un orden menor de mag- 
nitud que el de cualquier potencia positiva arbitrariamente pequeña de xd 

demostración. La demostración se obtiene de inmediato si se expresa 
log x — y y así el cocicnte es transformado en y/e ay . Se hace entonc.es e a — a\ 
entonccs a > 1, y el cociente yla v se aproxima a cero cuando y tiende a 
infinito. Puesto cjue y sc aproxima a infinito conforme x io hace, el teorema 
está dcmostrado. 2 

Sobre ia basc de estos resultados pueden construirse funciones de un 
orden de magnitud muy superior al de ia función exponencial, y otras fun- 
ciones de un ordcn dc magnitud bastante más pequeño que el del logaritmo. 
Por cjemplo, la función e {ct) es de un orden superior al de la función ex- 
poncncial, y la función loglogA: es de un orden menor que el del logaritmo; 
además puede iterarse este proccso tantas veces como sc quiera, reiterando 
los símbolos u operaciones e () o log tantas veces como se desee. 

Todas las funciones logv, log (iogx), log [log (log*)], etc., eventual- 
mentc sc tornan arbitrariamente grandes para x suficientemcnte grande, pero 
con creciente lentitud. Tomando, por ejemplo, para * el enorme número 
,v — 10 ,0 ° se encucntra que Iog.v cs más o menos 230, mientras que log 
(logx) es sólo 5.4, aproximadamente. 


c. Comentarios generales 

Estas consideraciones muestran que no es posible asignar a todas las 
funciones números definidos, como órdenes de magnitud, de modo que de 
dos funciones, aquélla con el orden de magnitud inás alto tenga un nú- 
mero superior. Si, por ejcmplo, la función a es de orden de magnitud uno 
y la función x 1+t de orden de magnitud 1 + e, entonces Ia función xlogx 
debe ser de un orden de magnitud mayor que uno y menor que 1 -T e, no 
importa cuán pequeño sea elegido e. Pero no existe tal número. 

Además, es fácil ver que las funciones no tienen que poseer un orden 
relativo de magnitud claramente definido. Por ejemplo, la función 

1 Tambicn: “crece menos rápidamente que x*, cuando x—>oo } por pequeño 
que sea a”. (Cf. Nota al pie de la página anterior.) ( N. del R.) 

- Puede sugerirse otra demostración sencilla: Para x > 1 y e > 0 

[* dí f* 1 

log * = \ — < \ fe- 1 d£ = - (*e — 1) • 

y, si se elige e igual a « y se dividen ambos miembros de csta desigualdad por x a , 
entonces se sigue que (log x)/x a —» 0 cuando x —> oo. 
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[x 2 (sen x) 2 + x + l]/[* 2 (cos x ) 2 + *] no se aproxima a un límite definido 
cuando x crece; por el contrario, para x = ni r (donde n es un entero) el 
valor es \¡mr, mientras que para x = (n + \)-n es (n + -J)t r +1 + 1/ 
(n + r. Aunque tanto el numerador como el denominador se tornan 
infinitos, el cociente no permanece entre cotas positivas, ni tiende a cero 
ni tiende a infinito. E1 numerador, por lo tanto, no es del mismo orden 
que el denominador, ni de orden mayor o menor. Esta situación aparen- 
temente alarmante significa solamente que las definiciones anteriores no 
están diseñadas de tal forma que se puedan comparar dos funciones cua- 
lesquiera. Este no es un defecto. No se desea aquí comparar los órdenes 
de tales funciones como el numerador y el denominador mencionados; pues 
el conocimiento del valor de uno de ellos no da ninguna información útil 
acerca del otro. 

d. E1 orden de magnitud de una función 
en la vecindad de un punto arbitrario 

Así como se pueden comparar los comportamientos de funciones para 
x —» oo, pueden compararse también funciones que se tornan infinitas en el 
punto finito x = £. 

Se dice que la función f(x) = \/\x — £| se torna infinita del primer 
orden en el punto x = £, y, correspondientemente, que la función \¡\x — £|" 
se torna infinita de orden a, siempre que « sea positiva. 

Se reconoce entonces que la función e 1/ l*'+ se torna infinita de orden 
superior para x —> £, y la función log \x — £[ infinita de menor orden que 
el de todas estas potencias; esto es, que las relaciones límite 

lím (|x — ||“ • e 1 ^'^) = oo y lím (\x — £|“ • log \x — £|) =0 

ar-*í 

se cumplen. 

Para confirmar esto, solamente se hace \¡\x — |[ = y; y nuestros asertos 
se reducen entonces al conocido teorema de la p. 271, puesto que 

\x - • e x/ \ x ~^ =4- y \x - $\* • log \x - || = - 

'I y y 

y que y crece más allá de toda cota conforme x tiende a £. (E1 método de 
reducir el comportamiento en un punto $ al comportamiento en el infinito 
mediante la substitución l/|x — || = y resulta ser frecuentemente útil.) 

e. E1 orden de magnitud (pequeñez) de una 
función que tiende a cero 

Tal como se buscó describir la aproximación de una funcíón al infinito 
por medio del concepto de orden de magnitud, puede especificarse también 
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la forma en la cual una función se aproxima a cero. Se dice que cuando 
x—> oo la cantidad l/x se anula de (con) primer orden; y que la canti- 
dad x~ a , donde a es positiva, se anula de orden a. 1 Se encuentra nuevamente 
que la función 1 /log x se anula con orden menor que el de una potencia 
arbitraria x~ a ; esto es, para todo a positivo la relación 

lím (x~ a ■ log x) = 0 

£->co 

se cumple. 

De la misma manera se dice que para x = £ la cantidad x — | se anula 
en primer orden y la cantidad |a: — £| a en orden a. Con nuestros resultados 
es fácil probar las relaciones 

lím (1^1" • log |x|) = 0, lím (¡x| _a • = 0, 

*-»o x~*o 

las cuales son expresadas usualmente como sigue: 

La función 1 /log |*| se anula cuando x —> 0 con un orden menor que 
el de cualquier potencia positiua de x; y la función exponenciai ese 
anula con un orden superior al de cualquier potencia positiua de x. 2 

f. Las notaciones “O” y “o” para órdenes de magnitud 

Una forma convcniente de indicar que una función f(x) es de menor 
orden de magnitud que una función g(x) es la de escribir / = o(g). Esta 
ecuación simbólica significa solamente que el cociente //g posee el límite 
cero, y puede ser utilizada con igual ventaja para funciones que se anulan 
o se tornan infinitas y para argumentos a: que tienden a infinito o se apro- 
ximan a un valor £. 3 

Muchos de los resultados de la seccción anterior pueden reescribirse en 
esta notación; por ejemplo, 

x a = o(x fi ) paraa < /? conformex —> oo 

logx = o(x“) parao¡>0 confonne x —» oo 

e~ x = o(x~ a ) conforine x —> oo 

e -\/x — o(x a ) conforme x —» 0 con valores positivos 

log |x| = o (1 /x) conforme x —> 0 

1 — cos x = o(x) conforme * —> 0. 

1 También se dice que "1/x es infinitésimo de primer orden y x~ a (a > 0) es 
infinitésimo de orden a". (N. del R.) 

2 O sea: “La función 1/log |x|, cuando x—* 0, se toma un infinitésimo de orden 
inferior al de cualquier potencia x a (a > 0); y la función e~ x /\ x \ se torna un infinité - 
simo de orden superior al de cualquier potencia x a (a > 0)”. (N. del R.) 

3 La letra o es elegida para sugerir la palabra “orden”. Obsérvese que Ia rela- 
ción f = o(g) para una g que se anula significa que / se anula con un orden su- 
perior. 
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Esta notación, introducida por E. Landau, es útil para indicar el orden 
de magnitud del error en una fórmula de aproximación. Por ejemplo, 

1 1 / 1 \ 

— — — — + o ( - I para x -> oo 

VI + 4x 2 2x V x ) 

es la notación para la relación 

1 _ 1 

„ VI + 4x* 2Í _ 

hm - Thc - = 0 - 

Análogamente, la relación entre incremento y diferencial de una función / 
que posce derivada en un punto x puede ser escrita en la forma 

f(x + h) — f(x) = hf'(x) -f o(h) para h —> 0. 

Igualmente útil es la notación simbólica / = O(g) usada para indicar 
que f(x) es a lo más del orden de magnitud de g(x), esto es ? q° e e ^ co ~ 
ciente f(x) /g(x) está acotado para los valores de x en cuestión. 1 E1 uso del 
símbolo O es, además, muy flexible. Así, la frase “/ = O(g) para x —> oo” 
significa que el cociente f/g está acotado para todo x suficientemente gran- 
de, como en 

VlOx — 1 = 0( V*) P ara x -> oo. 

Análogamente, “/= O(g) para x -> significa que f/g está acotada en 
una vecindad suficientcmente pequeña del punto x = £, corao en 

e x — \ = O(x) para x— >0. 

Más generalmente, puede utilizarse la ecuación / = O(g) para indicar la 
acotación de f/g en cualquier doininio del eje x sin que se requiera que x 
se aproxime a un límite. Así 

logx = 0(x) para x > 1, 

7T 

x = O(senx) para |x| < -. 

Algunos de los primeros ejemplos que involucran el símbolo o pueden 
ser ahora refinados indicándose una mejor estimación del error con la ayuda 
del símbolo O. Asi se tiene para una función / para la cual f" está definida 
y es continua: 

f(x + h) — f(x) = hf'(x) + 0(h 2 ) para h -> 0. 

1 Nótese que f — 0(g) no significa que f/g tenga el límite uno o que el co- 
ciente tenga necesariamente un límite, cualquiera que sea. 
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Otros ejemplos son 


cosx = 1 + 0(x 2 ) para todo x. 

Las mismas notacioncs pueden utilizarse para sucesiones a n , con el índice 
n que tienda a infinito. En lo siguientc se encontrarán algunos ejemplos 
interesantes de tales fórmulas “asintóticas” con un término de error de orden 
superior (ver la fórmula de Stirling para n! Cap. 6, A.l). Una famosa 
ley asintótica, 1 ya mencionada en el capítulo 1, p. 80, afirma que el número 
7r(n) de primos menores que n está dado aproximadamente por n/(logn). 
Aquí el orden de magnitud del error ha sido encontrado también y se tie- 
ne, más precisamente, el resultado 



Apéndice 

La dificultad para apreciar un desarrollo riguroso del cálculo surge de 
un dilema básico: Aunque los procedimientos y conceptos fundamentales 
como continuidad, suavidad, etc., son motivados por apremiantcs necesida- 
des intuitivas, debcn hacerse precisos para que tengan significado lógico y 
las resultantes definiciones rigurosas puedan cubrir fenómenos que están 
más allá de aquéllos de carácter intuitivo. Así, el concepto riguroso de con- 
tinuidad requiere inevitablemente un grado de abstracción que no está to- 
talmente reflejado en la noción intuitiva de una curva conexa; y el concepto 
de derivabilidad es más restrictivo y más abstracto que la vaga idea que 
sugiere la suavidad de una curva. Discrepancias dc este tipo son inevitables 
y pueden arruinar la paciencia y el entendimiento de un principiante o de 
alguien para quien la sutileza lógica no es de principal interés. Sin embargo, 
deseamos hacer más clara para el lector la necesidad de dicha precisión, 
mostrando que, quizá inesperadamcnte, la precisión y el refinamiento son 
requeridos aún para los ejemplos más sencillos e intuitivamente compren- 
sibles. 

A.l Algunas funciones especiales 

Gomo regla, tales ejemplos pueden no estar dados en términos de ex- 
presiones analíticas sencillas (véanse Figs. 1.28, p. 62 y 1.30, p. 63). Aquí, 

1 La demostración no puede darse en este libro. Véase: A. E. Ingham, The 
Distribution oj Primes, Cambridge University Press, 1932. 
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sin embargo, se desea representar varios tipos de discontinuidades y fenó- 
menos inesperados o “anormales” mediante expresiones muy sencillas cons- 
truidas a partir de las funciones elementales. Se comienza con un ejemplo 
en el cual no se presenta ninguna discontinuidad. 

a. La función y = e~ 1/x ‘ 

Esta función (ver Fig. 3.22) está definida en primera instancia sola- 
mente para valores de x diferentes de cero, y obviamente posee el límite 
cero cuando x —> 0. En efecto, mediante la transformación 1 / x 2 = £ la fun- 
ción se vuelve y — e~%, y lím e~Z — 0. Por lo tanto, es natural extender la 
función de modo que sea continua para * = 0 definiendo el valor de 
la función en el punto x — 0 como y(0) =0. 


y 



Por la regla de la cadena, la derivada de la función para x =/=■ 0 es 
/ = — (2/x 3 )^" 17 *' = 2$ % e~Z. Si a: tiende a cero esta derivada posee también 
el límite cero, como se deduce inmediatamente de la p. 271. En el punto 
.v = 0 la derivada 


/(0) = lim y(/!) zm =y ¡m e ^l 

o h h-*o h 


puede ser también definida en forma continua como cero. 

Para las derivadas superiores en r^O, obviamente se obtiene siempre 
el producto de la función e~ 1/x2 y un polinomio en l/x, y el paso al límite 
x —> 0 conduce siempre al límite cero. Por lo tanto, todas las derivadas 
superiores se anulan, como yf, en el punto x = 0. 

Así, la función es continua en todas partes y derivable tantas veces como 
se desee; y, aún más, en el punto x = 0 se anula con todas sus derivadas, 
pero no sc anula idénticamente. Posteriormente se podrá observar (Apén- 
dice 1.1 del capítulo 5) cuán notable o “anormal” es este comportamiento. 
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b. La función y — e~ 1/x 

Como se ve fácilmente, para valores positivos de * esta función se com- 
porta de la misma manera que la función que acabamos de tratar: si x 
tiende a ccro por un lado, con valores positivos, la función tiende a cero, 
y lo mismo cs cierto para todas sus derivadas. Si se define el valor de la 
función en x = 0 como y(0) = 0, todas las derivadas laterales derechas cn 
el punto x = 0 poscen el valor cero. Otra situación muy diferente se tiene 
cuando a: tiende a cero a través de valores negativos; pues entonces la fun- 
ción y todas sus derivadas se vuelven infinitas, y las derivadas laterales iz- 
quierdas no existen cn el punto x = 0. En el punto x = 0, por lo tanto, la 
función posee una clase notable de discontinuidad bastante diferente de las 
discontinuidadcs infinitas de las funciones racionales considcradas en las pp. 
60, 61 (ver FÍg. 3.23). 


y 



c. La función y = tanh - 


Como sc ha visto ya en la p. 88, las funciones con discontinuidades de 
“salto” pueden obtenerse a partir de funciones elementales mediante el 
paso al límite. La función exponencial, definida en la p. 172, junto con 
el principio de la composición de funciones, nos da otro método para cons- 
truir funciones con tales discontinuidades a partir de funciones elementales, 
sin ningún otro proceso límite adicional. Un ejemplo de esto es la función 


y = 


tanh - = 




e l/X _ e -l/X 

e i/x + e -yx 
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y su comportamiento en el punto x = 0. La función en primera instancia 
no está definida en este punto. Si x se acerca al punto x — 0 a través de 
valores positivos, obviamente se obtiene el límite 1 ; si, por otra parte, se 
aproxima al punto x = 0 a través de valores negativos, se obtiene el lími- 
te — 1. Este punto * = 0 es así un punto de discontinuidad de salto; confor- 
me x crece pasando por 0 el valor de la función salta dos unidades (ver 
Fig. 3.24). Por otra parte, la derivada 

_ i _ 1 

cosh 2 ( l/x) x 2 

- - 1 4 

x 2 ( e 1/x + e~ 1/x ) 2 

se aproxima al límite cero desde ambos lados, como surge fácilmente 1 a 
partir dc la sección 3.7, p. 270. 



d. La función y — x tanh l/x 


En el caso de la función 


y 


x tanh - = x 
x 


e 1/x _ e -i/x 
e 1/x + e~ 1/x 


la discontinuidad anterior es eliminada por el factor x. Esta función tiene 
el límitc cero cuando x —» 0 desde cualquier lado, de modo que se puede 
nuevamente definir en forma apropiada y(0) como ifnial a cero. Esta fun- 
ción es entonces continua en x = 0, pero su primera derivada 

1 Otro ejemplo donde aparece una discontinuidad “de salto” está dado por la 
función y = arc tan 1 /x cuando x—*0. 
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V = tanh - — 

a: 


1 1 

* cosh 2 (1 /x) 


posee justamente la misma clase de discontinuidad del ejemplo anterior. 
La gráfica de la función es una curva con una esquina (ver Fig. 3.25); y 
en el punto x = 0 la función no posee una derivada, sino una derivada 
lateral dcrecha con el valor +1 y una derivada lateral izquierda con el 
valor — 1. 





e. La función y = xsen 1 /x, y( 0) = 0 

Se ha visto ya que esta función no está compuesta por un número finito 
de partes monótonas—o, lo que es lo mismo, no es “seccionalmente” monóto- 
na o monótona “por pcdazos”—pero que, sin embargo, es continua (p. 63 
y Fig. 1.31). Su primera derivada 

yé = sen — — - cos - (x + 0), 

XXX 

por el contrario, posee una discontinuidad en x = 0; pues conforme x tiende 
a cero esta derivada oscila continuamente entre curvas acotadas, una positiva 
y una negativa, las cuales a su vcz tienden a + oo y — oo respectivamente. 
En el punto x — 0 el cociente incremental es \y(h) — y(0)]/h = scn (1 /h); 
y puesto que este valor oscila hacia arriba y hacia abajo entre 1 y — 1 un 
número infinito dc veces conforme h0 , la función no posec una dcrivada 
lateral derecha ni tampoco una derivada lateral izquierda en x = 0. 

A.2 Comentarios sobre la derivabilidad de funciones 

La derivada dc una función que es continua y posee derivada en cada 
punto de un intervalo puede no ser continua. 
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Como un ejemplo sencillo considérese la función dada por 
y = f(x) = x- sen - para x ^O 

X 

y 

/( 0 ) = 0 . 

Esta función está definida y es continua en todas partes. Para todos los 
valores de x diferentes de cero la dorivada está dada por la expresión 

f'(x) = —x 2 ( cos — + 2x sen — = —cos - -\- 2x sen 

\ x) x 2 x x x 

Cuando x tiende a cero f'(x) no posee límite. Si, por otra parte, se forma 
el c.ociente incremental [f(h) — f(0)]/h = (h 2 sen 1 /h) /h = h sen 1 /h, se ve 
de inmediato quc cstc tiende a cero cuando h lo hace. La dcrivada, por 
lo tanto, existe para x = 0 y posee el valor 0. 

Para entender intuitivamente la razón de este comportamiento paradó- 
jico se representa la función gráficamente (ver Fig. 3.26). Esta oscila entre 
las curvas y = x 2 e y = — x 2 a las cuales toca alternadamente. Así, las ra- 
zones de las alturas de las crestas de onda de la curva y sus distancias al 


y 



Figura 3.26. 
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origen se tornan gradualmente más pequeñas. Sin embargo, estas ondas 
no se tornan más planas pues su pcndiente, dada por la derivada 

f'(x) — 2x sen 1 /x — cos 1 /x, 

cs igual a - 1 cn los puntos x = 1/2 n-n, donde cos 1 /x = 1, e igual a + 1 
en los puntos .v = l/(2n + 1 )tt, donde cos 1 /x — —1. 

En contrastc con la posibilidad ilustrada aquí (de que una derivada cxiste en 
todas partes y sin embargo no es continua), se establece el siguientc sencillo teorema, 
el cual iluinina toda una seric dc cjcmplos y discusiones anteriores. 

Teorf.ma. Si se sabe que en una vecindad de un punto x = a la función f(x) 
cs continua, que para x + a también posee derivada f'(x) y si, además, la ecuación 
lím f (x) = b se cumple, entonces la derivada f'(x) existe también en el punto 
r — a 

a y f(a) = b. 

demostración . La demostración se obtiene inmediatamente a partir del teore- 
ma dcl valor medio. Pues se tiene [f(a + h) — f(a)]/h = f(£), donde | es un valor 
intcrmcdio cntrc a y a + h. Si h ticnde ahora a cero, por hipótesis f (£) tiende a 
b, y la tesis surge de inmediato. 

Un teorcma análogo pucde ser probado de un modo similar: Si la función f(x) 
cs continua en a < x < b y para a </ x <f b posee una derivada que crece más allá 
de toda cota conforme A' tiende a a, el cociente incrcrncntal derecho [f(a + h) — 
f(a)]/h crece también más allá de toda cota conforme h ticnde a cero, de modo 
que no existe derivada lateral derecha para v — a. E1 significado geométrico de este 
ascrto cs qtie cn cl punto con coordenadas (finitas) [a, f(a)] la curva posec una 
tangente vcrtical. 


Parte B Técnicas de integración 

Funciones explícitas 

Una amplia clasc dc funciones puede ser construida a })artir de las 
funcioncs elementales 1 aplicando repetidamentc opcracioncs racionales, esto 
es, la adición, multiplicación, división, y, además, mcdiante las operaciones 
dc formar funcioncs invcrsas y funciones compuestas. Las funciones así des- 
criptas constituycn la clasc de funciones ‘ e explícitas >} o “expresiones exactas” 
finitas. 2 Como un resultado de la Parte A dc cstc capítulo sc establece la 
propicdad bastantc gcncral: 

/ oda función explícita puede derivarse y su derivada es tambicn una fun- 
ción explícita. 

Sc ha logrado así un dominio bastante completo de la operación o “al- 
goritmo” dc la difcrcnciación. No obstante. el proceso inverso, el de integra- 

1 Se dcberá destacar que la distinción entre funciones “elementales” y “ex- 
plícitas” y otras es, dc por sí, algo arbitraria. Para nosotros el término función “ele- 
mcntal” incluye justamentc las funcioncs racionales, las funcioncs trigonométricas y 
las cxponcnciales, y sus invcrsas. 

2 Este nombre indica que se encontrarán muchas otras funciones que no pueden 
ser represcntadas dc csta forma pero que pueden ser construidas por medio de pro- 
cesos de limite tales como las series infinitas. 
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ción, es, hablando generalmente, más importante y representa el mayor 
problema. Hasta cierto grado el problema es abordado y resuelto mediante 
el teorema fundamental del cálculo: A cada fórmula de diferenciación 
F'(x) — f(x) le corresponde una fórmula equivalente para Ias funciones 
primitivas F(x) de f(x), o sea, la integral: 

^ f(x) dx — F(x). 

(Más precisamente, se tiene F(x) = ^ f(u) du + constante). Así, mien- 

tras más fórmulas explícitas de diferenciación sean deducidas, más funciones 
explícitas podrán ser integradas en términos de funciones explícitas. Una 
primera tabla de integrales se da en la p. 284. En principio, no sería di- 
fícil, aunque sí impráctico y confuso, extender mucho más dicha tabla. 

En Ias primeras fases del desarrollo del cálculo muchos matcmáticos 
trataron de encontrar, en forrna explícita o exacta, la función integral o 
primitiva para toda función dada explícitamente. 

Pasó algún tiempo hasta que se comprendió que, en principio, este pro- 
blcma no puede ser resuelto. Por el contrario, para algunos integrandos 
bastante elementales la integral no puede ser expresada en términos de fun- 
ciones elementales (véase Sec. 3.14a). Así, la necesidad de estudiar nuevos 
tipos de funciones generadas mediantc procesos de integración a partir de 
funciones elemcntalcs se convirtió en un estímulo importantc para el desarro- 
llo del análisis. Sin embargo, el deseo de integrar—cuando es factible—fun- 
ciones explícitas dadas explícitamente, sin meterse en los enredos desespe- 
rados de Ja consulta tediosa de tablas o de los cálculos numéricos, ha condu- 
cido a algunos recursos scncillos que proporcionan una cierta flcxibilidad 
para transformar integrales dadas. En efecto, estos recursos permiten efectuar 
la integración mediante la reducción a alguna de las integrales elementa- 
les en Ia Tabla de Integrales. 

La sección 3.9 scrá dedicada al desarrollo de tales útiles recursos. En 
relación con esto, el principiante deberá estar precavido en contra de me- 
morizar simplemente las muchas fórmulas obtenidas usando estos recursos 
técnicos. En vez de ello, el estudiante deberá dirigir su esfuerzo hacia la 
obtención de una comprensión clara de los métodos de integración y el apren- 
dizaje de cómo aplicarlos. Más aún, deberá recordar que aun cuando la 
integración mediante estos recursos sea imposible, la integral sí existe (al 
menos para todas las funciones continuas), y puede ser realmente calculada 
con un grado tan alto de precisión como se desee por medio de los métodos 
numéricos que se desarrollarán posteriormente (sección 6.1). 

La Parte C de este capítulo se ocupará de extender los conceptos de 
integración e integral, en forma separada del problema de la técnica de la 
integración. 
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sec" .v) 


cosh A' 


senh x 
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- coth x 


cosh 2 x 
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tanh x 


— arc cos a 
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VI + A' 

1 


V-r ~ 1 


arc senh a — log (a -f V 1 + a 2 ) 
(|a¡ > 1) arc cosh a = log (x ± V A ‘ 2 “ 1) 


1 - A 2 


¡a| < i 


|a| > 1 


U 1 . 1 + A 

arc tanh a — - log - 

1 a + 1 

arc coth a = - log-- 

2 x — 1 
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3.8 Tabla de integrales elenientales 

A cada una de las fórmulas de derivación demostradas anteriormente 
le corresponde una fórmula equivalente de integración. Puesto que estas 
integrales elementales son utilizadas una y otra vez como materiales para 
el arte de la integración, se han reunido en una tabla. La columna derecha 
contiene un número de funciones elementales y la columna izquierda las 
correspondientes derivadas. Si se lee la tabla de izquierda a derecha, se 
obtiene en la columna derecha una integral indefinida de la función quc 
aparece en Ia columna izquierda. 

Se le recuerdan también al lector los teoremas fundamentales del cálcu- 
lo diferencial e integral, demostrados en la sección 2.9, en particular, el 
hecho de que cualquier integral definida es obtenida a partir de la integral 
indefinida F(x) mediante la fórmula 1 


f(x) dx = F(x) 


F(b) -F(a). 


En las secciones siguientes se intentará reducir el cálculo de integrales 
de funciones dadas de una u otra manera al de las integralcs clementales 
coleccionadas en nuestra tabla. Aparte de algunos artificios especiales que 
son aprendidos solamente por experiencia, esta rcducción está basada esen- 
cialmente en dos métodos útiles: “substitución” e “integración por partes”. 
Cada uno de estos métodos permite transformar de muchas maneras una 
integral dada; y el objeto de tales transformaciones en su mayor parte es 
el de reducir la integral dada, en un paso o en una sucesión de pasos, a 
una o más de las fórmulas elementales de integración dadas arriba. 


3.9 E1 método de substitución 

Integración de funciones compuestas 

E1 primero de cstos métodos consiste en la introducción de una nueva 
variable (esto es, el método de substitución o transformación). Su objeto 
es cl de reducir la integración de funciones compuestas (tales como funcio- 
nes de x — c o de ax + b) a la de funciones más sencillas. 

a. La fórmula de substitución. Integral de una función compuesta 

La regla para integrar funciones compuestas se obtiene a partir de la 
correspondiente regla de la cadena para derivar. Para una función com- 
puesta G(u) = F[p(u )] se tienc (véase p. 239) 

1 En este capitulo no se discutirá el problema algo diferente'de calcular inte- 
grales definidas especiales sin encontrar primero una función primitiva general. 
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(16) 


dG(u) 

du 


dF[<j> ( k ) ] 

du 


F[<¡>(u)W(u). 


Para la validez de esta fórmula es suficiente que las funciones x = <¡>(u) 
y F(x) sean continuamente derivablcs respecto a sus argumentos u, x, res- 
pectivamcntc, y que F(x) esté definida para los valores de x tomados por 
la función a: = <¡>(u) (esto es, el rango de la función <j> debe pertenecer al 
dominio de F). Integrando la fórmula entre los límites u = «yu = |8se 
cncuentra 


17) C(f¡) - G(a) = Ffou 3)] - fl0(«)] = V F'(4,(u)]$'(u) du. 


Si aquí se hace 


se tiene 


P(P) - b, <j> (a) - a, 

W/J)] - ffo(«)] = F(b) - F(a) = F’(x) dx. 

Hacicndo F'(x) = f(x) se obtiene la fórmula fundamental de substitución 
(18) \ f(x)dx~\ f[<f>(u)]<j>'(u) du, x = <j>(u), 


^ f(x) dx f[<j>(u)]<j>'(u) du, 


o sea, escrita sugestivamente en la notación de Leibnitz con la diferencial 
d<j> = <f>'(x) dx, 


(18a) ^ f(x)dx = ^ f(<j>)d<j>. 

Aquí ,v = <j>(u) pucdc ser cualquier función que esté definida y posea una 
derivada continua cn cl intervalo J con puntos extremos <x y (3; y dicha 
función transforma estos puntos extremos enx = ayx — b respectivamen- 
te. Se supone quc la función f(x) es continua en un intervalo 1 que contiene 
las imágenes de todos los puntos de / bajo la transformación <j>. Por F(x) 
puede tomarse cualquier función primitiva de f(x). 

Como se habrá notado, la regla de la substitución (18) no requiere que 
la transformación x = <¡>(u) transforme puntos entre a y (3 solamente en 
puntos entre a y b, o sea, que valores diferentes u sean transformados en 
diferentes x; todo lo que importa es que a y (3 sean transformados en a y 
b y que f(x) esté definida para Ios valores x tomados por <j>(u) para u en- 
tre a y (3. 

En términos de integrales indefinidas Ia regla de la substitución adquie- 
re la forma 
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Los símbolos diferenciales 


du = — du v dx 
du 

se vuelven idénticos si formalmente se cancelan los símbolos du en el nu- 
merador y el denoininador. 

Ejemplos. Se aplica la fórmula (18) al integrando f(x) = 1 /x y se 
hace la substitución x = suponiendo (f>(u) =?=0 en el intervalo con- 

siderado; entonces 

J^ d “ = ^7 = logW = iüS l* ( “ ) l’ 

o bien, cambiando el nombre de la variable u nuevamente por a-, 

C d/(x) 

(20) V L-±J- dx = log \<¡,(x)\. 

Si en esta importante fórmula se substituyen funcioncs particulares, ta- 
les como <¡>(x) = log x, cj>(x) = sen x, o <j>(x) = cos x, se obtiene 1 

\ 7i^7 = log i lo « A) ’ 

( 21 ) 


Otros ejemplos 


1' 


^ cot x dx = log |sen x\, \ tan x dx = — log |cos a¡. 

j 3 

^ <p(u)<p’ (u) du = ^ X dx — tx- = i[0(u)]-, 

btienc ] 
f log u 

) u 


donde f(x) = x. De aquí se obtiene para <p(u) = logu: 

(22) )~ — — % (l°g u ) ¿ • 

2) Finalmente sc considera 

^ sen M u cos u du. 

Aquí x = sen u = <p(u), y, por lo tanto, 


^ sen n u cos u¿u = j 


= \ x n dx = 


x niI sen n+1 u 


n + 1 «4-1 


1 Estas y las siguientcs fórmulas son verificadas fácilmente mostrando que la 
derivada del resultado da otra vez el integrando. 
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3) La misma substitución x = sen u da, para cualquier función f(x) continua en 
el intervalo — 1 < x < 1, 

S P r .sen P 

f (sen u) cos u du = \ f(x) dx. 

" J sen « 

Tomando aquí a = 0 y /? = 2-, resulta un ejemplo para aplicar la fórmula de subs- 
titución a un caso en que la función transformación x = <p(u) = sen u = x no es 
monótona en el intervalo a < u < (3. Se encuentra 

( 2ir ro 

/(sen u) cos u du = \ /(x) dx — 0. 


Ütras formas de la regla 

En muchas aplicaciones la integral que ha de evaluarse está dada en 
la forma 


F(u) = ^ h[<f>(u)] du 

en la cual el intcgrando aparece como la función compuesta h[<f>(u)] sin el 
factor adicional <¡i'(u). Puede aplicarse la regla de substitución (18) si se 
logra cscribir el integrando /z[</>(u)] en la forma f[<f>(u)]<j>'(u). Esto puede 
ser logrado siempre bajo la hipótesis de que la función x = <f>(u) posee una 
derivada c.ontinua <¡>'(u) que no se anula. Porque entonces existe una fun- 
ción inversa u = <p(x) con dcrivada continua du/dx = ip'(x) = 1 /<f/(u). 
Tomando por f(x) Ia función h(x)<f/'(x), se ticne así h[<f>(u)] = f[<f>(u)]/ 
if/'(x) = f[<f>(u)]<f>'(u) y se obtiene, a partir de la regla de substitución, 


^ h[<f>(u)]du = ^ f[<f>(u)]<f>'(u) du =^/(*) dx 

$ r du 

h(x)if/'(x) dx = \ h(x) — dx 


La hipótesis <¡>'(u) ^ 0 ha sido introducida para evitar que la expresión 
dx/du en la fórmula (23) se torne infinita. 

E1 principiante jamás debcrá olvidar que al substituir if/(x) por u en 
una integral no se debe expresar simplemente Ia antigua variable a; en tér- 
ininos dc la nueva, u, y después integrar con respccto a esta nueva variable; 
cn vez dc esto, antes dc integrar se debe multiplicar el integrando por Ia 
derivada de la variable original x con respecto a la nueva variable u. Esto, 

por supuesto, es sugcrido por la notación de Leibnitz hdx = h~ du. En 


la integral definida 

^ [«A( A ')] ~ ^ h(u)<f>'(u) du 

no debe olvidarse cambiar los límites a, b, para x, por los límites corres- 
pondientes « = <f/(a) y (2 = xf/(b) para la variable u. 
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Ejemplos. Para calcular fsen2xdx se toma u — \p(x) = 2x y h(u) = sen u. 
Se tiene entonces 

du dx 1 

— = +'(x) = 2, — = -. 

dx du 2 

Si se introduce ahora u = 2x en la integral como la nueva variable, entonces aquélla 
se transforma, no en /sen u du, sino en 


1 \ sen u 

2 ) 


1 1 

du =-cos u = -cos 2x: 

2 2 


csto puede, por supuesto, verificarse de inmediato derivando el Iado derecho de la 
ecuación. 

Si se integra con rcspecto a x entre los límites cero y 7t/4, los correspondientes 
Iímites para u = 2x son cero y 7t/2, y se obtiene 


l c * /2 


i r 

Jo 2 J 


sen u du =-cos u 

2 


71/2 


dx 


Otro ejemplo sencillo es la integral X - —. Aquí se toma u = p(x) = V#, de don- 

Ji v* 

de x = <f>(u) = u 2 . Puesto que <p'(u) = 2 u, se tiene 


S * dx f 2 udu C 2 


du = 2. 


Como otro ejemplo, se considera la integral de sen 1/x para el intervalo 
i < x < I. Se tiene para u = 1/x o bien x = l/u, dx = — du/u 2 ; y, por lo tanto, 


í" 1 1 (* 1 sen u (* 2 sen u 

\ sen - dx = — \ - du = \ - 

Jtf * J 2 « 2 Ji u 2 


du. 


*b. Una deducción alternativa de la fórmula de substitución 

La fórmula de integración (17), con una ligera variante en la notación, 
puede ser intepretada también de un modo directo basado en el significado 
de la integral definida como el límite de una suma, en vez de ser deducida 
a partir de la regla de la cadena de la derivación. 1 Para calcular la integral 

^ h[f(x)]dx 

(para el caso a < b ), se parte con una subdivisión arbitraria del intervalo 
a < a: < b y se hace entonces la subdivisión cada vez más fina. Estas sub- 
divisiones se inician de la siguiente manera. Si se supone que la función 
u = tf/(x) es monótona creciente, existe una correspondencia biunívoca en- 
tre el intervalo a < x < b sobre el eje x y un intervalo a. < u < (3 de los 

1 E1 resultado obtenido de esta manera está restringido nuevamente a substi- 
tuciones monótonas, y así es menos general que la fórmula (18) proporcionada por 
la regla de la cadena (pág. 286). 
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valores de u = ip(x), donde a — t p(a) y /3 = tp(b). Se divide este interva- 
lo x en n partes de longitud 1 A*; existe una correspondiente subdivisión 
del intervalo u en subintervalos que, en general, no son todos de la misma 
longitud. Los puntos de división del intervalo x se denotan por 

•^O X■} , X‘¿, • - • , Xyi " b , 

y las longitudes de las correspondientes celdas u por 

AM 1} A u 2 , . . ., A u n . 

La integral que se está considerando es el límite de la suma 

2 h{tp(¿j v ) } A*, 

V = 1 

donde el valor £ v es selcccionado arbitrariamente en el v-ésimo subintervalo 

n Ax 

de la subdivisión Ar. Esta suma se escribe ahora en la forma 2 h(v v ) ■-A u v , 

V— 1 Ally 

donde v v = ip(£ v ). Por el teorema del valor medio del cálculo diferencial, 
es Ax/Au v = <p'(t] V ), donde r¡ v es un valor intermedio elegido adecuada- 
mente para la variable u en el v-ésimo subintervalo de la subdivisión u, y 
x = <p(u) denota Ia función inversa de u = tp(x). Si se selecciona ahora el 
valor | v de tal manera que v v y r¡ v coincidan, esto es, r¡ v = ip(£ v ), £ v = <p(r¡ v ), 
entonces la suma toma la forma 


2 h (r¡ v )<p'(r¡ v ) Au v . 
v=i 

Si ahora aquí se pasa al límite haciendo n—» co, 2 se obtiene la expresión 

S fi dx 

h(u)-C-du 
a du 

como el valor límite, esto es, como el valor de la integral que se está con- 
siderando, de acuerdo con la formula (23) dada anteriormente. 

Así se llega al siguiente resultado. 


Teorema. Sea h(u) una función continua de u en el intervalo 
« < u < /3. Si la función u — ip(x) es continua y rnonótona y posee una 
derivada continua du/dx que no se anula en a < x < b, y si, además, 
tp(a) — <x y tp(b) = ft, entonces 


^ h{'P(*)} dx — ^ h(u) dx = ^ h(u) du. 


La hipótesis de que las longitudes de estos subintervalos son iguales no es de 
ninguna manera esencial para la demostración. 

la m ^ m ^ te existe (para Aa: —>0) y es la integral, puesto que, de acuerdo con 

conTx Umforme de ü = +(*)> la mayor de las longitudes A«„ tiende a cero 
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Esta deducción exhibe el mérito sugestivo de la notación de Leibnitz. 
Para llevar a cabo la substitución u — se requiere escribir solamente 

(dx/du) du en vez de dx, cambiando los límites de los valores originales 
de x a los correspondientes valores de u. 


c. Ejemplos. Fórmulas de integración 


Con la ayuda de la regla de substitución puede evaluarse en muchos 
casos una integral dada, ff(x) dx, si se le reduce por medio de una substi- 
tución adecuada, x = <j>(u), a una de las integrales fundamentales de nues- 
tra tabla. Si tales substitucior.es existen y cómo encontrarlas son problemas 
a los cuales no se les puede dar una respuesta general; y ésta es, más bien, 
una cuestión en la cual la práctica y el ingenio, en contraste con los métodos 
sistemáticos, desempeñan el papel más importante. 

S dx 

— - por medio de la 

V a 2 — x 2 

substitución 1 a: = <f>(u) = au, u =<f/(x) — x/a, dx = adu, mediante la 
cual, usando el N 9 13 de nuestra tabla, se obtiene 

(24) 

Í dx C a du x 

■—- 1 —■ ; — arc sen u — arc sen - , para Jxl < |a|. 

V« 2 x 2 J aVl-u' 2 V 1 1 11 

Mediante la misma substitución se obtienen 


(25) 

r dx 

f adu 

1 

= - arc tan u = 
a 

)a 2 + x 2 

) a 2 (l + u 2 ) 

(26) 

r dx 

J V a 2 + x 2 

= ar senh - , 
a 


(27) 

ii 

1 

Cl 

_> 

- ar cosh — , 
a 

para )*| > ¡aj. 

(28) 

f dx 

)a~-x 2 

1 , x 

- ar tanh - 

a a 

1 , a: 

- ar coth - 

a a 

para \x\ < \a\, 

para |x| > |a|, 


fórmulas que aparecen muy frecuentemente y que pueden ser fácilmente 
verificadas derivando el lado derecho de cada ecuación. 


1 Por brevedad nos tomamos nuevamente Ia libertad de escribir los símbolos dx 
y du separadamente, esto es dx = <f>'(u) du en vez de dx/du = <p'(u) (Ver. p. 201). 
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3.10 Otros ejemplos del método de substitución 

En esta sección se recopila un número de ejemplos que el lector puede 
considerar cuidadosainente para ejercitación. 


Mediante la substitución u = 1 ±x 2 , du = ±2 x dx, se deduce que 

C x dx _ 

) \ - = ± V 1 ±x 2 , 

J VI ±x 2 

C x dx 

> ±iio si> ± x * i - 


En estas fórmulas debe tomarse en los tres lugarcs el mismo signo, ya sea el po- 
sitivo o bien el negativo. 

Mediante la substitución u = ax -f b, du = a dx (a 0), se obtiene 
f dx 1 

(31) \-- = -log \ax + ¿>|, 

J ax + b a 

(32) \ {ax + b) a dx = — -—— (ax + 6) ntl (a=/=-\), 

J a{a + 1) 


' ^ sen {ax + b) dx -cos {ax + b ) ; 

y análogamente, por mcdio de la substitución u = cos x, du = — sen x dx, se obtiene 

(34) ^tanxíÍAr^ — log|cosx|; 

y, por medio de la substitución u — sen x, du = cos x dx, se tiene 

(35) S cot x dx = log |sen *| 

[Ver (21) p. 287J. Utilizando las substituciones análogas u = cosh x (que da du = 
senhxrf*) y u = senh x {du = cosh*¿;c), se obtienen las fórmulas 


f 

\ tanh x 
^ coth x 


dx = log cosh x, 
dx = log jsenh jc| 


Por medio de la substitución u = {a/b) tan x, du = {a/b) sec 2 x dx, se llega a las 
dos fórmulas 


dx 

? 2 scn 2 .r + b 2 cos 2 




1 dx 

(a 2 /b 2 ) tan 2 x + 1 cos 2 x 


1 

(a 

— arc tan 

- tan x 

ab 

V 

1 

— arc cot 

i a 

7 tan x 

ab 

\b 
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y 


(39) 


dx 

J tf 2 S(.'Il 2 X — i 


b 2 cos 2 x 


1 / 

a \ 

—- ar tanh I 
ab \ 

b tmx j 

1 / 

a \ 

— ar coth 1 

- tan x l 

ab \ 

b ! 


Se evalúa la integral 


dx 

sen x 


escribiendo scn x = 2 scn ( x/2 ) cos (x/2) = 2 tan (x/2) cos 2 (x/2) y haciendo 
u --- tan (x/2), de modo que du — i sec 2 (x/2) dx; la mtegral se vuelve entonces 


(40) 


C dx C du 
J sen x J T 


= log 


tan - 
2 


Si se reernplaza x por x + v/2, esta fórmula se convierte en 

r dx 


(41) 


= log 


tan 


(j*í) 


La substitución u = 2x conduce, si se aplican también las conocidas fórmulas 
trigonométricas 2 cos 2 x —■ 1 -f cos 2x y 2 sen 2 x = 1 — cos 2x, a las fórmulas fre- 
cuentemente utilizadas 


(42) 


j cos! 


x dx = } (at + sen x cos x) 


(43) 


sen 2 x dx = i (x — sen x cos ac) . 


Mediante la substitución x = cos u, equivalente a u = arc cos x, o, más 
generalmente, x = a cos u (a 0), podemos reducir 


V 1 — a: 2 dx y 




— x 2 dx 


respectivamente a estas fórmulas. Se obtiene así 


(44) 




— * 2 dx 


— arc cos - + - yj a 2 — x 2 . 
I a 2 


Análogamente, mediante la substitución x = a cosh u se obtiene la fórmula 


(45) 


J 


V X 2 — a~ dx = — — ar cosh - + - V*" ~ a 2 , 
¿ a ¿ 


y mediante la substitución x = a senh u se tiene 


(46) 




- + x 2 dx = — ar senh — + — V a 2 + x 2 . 
2 a ¿ 



294 Las técnicas del cálcuto 


Cap. 3 


La substitución u — a/x, dx — — (a/u z )du, conduce a las fórmulas 
C dx 


(47) 

(48) 


(49) 


I * V X 2 — a ¿ 

dx 

x V x 2 + a- 
dx 


f—=¿ 

J xyj a ¿ 


1 a 

— - arc sen - , 

a x 

— - ar senh - ; 

a x 


1 a 

= — - ar cosh - 


— x 2 a x 

Finalmente, se consideran las tres integrales 

i sen mx sen nx dx. 


* S 


sen mx cos nx dx, 


cos mx cos nx dx, 


donde m y n son enteros positivos. Mediante bien conocidas fórmulas trigo- 
nométricas puede dividirse cada una de estas integrales en dos partes, es- 
cribiendo 

sen mx sen nx = i[cos (m — n)x — cos (m + n)x ], 

sen mx cos nx = i[sen (m + n)x + sen (m — n)*], 

cos mx cos nx = i[cos (m + n)x + cos (m — n)x]. 

Si sc hacc ahora uso de las substituciones u — (m + n)x y u— (m — n)x 
respcctivamcnte, se obtiene directamente el siguicnte sistema de fórmulas: 

(50) 

1 f scn (m — n)x _ scn(m + n)s ) 
m + n 


J 


sen mx scnnx dx = 


1 


m — n 
scn 2 m 


si m ^ n. 


.5 V - 


2 m 


-1 


si m = n; 


(51) 

scn mx cos nx dx = 


J 


1 [ cos(m + n)x cos(m - n)x | úm _¿ n 
2Í m + n m — n 1 


1 ^cos 2mx j 

~ 2m ' 


(52) 


J 


cos mx cos nx da: = 


l (scn(m + n)x sen(m — n)x 
m + n m — n 


1 / sen2m 
,2 \ 2 m 


2 + «) 


si m = n; 


si m 5 ^ n, 


si m = n. 


Si, en particular, se integra dc —t: a +7r, se obtienen de estas fórmulas las 
relaciones sumamente importantes 



Sec. 3.11 


Integración por partes 295 


'+» (0 si 'm n, 

sen mx sen nxdx = 

[tt si m = n, 


C+* 

scn mx cos nx dx = 0, 

f+' í< 

cos mx cos nx dx = 


0 si m n, 


7T si m = n. 


Estas son las relaciones de ortogonalidad de las funciones trigonométricas, 
las cuales se encontrarán nuevamente en la sección 8.4e. 


3.11 Integración por partes 
a. Fórmula general 

E1 segundo método ampliamente utilizado para tratar problemas de in- 
tegración cxpresa en forma integral la regla para derivar un producto, 

(fg)' = f'g + fg'- 

La correspondiente fórmula integral es (Ver. p. 210) 

f(x)g(x) = ^g(x)f'(x) dx + ^ f(x)g'(x) dx, 

o bien, 

(54) f(x)g'(x) dx = f(x)g(x) - ^ g(x)f'(x) dx. 


Utilizando Ia notación diferencial de Leibnitz, esta expresión se convierte en 

(54a) {fdg=fg-ydf. 

Esta fórmula será mencionada como la fórmula de integración por partes. 
Ella reduce el cálculo de una integral al cálculo de otra integral. Puesto que 
un integrando dado puede ser interpretado como un producto /(x)g / (x) 
de muchas maneras diferentes, esta fórmula proporciona una herramienta 
efectiva para la transformación de integrales. 

Escrita como fórmula de integración definida, la fórmula para integra- 
ción por partes es 

(54b) C f(x)¿(x) dx = f(x)g(x) I -f g(x)f(x) dx 

Jo \a j a 

= f(b)g(b) ~ f(a)g(a) - \ g(x)f(x) dx. 

Ja 
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Esta se obtiene, ya sea directamente integrando la fórmula de la deriva- 
da de un producto entre los límites a y b, o bien formando la diferencia 
de la fórmula (54) en los puntos b y a. 

Puede darse una interpretación geométrica sencilla de la fórmula (54b) : 
Supóngase que y — f(x) y z = g(x) son funciones monótonas y que f(a) = 
A, f(b) — B, g(a) — a, g(b) — /3; puede entonces formarse Ia inversa de 
la primera función y substituir en la segunda ecuación, obteniéndose así z 
como función de y. Se supone que esta función es monótona creciente. Pues- 
to que dy = f(x) dx y dz = g'(x) dx, la fórmula para integración por 
partes puede ser escrita [Ver la regla de substitución (18), p. 286] como 

^ y dz + ^ z dy — B/3 — Aa, 

en concoraancia con la relación que se pone de manifiesto mediante la 
Fig. 3.27: 

área NQLK + área PMLQ — área OMLK — área OPQN. 


2 



E1 siguiente ejemplo puede servir corao una primera ilustración: 

^ log x dx = ^ log x • 1 dx. 

E1 intcgrando se escribe de esta manera para indicar que se hace f{x) = Iog x y 
g'(x) = 1, de modo que se tiene f'(x) = 1/x y g(x) = x. La fórmula de integración 
da entonces 


log x dx = x, log x — \ - dx = x log x — x. 


(55) 
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Esta última expresión es, por lo tanto, la integral indefinida del logaritmo, como 
puede verificarse de inmediato derivando. 


b. Otros ejemplos de integración por partes 


Con f(x) — x, g'(x) = e*, se tiene f’(x) = 1, g(x) = e x y la integral es en- 
tonces 

(56) ^ a: e x dx = e x (x — 1). 

De modo análogo se obtiene 

(57) 

y 

(58) \ x cos x dx -= x scn x + cos x. 


x sen x dx = — x cos x + sen x 


S 


(59) 


Para f(x) — log x, g'(x) = x a , se tiene la relación 

x a+i 


C x a + l ( 1 \ 

l x a log x dx - I log x -I 

J a + 1 \ a II/ 


¿ 2+1 

Aquí debe suponerse — 1. Para a = — 1 se obtiene 


& 


lo gxdx= (Iog x) 2 — \ log x -; 

J * 

y pasando la integral del miembro dcrccho al izquierdo se tiene [Ver (22), p. 287] 


dx 


(60) 


ís 


- log x dx = i (Iog x) 2 . 


I.a intcgral Jarc scn a: dx se calcula tomando f(x) = arc sen x, g'(x) = 1. Por 
tanto. 


arc sen x 


dx — x arc sen x — 




dx 


La integración en el miembro derccho puede ser efectuada como en (29), p. 292; 
se encuentra así 


(61) 


arc sen x dx = x arc sen x + VI — x 2 . 


De la misma manera se encuentra la integral 

(62) ^ arc tan x dx = x arc tan x — i log (1 + x 2 ), 

y muchas otras de un tipo similar. 

Los siguientes ejemplos son de una naturaleza algo difcrente. Aquí la repetición 
de la intcgración por partes lleva nuevamente a la integral original, para la cual se 
obtiene así una ecuación. 
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Procediendo en esta forma se obtiene 


í 


e ax sen bx dx - - e* 2 * cos bx + - \ e** cos bx dx 

b 


Ú 


= -gfc* cos bx H- e M sen bx — 

b b- 


Resolviendo esta ecuación para la intcgral J* e ax sen bx dx : 




e^ sen bx dx; 


(64) j sen bx dx = 

De manera análoga se sigue que 


(63) 


e ax cos bx dx 


1 

-e M ((! sen bx — b cos bx). 

a 2 + b 2 


1 

- e^ (a cos bx + b sen bx). 

a 2 + b 2 


c. Fórmula integral para f(b) + f(a) 


Como un último ejemplo se deduce una fórmula notable que expresa la suma 
f(b) + f(a) como una integral definida (en vez de la diferencia f(b) — f(a) dada 
por la fórmula fundarnental). La intcgración por partes será aplicada introduciendo 
1 = g'(x), donde g(x) =x — m con una constante m a nuestra disposición. Se 
tiene entonces para las integralcs indcfinidas 

^ f(x) dx + J/'(#) (x - m) dx = f(x) (x - m), 

y para la integral entre a y b 

^ f(x) dx + ^ f(x)(x — m) dx = f(b)(b — m) — f(a)(a — m). 

Si con a y b arbitrarios se elige para m el valor medio m = (a + b)/2 entre a y b, 
se obtiene, como el Iector puede vcrificar fácilmente, 



[f(a) + f(b )] = 


s 


f(x) dx + 


S 


(x — m)f(x) dx. 


d. Fórinulas recursivas 

En muchos casos el integrando no sólo es función de la variable in- 
dependiente sino que depende tambión de un índice entero n. A1 integrar 
por partes se obtiene en ocasiones, en vez del valor de la integral, otra 
expresión similar en la cual el índice n posee un valor menor. Puede lle- 
garse así, despucs de cierto número de pasos, a una integral que puede ser 
tratada por medio de la tabla de integrales de la p. 284. Tal proceso es 
llamado recursivo. 

Los siguicntes ejemplos son ilustraciones: Mediante la repetida inte- 
gración por partes pueden calcularse las integrales trigonométricas 
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S sen ”* d " $ sen ”; cos ”^’ 

siempre que m y n sean enteros positivos. Pues utilizando f(x) = cos w_1 x, 
g(x) = sen x, se encuentra para la primera integral que 

^ cos" x dx = cos n_1 x sen x + (n — 1) ^ cos n “ 2 x sen 2 x dx¡ 

y el miembro derecho puede ser escrito en la forma 

cos”" 1 *sen* + (n — 1)^ cos”" a x dx — (n — 1) ^ cos n x dx. 

Así se ha obtenido una relación recursiva: 

(65) \ cos n x dx = - cos n_1 jr sen a: + ——— \ cos n_2 x dx. 

) n 71 J 

Esta fórmula permite disminuir el índice en el integrando paso por paso 
hasta que finalmente se llega a la integral 


$ 


cos x dx = sen x 




dx 


x, 


dependiendo de que n sea impar o par. De un modo análogo se obtienen 
las fórmulas recursivas similares 


( 66 ) 


^ sen” 


, 1 n — 1 

x dx = — - sen n_1 * cos x +- 

n n 


^ sen n 


" 2 a: dx 


m + 


f sen m+1 x cos n-1 x n — 1 

(67) V sen m *cos n x dx — -¡-+ 

1 m + n 

En particular, se calculan las integrales 

f 1 

1 sen 2 x dx = - (x — sen x cos x) 


- í sen m x cos n_2 x 

*J 


dx. 


J 


cos 2 x dx = ~ (x + sen x cos x ), 


como se ha hecho ya por el método de substitución [Ecs. (42), (43), p. 
293]. 

Casi no es necesario mencionar que las integrales correspondientes para 
las funciones hiperbólicas pueden ser calculadas de exactamente el mismo 
modo: 



300 

Las técnicas del cálculo 

Cap. 3 

(68) 

^ senh 2 x dx = - (—x -{- senh x cosh x), 


(69) 

f 1 

\ cosh 2 x dx = - (x + scnh x cosh x ). 


Otras fórmulas recursivas están dadas por Ias siguientes transformaciones : 

(70) 

J (logAr) w dx = jr(logA:) m — m ^ (logx)” 1 - 1 dx, 


(71) 

^ x m e x dx = x m e x — m ^ dx, 


(72) 

^ x m sen x dx — —x m cos x + m ^ Ar m-1 cos a: dx, 


(73) 

^ x m cos x dx = x m sen or — m ^ jr” 1 - 1 sen x dx. 


(74) 

f AT a+1 (log x) m 

\ x a ( log x) m dx — - 

J <2+1 



171 \ AT“(log X) m-1 dx 

<2+11 

(a + — 1). 


e. E1 producto infinito de Wallis para 7 r 


La fórmula recursiva para la integral J sen” x dx con n > 1 conduce a 
una expresión fascinante para el número -n como “producto infinito”. En 
la fórmula 


^ sen” 


, 1 . . n — 1 

x dx — — - sen n l x cos x +- 

n n 


- 1 f M 

—— \ sen n " 

n J 


se inscrtan los límites 0 y tt/2, obteniéndose así 


S tt / 2 n — 1 f 71/2 

sen” x dx - - \ sen w-2 at dx para n > 1 . 

0 n Jo 

Si repetidamentc se aplica la fórmula recursiva, se obtiene, distinguiendo 
entre los casos n — 2 m y n = 2 m + 1 , las integrales 


sen 2m x dx = 


2 m — 1 2 m — 3 1 f n/z 


2 m 2 m — 2 


1 í 71 

' 2 Jo 


11/2 >m i j 2 m 2m — 2 2 f 1172 , 

sen 2mfl x dx — —-• —-— •••-•! sen jr dx, 

, 2m + 1 2m - 1 3 \ 


(76a) 
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por lo que 


sen 2m x dx — 


2 m — 1 2 m — 3 1 tt 

2 m ’ 2m - 2 " ' 2 2 ’ 


,7t/2 2 m 2m - 2 2 

sen‘ m+1 x ax = ——-—— • —-• • • 

2m + 1 2m — 1 3 


Por división resulta 


17 — 2’2 4-4 6-6 2m-2m ) 0 

( } 2 ~ ~n~3 ’ 375 ' 1T7 ’ ’ ’ (2m — 1) • (2 m + 1) 


sen 2m x dx 


sen 2m+1 v dx 


E1 cociente de las dos integrales en el miembro derccho converge a 1 
cuando m crece más allá de toda cota, como sc deducc a partir de las si- 
guientes consideraciones. En el intervalo 0 < x < tt/2, donde 0 < scn x 
< 1, se tiene 

0 < sen 2m+1 a: < scn 2m .v < sen 2m_1 x; 

consecuentemente 

Í”TT/2 rTT/2 f 1T/2 

0 < \ sen 2m+1 x dx < \ sen 2m x dx < \ sen 2 *"" 1 x dx. 


Si se divide aquí cada término por \ sen 2m+1 x dx y se observa. que, por 

J° 

la fórmula (75), cs 


sen 2m ~ x x dx 


sen 2m+1 x dx 


2m + 1 _ 1 

2m + ~2mó 


se tiene que 


4 

T 


sen 2m a: dx 


sen 2m+1 x dx 


< 1 + 


de la cual surge la propiedad antedicha. 
Consecuentemcntc, la relación 


7r __ y 224466 2 m 2m 

2 _ w ™ 133557" 2m - 1 2m + 1 


se cumple. 

Esta fórmula producto (debida a Wallis), con su sencilla ley de for- 
mac.ión da una relación notable entre el número ir v los enteros. 
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Producto para yjir 

Como una consecuencia sencilla, puede deducirse una expresión igual- 
mente notable para \Z-tt. Si se observa que 

2 m 


lím 

r/i->oo 2 771 “i 1 


= 1, 


entonccs puede cscribirse 


lím 

m—> oo 


2- • 4- • • (2m - 2) 2 tt 

3 2 -5---- (2m - l) 2 2 3 

y tornando la raíz cuadrada y multiplicando después el numerador y el de- 
nominador por 2 • 4 • • (2m — 2), se encuentra 

7 „ 2 • 4 • • • (2m — 2) — ,, 2 2 • 4 2 • • • (2m — 2) 2 r— 

- ií m - j— - -L V 2 m= lim-- V 2m 

2 tn->oo 3*5*'' (2 771 1 ) m->oo (2.771 1) . 


v 


= lím 

m-> oo 


2 2 • 4 2 • • • (2m) 2 V 2m 


(2m)! 2m * 

- Hm (2 2 - l 2 ) (2 2 • 2 2 ) (2 2 • 3 2 ) •• • (2_ 2 -nP)_ 

(2m)! V 2m 

De aquí se obticne finalmente 


(80) 


Hm (m!)82 = = VT, 

—+ cc (2m)! V m 


una forma del producto de Wallis que será utilizada posteriormente (Ver 
apéndice, capítulo 6). 


*3.12 Integración de funciones racionales 

Durante los siglos xvn y xvm los matemáticos estuvieron preocupados 
por descubrir clases dc funciones explícitas elementales que pudieran ser 
integradas explícitamente. Fueron inventados gran número de medios inge- 
niosos y al mismo tiempo se creó la base para una comprensión más pro- 
funda. Cuando posteriormente se entendió que el lograr la integración de 
todas las funciones explícitas en forma exacta no era una meta alcanzable 
ni tampoco una meta realmente importante, las tediosas técnicas que se 
habían desarrollado en conexión con tales problemas fueron gradualmente 
pasando a segundo plano. Sin embargo, prevaleció un significativo resul- 
tado general: 

Todas las funciones racionales R(x) de una variable x pueden ser in- 
tegradas explícitamente en términos de las integrales elementales registradas 
en la Tabla 3.1. 
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Este resultado general puede ser obtenido mucho más fácilmente en el 
contexto de la teoría, más avanzada, de funciones de una variable com- 
pleja. No obstante, vale la pena bosquejar una deducción elemental em- 
pleando solamente variables reales. 

Las funciones racionales son aquéllas de la forma 

_ /(*) 


(81) 


R i 


g(*) 


donde /(; x) y g(x) son polinomios: 

f(x) — a m x m + a m - 1 x m ~ 1 + * • • + fl 0 , 

g(x) — b n x n + 1 + ••• + /?„ (¿„^0). 


Como se recuerda, todo polinomio puede ser integrado de inmediato v 
su intcgral es también un polinomio. Basta por ello considerar solamente 
aquellas funciones racionales para las cuales el denominador g(x) no es 
una constante. Además, puede suponerse siempre que el grado del nume- 
rador es menor que el grado n dcl denominador. Pues, dc lo contrario, 
dividiendo el polinomio f(x) por el polinomio g(x) se obtiene un resi- 
duo de grado mcnor que n; en otras palabras, puede escribirse f(x) — 
q(x)g(x) + r(x), donde q(x) y r(x) son también polinomios y r(x) es 
de grado menor quc n. La integración de f(x)/g(x) es reducida enton- 
ces a la integración dcl polinoinio q(x) y a la de la fracción “propia” 
r(x) /g(x). Se observa adcmás que la función f(x)/g(x) puede scr repre- 
sentada como la suma de las funciones a v x v /g(x), de modo que se requiere 
considerar solamentc integrandos dc la forma x v /g(x). 


a. Los tipos fundamentales 

Se procederá por pasos en la integración de las funciones racionales 
más gencrales del tipo (81), estudiando primero sólo aquellas funciones con 
denominador g(x) del tipo particularmente sencillo 

g(x) = * n > 

o bicn 

g(x) = (1 + X 2 ) n , 

donde n es cualquier entero positivo. 

A cste caso puede reducirse el caso algo más general en el que g(x) — 
(«x + J3) n , una potencia entera (n > 1) de una expresión lineal ax + /3 
(a=/= 0), o bien g(x) = ( ax 2 + 2 bx + c) n , una potencia de una expresión 
cuadrática definida. 1 Si g(x) = (ax + /?)”, se introduce £ = ax + como 

1 Una expresión cuadrática Q(x) = ax 2 -f 2 bx + c se dice que es defmida si 
para todos los valorcs reales de x toma valores que poseen uno y el mismo signo, 
esto es, si la ecuación Q{x) =0 no posee raíccs realcs. Para esto es necesario y 
suficiente que el “discriminante” ac — b 2 sca positivo. Esto surge, por supuesto, a 
partir de la fórmula explícita ( — b ± V b' ¿ — ac)/a para las raíces. Equivalentemen- 
te, una expresión cuadrática definida es aquélla que no puede ser factorizada en dos 
factores lineales reales. 
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una nueva variable. Entonces d£/dx — a y x = (| — /3) /a es también una 
función lineal de $. Cada numerador f(x) se vuelve un polinomio <j>(£) 
del mismo grado, y, consecuentemente, 


/w dx ^A(m di . 

(ax + 8)' a j t 5 


En el segundo caso se escribe 

ax 2 + 2 bx + c — — (ax + 6) 2 + — 
a a 


(d 2 = ac — b 2 , d > 0) ; 


y como se ha supuesto que la expresión es cuadrática y definida, ac — b 2 
debe ser positivo y Introduciendo la nueva variable 

__ ax + ^ 

* d 


se obtiene una integral con denominador [(d 2 /a)( 1 + | 2 )] n , en el inte- 
grando. 

Por lo tanto, para integrar funciones racionales cuyos denominadores 
son potencias de una expresión lineal o de expresiones cuadráticas defi- 
nidas es suficiente con poder integrar los siguientes tipos de funciones: 

1 x 2v x 2v+1 

+* ’ (x 2 + 1)” 5 (x 2 + 1)"’’ 

Se verá, cn cfccto, que aún estos tipos no requieren ser tratados en general, 
pues se puede reducir la integración de cada función racional a la inte- 
gración de las formas muy especiales obtenidas de estas tres funciones 
tomando v = 0. De acuerdo con esto se considerará ahora la integración 
de las trcs expresiones 

1 1 x 

X * ’ (x 2 + 1)” ’ (x 2 + l) n ' 


b. Integración de Ios tipos fundamentales 

La intcgración del primer tipo de función, l/x n , conduce inmediatamente a la 
expresión log |x| si n = 1, y a la expresión — 1 /(n — l)*”- 1 si n > 1, de modo que 
en ambos casos la intcgral es también una función elemental. Las funciones del tercer 
tipo pueden scr integradas rápidamente introduciendo la nueva variable £ = x 2 + 1, 
de lo cual se obtiene 2x dx = y 

i log (x 2 + 1) si n = 1, 

1 


(* 2 + i ; 


dx = 


lf di 

2 } £» 


2(n - l)(x2 + l)»- 1 


si n > 1. 
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Finalmente, para calcular la integral 


/ 


n 


$ 


dx 

(* 2 + 1 )» * 


donde n tiene cualquier valor entero mayor que uno, se hace uso del método recur- 
sivo: Si se pone 


1 1 x 2 

(. X 2 + l) n = (x 2 + l)"- 1 _ (x 2 + 1 )* ’ 

de modo que 

S dx ^ dx C x 2 dx 

(x 2 + í)» = J (x 2 + l)»»- 1 ~ J (x 2 + 1 )» ’ 

puede transformarse el miembro derecho mediante integración por partes, utilizando 
la fórmula (54) de la p. 295 con 


f(x) = a :, g'(x) = 


(x 2 + I)» 


Entonces, tal como se ha encontrado, 

1 


S(x) = - 

y, consecuentemente, se obtiene 

/ 


2 (n - l)(x 2 + l)"- 1 * 


$ dx x ( 2n — 3 ^ 

7**~+Tj* _ 2 (n - l)(x 2 + l)»- 1 + 2(n - 1) J 


dx 


(x 2 + 1)«-! 


E1 cálculo de la integral / n es reducido así al de la integral / n _ x . Si n — 1 > 1, se 
aplica el mismo proceso a esta última integral y se continúa hasta que finalmente 
se llega a la expresión 


í 


dx 


x 2 + 1 


= arc tan x. 


Se ve así que la intcgral 1 / n puede ser expresada explicitamente en términos de 
funciones racionalcs y de la función arc tan x. 

Por otra parte, nótese que pudo haberse integrado la función l./(x 2 + l) n tam- 
bién en forma directa, utilizando la substitución x — tant; se habría obtenido en- 
tonces dx — sec 2 t dt y 1/(1 + x 2 ) = cos 2 t, de modo que 




cos 2 ”- 2 í dt, 

y se ha aprendido ya [Ec. (65), p. 299] cómo evaluar esta integral. 


1 La integral de la función l/(x 2 — l) n puede ser calculada de la misma ma- 
nera; por el correspondiente método de recurrencia se reduce ésta a la integral 


J 


dx 


1 - x 2 


ar tanh x 


(o bien arcothx). 
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c. Fracciones parciales 

Se está ahora en condiciones de integrar las funciones racionales más 
generales. Se hace uso del hecho de que cualquiera de tales funciones 
puede ser representada como la suma de las así llamadas fracciones par- 
ciales, esto es, como la suma de un polinomio y un número finito de funcio- 
nes racionales cada una de las cuales tiene, ya sea una potencia de una 
expresión lineal como denominador y una constante definida como nume- 
rador, o bicn una potencia de una expresión cuadrática definida como 
denominador y una función lineal como numerador. Si el grado del nu- 
merador f(x) es menor que el del denominador g(x), el polinomio no 
aparece. Se sabe ya cómo integrar cada fracción parcial. Pues, de acuerdo 
con lo visto en la p. 304, el denominador puede ser reducido a una de las 
formas especiales x n y (r + l) n , y Ia fracción es entonces una combina- 
ción dc los tipos fundamentales integrados en la p. 304. 

No se dará la demostración gencral de la posibilidad de esta resolución 
en fracciones parcialcs. Simplemente se tratará de hacer inteligible para el 
lector el contcnido del teorema y mostrar mediante ejemplos cómo la reso- 
lución en fracciones parciales puede ser llevada a cabo en casos típicos. 
En la práetic.a se tratan solamente funciones comparativamente sencillas, 
pues de otra forma los cálculos se tornan demasiado complicados. 

Como sc sabe del álgcbra elemcntal, todo polinoinio real g(x) puede 
ser escrito en la forma 1 

g(x) — a(x — «i) l '(x — l - ■ 

■ • ■ (x 2 + 2 b x x + c-i) Tl (x 2 4- 2 b 2 x + c 2 ) r "- ■ ■ ■. 

Aquí los números distintos <x 1} a 2 , . . . son las raices reales de la ecuación 
g(x) — 0, y los enteros positivos 1¡J 2 , . . . indican la multiplicidad de estas 
raíces; los factores x 1 + 2 b v x + c v indican expresiones cuadráticas defini- 
das, de las cuales no hay dos iguales, con raíccs complejas conjugadas, y 
los enteros postitivos r„ r 2 , . . . dan la multiplicidad de estas raíces. 

Se supone que el denominador está dado en esta forma, o bien que ha 
sido llevado a esta forma calculando las raíces reales e imaginarias. Se 
supone adcmás que el numerador f(x) es de menor grado que el denomi- 
nador (Vcr p. 303). Entonces el teoreina sobre resolución en fracciones 
parciales puedc establecerse como sigue: Para cada factor (x — a) 1 , donde 
a es cualquiera de las raíces reales de multiplicidad l, se puede deterrninar 
una expresión de la forma 


1 La demostración real de este teorema, llamado teorema fundamental del ál- 
gebra, no pertenece al álgebra. Se la logra más fácilmente por métodos que pertene- 
cen a la teoría de funciones de una variable compleja. 
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x — <x (x — a) 2 (x — a) 1 ’ 

y para cada factor cuadrático (7 ( x ) — * 2 + 2&x + c en el producto, que 
está elevado a la potencia r, se puede determinar una expresión de la forma 

Bx + CíX B> + C 2 x B r + C r x 

Q ~OT~ Q T 3 

de tal mancra que la función f(x) / g(x) es la suma de todas estas expre- 
siones (A v , B v , C v , son constantes). En otras palabras, el cociente f(x) /g(x) 
puede ser rcpresentado como una suma de fracciones cada una de las cua- 
les pertenece a uno de los tipos integrados arriba. 1 

En casos particulares la descomposición en fracciones parciales puede 
efectuarse fácilmente por inspección. Si, por ejemplo, g(x) = x 2 — 1, se ve 
de inmediato que 

111 11 

x 2 - 1 _ 2 (x - 1) " 2 (x + 1) 5 

dc modo quc 

J = * '°s 

Más gencralmente, si g(x) = (x — a) (x — J3) , esto es, si g(x) es una ex- 
presión cuadrática no definida con dos ceros reales a y ¡2, se tiene 

1 ^ _1_ 1 _ _J_1_ 

(x- a)(x-(3) (<x ~ fi) (x ~ «) (a~ ft) (x — (3) ’ 


x - 1 

.V + 1 


1 Bosquejamos brevemente un método mediantc el cual puede probarse Ia posi- 
bilidad de esta descomposición en fracciones parciales sin usar la teoría de funciones 
de variables complcjas, suponiendo que g{x) puede factorizarse completamente en 
factores lineales. Si g(x ) = (x — a) k h(x) y h(a) +0, entonces el numerador en 
cl lado derecho de la ecuación 

f(x) _ f_(a) _ _ 1 f(x)h(a) — f(a)h(x) 

g(x) h(a) (x — a) k h(a) (x — a)^h(x) 

obviamente se anula para x = «; por consiguicnte, es de la forma h(a ) (x—a) m fi(x), 
donde fi(x) es también un polinomio, el entero m es > 1 y fi(a) +0. Escribiendo 
f(a) /h (a) = fl, la anterior da 

f(x) (3 fi(x) _ 

g(*) (x — a) k (x — a) fc_w /i(x) 

Continuando este proceso, podemos hacer que disminuya paso a paso el grado 
de la potencia dc (x — a) que aparece en el denominador, hasta que finalmente no 
aparezca tal factor. Repetimos el proceso con la fracción restante considerando algu- 
na otra raíz de g(x), y hacemos lo mismo tantas vcces como factores distintos tenga 
£(*). Haciendo esto no sólo para las raíces reales sino también para las complejas, 
y combinando fracciones complejas conjugadas, finalmente se llegará a la descom- 
posición complcta cn fracciones parciales. 
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de modo que 


S 


dx 

(x — «)(*- fi) 


1 


a~J3 


log 


x — a 


d. Ejemplos de resolución en fracciones parciales. 

E1 método de los coeficientes indeterminados 

Si g(x) = (x — «i) (x — a 2 ) ‘ * * (x — « n ), donde ax+^ock si i+L k, esto 
es, si la ecuación g(x) = 0 posee solamente raíces reales simples, y si f(x) es 
cualquier polinomio de grado <n, la expresión en términos de fracciones 
parciales tiene la sencilla forma 

f(x) _ + _j_ + a n 

g(x) x ~ a 1 x — a 2 x — a n 

Se obtienen expresiones explícitas para los coeficientes a x , a 2 , ... si se mul- 
tiplican ambos lados de esta ecuación por (x — a x ), se cancela el factor 
común (x — a x ) en el numcrador y el denominador de la izquierda y en el 
primer tcrmino de la derecha, y luego se hace x = «i. Esto da 

ai = _ f_M __ 

(«i — or 2 ) («i “ «s) ‘ ' («1 ~ «») 

E1 lector observará a partir de la regla para la derivada dc un producto 
que el denominador a la derccha es g' (a x ), esto es, la derivada de la fun- 
ción á'(x') en el punto x = a x . Fórmulas análogas para a 2 , a 3 , .. ., obtenidas 
de esta mancra, conducen a la expresión explícita en fracciones parciales 

f(x) _ f (« 1 ) + /(« 2 ) ^_ f /(«») 

g(x) g'M (x - «,) g'M(x-a 2 ) g'(a n ) (x ~ a n ) ‘ 

Como un ejemplo típico de un denominador g(x) con raíces inúltiples se consi- 
dera la función \/[x 2 (x — 1)]. Esta tiene por representación 

I a b c 

-=- + — + — , 

x 2 (x — 1 ) X 1 X x~ 

en concordancia con la p. 307. Si se multiplican ambos miembros de esta ecuación 
por x 2 (x — 1), se obtiene la ecuación 

1 = (a + b^x 2 — (b — c)x — c, 

válida para todos los valores de x, a partir de la cual han de determinarse los coefi- 
ficientes a, b, c. Esta condición no puede cumplirse a menos que todos los coeficientes 
del polinomio (a + b)x 2 — (b — c)x — c — 1 sean cero; esto es, se debe tener 
a + b = b — c = c + 1=0, o bien c = — 1, b = — 1, a — 1. Se obtiene así Ia 
resolución 

1 111 

X 2 (x - 1) ~ X - 1 “ J _ ’ 
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y, consecuentemente, 

= log [* — 1| — log |*| + 

* 

A continuación se descompone la función l/[x(x 2 + 1)], cuyo denominador posee 
ceros complejos, de acuerdo con la ecuación 

1 a bx + c 

x(x 2 + 1 ) * X 2 + 1 ' 

Para los coeficientes se obtiene a + b = c = a— 1=0, de modo que 

1 1 * 

x(x 2 + i) ~ * _ * 2 + r 

y, por lo tanto, 

= log |*| ~ i log (* 2 + 1 ). 

Como un tercer ejemplo se considera la función í/(x* + 1), cuya integración 
era un serio problema aun en los tiempos dc Leibnitz. Se puede representar el deno- 
minador como el producto de dos factores cuadráticos: 1 

*4 + 1 = (*2 + 1)2 _ 2*2 = (*2 + 1 + V"2*) (*2 + 1 — V2*). 

Se sabe, por lo tanto, que la resolución en fracciones parciales tendrá la forma 

1 ax + b cx + d 

x* + 1 * 2 + V2* +1 * 2 - V"2* + 1 

Para determinar los coeficientes a, b, c, d, se utiliza la ecuación 

(a + c)* 3 + (b + d — a V2 + c V 2)* 2 

+ (a + c — ¿>V2 + ¿V2)*+ (b + d — 1) = 0, 
la cual se satisface para los valores 

1 1 

a = —, b = i, c =-—, 

2 V 2 2 V 2 

Se tiene entonces 

1 _ 1 * + V “2 1 

*“ + 1 2V2 * 2 + v^ + 1 2VT * 2 - vT^ + 1* 


1 La factorización de * 4 + 1 en factores cuadráticos reales corresponde a la 
factorización en factores lineales complejos conjugados 

* 4 + 1 = [(* - e) (x - e~i)][(x - e s) (* - e-3)J, 

donde 

v v 1 — 

e = cos — h i sen - = - V 2 (1 + i) 

4 4 2 7 

es una de la« ocho raíces dc + 1, y una cuarta raíz de —1 (véase pp. 128-129). 


d= i. 


* - V2 


í 


dx 


X (* 2 + 1) 


dx 


* 2 (* - 1 ) 
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y, aplicando el método dado en la p. 304, se obtiene 

S dx 1 _1 _ 

-- = ——log |a ; 2 + V 2x + 11-— log \x- — V 2x + 1 ¡ 

a+ + 1 4 V 2 4 V 2 


H-^arc tan ( V 2x + 1) 4-— arc tan ( V 2x — 1 ), 

2 V 2 2 V 2 

lo cual puede ser verificado fácilmente por derivación. 

Los ejemplos anteriores ilustran un método general de integrar una función ra- 
cional { (x) /g(x) . Se divide primero y se reduce el problema al caso en que el grado 
de / es menor que el de g. Se descompone g(x) en factores lineales cuadráticos defi- 
nidos, agrupando el producto en potencias de tales factorcs. Se escribe la represen- 
tación en fracciones parciales apropiadas de f/g, con coeficientes indeterminados a, 
b, c, .... Multiplicando todo por g(x) y comparando coeficientes de potencias igua- 
les en la identidad polinomial resultante se obtiene un sistema dc ecuaciones lineales 
para los coeficientes desconocídos, que justamente debe ser adecuado para determinar 
estos coeficientes si realmente se tiene la forma correcta para la descomposición en 
fracciones parciales. Se está entonces en posibilidad de integrar cualquiera de las 
fracciones parciales resultantes mediante las reglas discutidas anteriormente. 


3.13 Integración de algunas otras clases de funciones 


a. Comentarios preliminares sobre la representación 1 
racional de la circunfcrencia y de la hipérbola 


La integración de algunas otras clases generales de funciones pucde 
ser reducida a la integración dc funciones racionales. Se estará en condi- 
ciones de entender mejor esta reducción estableciendo primero ciertas pro- 
piedades eleinentales de las funciones trigonométricas e hiperbólicas. Si se 
hace t — tan(x/2), la trigonometría elemental conduce a las fórmulas 
sencillas 


2 1 


1 + t -’ 


COS X 


en efecto, a partir de 

1 


, a: 

-—--7 — COS“ - 

1 + í“ 2 


l ~ t- 
1 + C’ 


1 + t- 


y de las fórmulas elementales 


n x x 
sen x — 2 cos- - tan — 


cos.v — cos“- -- sen 2 


se obtienen esas ecuaciones. Ellas muestran que sen .v y cos a: pueden ser 
arnbas expresadas racionalmente en térrninos de la cantidad t = tan.v/2. 
Derivando se tiene 

dt 1 _ 1 + t 2 

dx 2cos 2 v/2 2 ’ 


1 Llamada a veces “uniformización”. 



Sec. 3.13 


Integración de algunas otras clases de funciones 311 


de modo que 

dx _ 2 

Tt ~ 1 + t‘ ¿ ’ 

por lo que la derivada dx/dt es también una expresión racional en t. 

*La representación geométrica de nuestras fórmulas y su significado geométrico 
se da en la Fig. 3.28. Aquí se muestra el circulo u 2 + v 2 — 1 en un plano u, v. Si 
x denota el ángulo TOP cn la figura, entonces u = cos x y v = sen x. E1 ángulo 
OSP, con su vértice cn el punto u = — 1, v = 0, es igual a x/2, por un teorema de 
la geometría elemental, y puede extraerse el significado geométrico del parámetro t 
de la figura; t = tan ix = OR donde R es la “proyección” sobre el eje v del punto 


( 82 ) 


V 



Figura 3.28 Representación paramétrica de las funciones trigonométricas. 


P del círculo desde S. Si el punto P parte desde S y describe una vez el círculo en 
la dirección positiva, esto es, si x recorre el intervalo desde —•tt hasta +'7r, la canti- 
dad t rccorrerá todo el rango de valores desde — oo hasta + oo una vez exacta- 
mente. (Nótcsc que el punto S mismo corresponde a t = ±oo.) Se tiene aquí una 
representación del punto general (u, v) del círculo u 2 + v 2 = 1 en términos de las 
funciones rac.ionales u = (1 — t 2 )/( 1 + í 2 ), y v = 2í/ (1 + í 2 ) del parámetro t. 
Estas fórmulas dcfincn cntonccs una transfonnación racional de Ia recta t sobre un 
círculo del plano u, v (la cual es la análoga bidimensional de la proyección estereo- 
gráfica sobre una esfera, mencionada en la p. 45). En la base de esta representación 
racional dcl círculo se encuentra, evidentemente, la identidad 

(t 2 ~ l) 2 + (2 1) 2 = (t 2 + I) 2 . 

Es por dcmás curioso que esta fórmula sea de interés también en Ia teoría de núme- 
ros, puesto que genera para cada entero t enteros pitagóricos a = t 2 — 1, b = 2t, 
y c = t 2 + 1 que satisfacen la identidad a 2 + b 2 = c 2 ; esto es, determina un trián- 
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gulo rectángulo con lados conmensurables. Así t — 2 da lugar a la terna bien cono- 
cida a = 3, 6 = 4, c = 5; para t = 4 se obtiene a = 15, 6 = 8, c = 17, etc. Es 
notable, y, por supuesto, no accidental, que la misma identidad algebraica es de 
significación en contextos tan diversos como la integración en forma exacta, la geo- 
metría y la teoría de números. Ligar campos diferentes de tal manera es una tenden- 
cia típica en las matemáticas modemas; aunque cuando el ejemplo en cuestión se 
remonta a la antigüedad. 

Análogamente pueden expresarse las funciones hiperbólicas 
cosh x = h{e x + e~ x ) 

y senh x — i(e x — e~ x ) como funciones racionales de una tercera cantidad. 
E1 camino más obvio es hacer e x = r, de modo que se tiene 


cosh x = — 



senh x = 


1 

2 



que son expresiones racionales para senh x y cosh x. Aquí, nuevamente, 
dx/dT— 1/r es racional en r. Sin embargo, se obtiene una analogía más 
cercana con las funciones trigonométricas introduciendo la cantidad t = 
tanh (x/2) = (r — l)/(r+l);ysc llega entonces a las fórmulas 


cosh x — 


1 + t 2 

1 - í 2 ’ 


senh x — 


2 1 

1 - t 2 ‘ 


Derivando t — tanh {x/2) 
la expresión racional 

(83) 


se obtiene, como en la Ec. (82) de la p. 311, 

dx^ _ 2 _ 

dt 1 — t 2 


para la derivada dx/dt. Aquí, nuevamente, la cantidad t posee un signifi- 
cado geométrico similar al que tiene para las funciones trigonométricas, 
como se ve de inmediato de la Fig. 3.29. 


Se tiene aquí una representación racional de la hipérbola u 2 — v 2 — 1 
en el plano u, v, por medio de las ecuaciones u = (1 + í 2 )/( 1 — t 2 ), v — 
2t/{ \ — t 2 ). Los puntos en la rama derecha de la curva son de la forma 
u = coshx, v = senh x, y corresponden a valores de t con \t\ < 1. La otra 
rama se obtiene para |f| > 1. 

Se prosigue ahora con los problemas de integración. 


*b. Integración de R{ cosx, sen x) 

Denótese por R{cos x, sen x) una expresión que es racional en las dos 
funciones sen x y cos x, esto es, una expresión que se forma racionalmente 
con estas dos funciones y algunas constantes, tal como 

3 sen 2 + cos x 


3 cos 2 x + sen x 
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v 



Figura 3.29 Representación paramétrica de las funciones hiperbólicas. 


Si se aplica la substitución t = tan*/2, la integral 


í 


R(cosx, sen x) dx 


es transformada en la integral 



1 - í 2 2í \ 
1 + t 2 1 + t 2 ) 


2 

1 + t 2 


dt, 


y bajo el signo de integral sc tiene ahora una función racional de t. Así 
se ha obtenido, en principio, la integral de nuestra expresión, puesto que 
puede efectuarse ahora la integración por los métodos de la sección an- 
terior. 


c. Integración de i?(cosh at, senh x) 

Del mismo modo, si R (cosh x, senh x) es una expresión racional en tér- 
minos de las funciones hiperbólicas cosh x y senh x, puede efectuarse su 
integración por medio de la substitución t = tanh.v/2. Recordando la Ec. 
(83), se tiene 
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í 


/?(cosh ,y, senh x) dx = 



1+í 2 2t \ 2 

T - t 25 T - t- JjT T 7 


(De acuerdo con un comentario anterior pudo haberse introducido también 
t = e x como una nueva variable y expresado cosh a: y senh x en términos 
de t). La integración queda nuevamente reducida a la de una función 
racional. 


*d. Integración de R(x,\/i — x~) 


T.a integral fR(x, \/l — x~) dx puede ser reducida a la del tipo trata- 
do en la sección 3.13Ó utilizando la substitución 

x = cos u , V 1 — x 2 = sen u, dx = —sen u du. 


A partir de este paso la transformación t = tanu/2 conduce a la integra- 
ción de una función racional. Obsérvese que pudo haberse efectuado la 
rcducción en un paso, cn vez de dos, utilizando la substitución 


VI 


1 _ x . 

1 

- t 2 

1 1 + A' 3 

x 1 

4- t 2 ’ 

2 1 

dx 

-4 1 

1 + c 5 

dt ( 

1 + t 2 ) 2 


csto cs, pudo haberse introducido t = tan u¡ 2 directamcntc como la nueva 
variablc y con ello obtenido un integrando racional. 


*e. Integración de R(x, \/x' ¿ — \) 


La integral f R(x, y/x~ — 1) dx es transformada mediante la substitu- 
ción ,y = cosh u cn una del tipo tratado cn la sección 3.13c. Aquí también 
pucde llegarse a la mcta directamcnte introducicndo 


=T 


— 1 u 

+ -1 “ tanh 2 ' 


*f. Integración de R(x, yj x' ¿ + 1) 

La intcgral \J (x 2 + 1)) dx es reducida mediante la transforma- 

eión y = senh u a una del tipo considerado en la sección 3.13c (pp. 313-314) 
y puedc, por ello, ser integrada cn términos de funciones elementales. En 
vez de la reducción posterior a la integral dc una función racional por 
medio de la substitución e u = t, o de tanhw/2 = t, podría llegarse a la 
integral de una función racional en un solo paso por cualquiera de las 
substituciones 




dx 2¿, 
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*g. Integración de R(x , \/ax- + 2 bx + c) 

La integral \/ax 2 + 2 bx + c) dx de una expresión quc es ra- 

cional en términos de x y de la raíz cuadrada de un polinomio arbitrario 
de segundo grado en * puede ser reducida inmediatamente a uno de los 
tipos tratados. Se escribe (Ver p. 304) 

o. _ 1 ac — b 2 

ax 2 -r 2 bx + c — — (ax + o) 2 + -. 

a a 

Si ac — b- > 0, se introduce una nueva variable £ por medio de la 
transformación $ = (ax + b) f\Jac — b 2 , después de lo cual el radical ad- 
quierc Ia forma \/ ( ac — b 2 ) (| 2 + 1 ) fa. Por Io tanto, Ia integral cuando 
está expresada cn términos de | es del tipo de la sección 3.13/. La cons- 
tante a debe ser aquí positiva de modo que Ia raíz cuadrada pueda tener 
valores reales. 

Si ac — b 2 — 0 y a > 0, entonc.es por medio de la fórmula 


V ax 2 + 2 bx + 

se ve quc cl integrando era racional desde un principio. 

Si, finalmente, ac — b 2 < 0, se hace £ = (ax + b) / \/ b 2 — ac y se ob- 
tiene para el radical la cxprcsión \/ (ac — b 2 ) (£ 2 — 1) / a. Si a es positiva, 
la integral es así reducida al ti|)o de la sección 3.13<?; si, por otra parte, a 
es negativa cl radical se escribe en la forma 



V(/+ - ac) (1 - f )/(-a), 


y se ve que la intcgral es así reduc.ida al tipo de la sección 3.13 d. 


*h. Otros ejeniplos de reducción a integrales de funciones racionales 


De otros tipos de funciones que pueden ser integradas mediante reduc- 
ción a funciones rac.ionales, serán mencionados solamente dos: 1) expre- 
siones racionalcs que involucran dos raíces cuadradas diferentes de expresio- 
nes lincales, R(x, \/ax + b, \/ax + (I) ; 2) expresiones de la forma R(x, 
1/(ax + b) / (ax +/?)), donde a, b, a, (3 son constantes. En las del primer 
tipo se introduc.e la nueva variable £ = \/ax + /3, de modo que ax + (3 — % 2 , 
y, consecuentcmente, 


¥-/3 


dx _ 2£ 

d¡~~^ ; 


x = 


y 
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entonces 

R(x, \/ax + b, \/ax + /3) dx 

que es del tipo discutido en la sección 3.13g. 

Si en las del segundo tipo se introduce la nueva variable 

¿ _ J ax + b 
\ ax + /?’ 

+ b = a¡3 ~ ba 

a/3 n — a ’ di {a? ~ a ) 2 * ’ 

e inmediatamente se llega a la fórmula 


se tiene 

ax + b 

í* =— ZH’ 
ax + J3 




+ b 
- a 


~ b * n tn -1 

(af" - af 


d£. 


que es la integral de una función racional. 


i. Comentarios sobre los ejemplos 

Las disc.usiones anteriores son principalmente de interés teórico. En ex- 
presiones complicadas los cálculos reales podrían ser demasiado intrincados. 
Es, por lo tanto, conveniente aprovechar cuando sea posible la forma espe- 
cial del integrando para simplificar el trabajo. Por ejemplo, para integrar 
l/(a 2 sen 2 >r + b 2 cos 2 x) es mejor utilizar la substitución t = tan x en vez 
de la dada en las pp. 313-314; pues sen 2 a: y cos 2 x pueden ser expresados ra- 
cionalmentc cn términos de tan x, y es cntonces innecesario retroceder a t = 
tanx/2. Lo mismo cs cierto para toda expresión formada racionalmente a 
partir de 1 sen 2 cos 2 x y sen x cos x. Además, para el cálculo de muchas 
integrales es preferible una forma trigonométrica a una racional, siempre 
que la forma trigonométrica pueda ser evaluada por algún método sencillo 
de recurrencia. Por ejemplo, aunque el integrando en Jjr n (\/1 — x 2 ) m dx 
puede ser reducido a una forma racional, es mejor escribir x = sen u y lle- 
varla a la forma Jsen n u cos w+1 u du, puesto que ésta puede ser tratada 
fácilmente por el método de recurrencia de la p. 299 (o bien, utilizando 
los teoremas de adición para reducir las potencias del seno y coseno a senos 
y cosenos de ángulos múltiples). 

1 Pues sen x cos x = tan x cos 2 x puede, por supuesto, ser expresado racional- 
mente en términos de tan x. 
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Para la evaluación de la integral 

C dx 


J a cos x + b sen x 
en vez de recurrir a la teoría general se escribe 


(a 2 + ¿ 2 > 0), 


+ = V a- + b-, sen 6 — —, cos 8 = —. 

A A 


La integral toma entonces la forma 


ií 


dx 


A J sen (x + 8 ) 

e introdnciendo la nueva variable x + 8 se encuentra [(cfr. Ec. (40), p. 293)] que 
el valor de la integral es 


log 


tan ■ 


x + 8 


Parte C Otros pasos en la teoría del cálculo integral 

3.14 Integrales de funciones elementales 


a. Definíción de funciones por medio de integrales. 
Integrales y funciones elípticas 


Con los ejemplos que se han dado de los tipos de funciones que pueden 
scr integradas mediante la reducción a funciones racionales se ha terminado 
prácticamentc la lista de funciones que son intcgrables en términos de fun- 
ciones clementales. Intentos de expresar integrales indefinidas tales como 
(para n > 2) 


o bien 


í 


dx 


\/< 2 o "b a x x -+■••• + a„x n 


í 


Voo d' <L\X + • • • + a n x n dx, 


í 


dx 


en términos de funciones elementales han fallado. En el siglo xix finalmen- 
te se probó que es realmente imposible llevar a cabo estas integraciones en 
términos de funciones elementales. 

Si el objcto del cálculo integral fucra integrar funcioncs explícitamente, 
se habría llegado a un alto definitivo. Sin embargo, tal restringido objetivo 
no posee ninguna justificación intrínseca; es de una naturaleza artificial. 
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Se sabe que la integral de toda función continua existe como un límite y 
cs ella misma una función continua dcl límite superior. bien sea que la in- 
tegral pueda ser integrada en términos de funciones elementales o no. Los 
rasgos distintivos de las funciones elementales están basados en el hecho de 
que sus propiedades son fácilmente reconocidas, que su aplicación a proble- 
mas numéricos es facilitada mediante tablas convenientes, o bien que pueden 
ser calculadas con un grado tan grandc de precisión como se desee. 

Siempre que la integral dc una función no pueda ser expresada por me- 
dio de funciones con las cuales ya se tenga familiaridad, no existe objeción 
para introducir esta integral como una nueva función “supcrior”, lo que 
no es otra cosa que darle a la integral un nombre. E1 que la introducción 
dc tal nueva función sea conveniente dependc de las propiedades que posee, 
la frecuencia con la que aparece y la facilidad con la cual puede ser mani- 
pulada en la teoría y en la práctica. En este sentido el proceso de integra- 
ción es un principio gcneral para la generación de nuevas funciones. 

Cicrta familiaridad con este principio se ha obtenido ya al tratar con 
las funciones clementales. Así, se tuvo necesidad de introducir (p. 167) la 
integral de 1 /x como una nueva función, la cual se denominó logaritmo y 
cuyas propiedades pudieron fácilmente ser deducidas. Las funciones trigo- 
nométrieas pudieron haberse introducido del mismo modo, haciendo uso 
solamente de las funcioncs rac.ionales, el proceso de integración y la ope- 
ración de inversión. Con este objeto, se rcquierc tomar solamente una u 
otra dc las ecuaciones 

( x dt 

arc tan x = | - , 

Ju 1 

O 

f r dt 

arc sen x — 1 —, 

J u \/1 t~ 

como la definición de la función arc tan x, o bien arc sen x, respectivamente, 
y obtener entonces por inversión las funciones trigonométricas. Mediante 
estc proceso la definición de estas funciones está divorciada dc la intuición 
gcométrica (en particular, de la noción intuitiva de “ángulo”), pcro qucda 
entonces la tarea de dcsarrollar estas propiedades independientemente de 
la geometna. 1 (Posteriorrnente, en la sección 3.16 se dará otra discusión 
purainente analítica de las funciones trigonornéti icas.) 

*Integrales elípticas 

E1 prirner ejemplo importante que rebasa los límites del conjunto de 
las funciones elementales está dado por las inte.gr ales elípticas. Estas son 

1 No continuaremos aquí con el desarrollo de estas ideas. E1 paso esencial es el 
de probar los teoremas de adición para las funciones inversas, esto es, para el seno 
y para la tangente. 
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integrales en las que el integrando depende racionalmente de la raíz cua- 
drada de un polinomio de tercer o cuarto grado. Entre estas integrales, la 
función 

S s dx 

0 V (1 — ^ 2 ) (1 — k 2 x 2 ) 

ha llegado a ser particularmente importante. Su función inversa s(u) tam- 
bién desempeña un papcl importante. 2 Esta función s(u) ha sido examinada 
detenidamente y tabulada, como se hizo con las funciones elementales. 3 

Es el prototipo de las llamadas funciones elipticas, que ticnen un lugar 
principalísimo en la teoría de funciones dc variable compleja y aparecen en 
muchas aplicaciones físicas (por ejemplo, en conexión con el movimiento 
de un péndulo simple; ver p. 429). 

E1 nombrc “infegral elíptica” surge del hecho de que tales integrales 
apareccn en el problcma de determinar Ia longitud de arco de una elipse 
(Ver capítulo 4, pp. 395-396). 


Debe hacersc notar además que integrales que a primera vista tienen una apa- 
riencia diferente resultan ser integrales elípticas después de una substitución sen- 
cilla. Como un ejemplo, la integral 


J V cos a — cos x 

cs transformada por medio de la substitución u — cos x/2 en la intcgral 


kV 2\ - - , k =- 

J V (1 — u 2 ) (1 — k 2 u~) cos («/2) 


y la integral 


J V cos 2x 

se convierte por medio de la substitución u — sen x en 

C du 


y, finalmente, la integral 


Í du 

V (1 - U2)(I - 2 u 2 ) 

S dx 

VI — k 2 sen 2 
de la substitución u 

Í du 
V' (1 - u 2 ) (1 — t 


es transformada por medio de la substitución u = sen x en 


- u 2 ) (1 - k 2 u -) 


2 Para el valor especial k = 0 se obtiene u(s) — arc sen x y s(u) — sen u res- 

pectivamente. 

3 La función s(u), una de las llamadas funciones elípticas jacobianas, es deno- 
tada usualmente por el símbolo sn u para indicar quc es una generalización de la 
función scno ordinaria. 
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b. Sobre la derivación y la integración 

Debc agregarse otro comentario sobre la relación entre derivación e in- 
tegración. La derivación puede ser considerada como un proceso más ele- 
mental que la integración, puesto que ella no conduce fuera del dominio 
de las funciones “conocidas”. Por otra parte, debe recordarse que la deri- 
vabilidad de una función continua, arbitraria, no es de ninguna manera 
una conclusión predeterminada sino una hipótesis estipulada. En efecto, 
como se ha visto, existen funciones continuas que no son derivables en 
ciertos puntos aislados; en tanto que desde los tiempos de Weierstrass han 
sido construidos muchos ejemplos de funciones continuas que no poseen 
derivada en ninguna partc. 1 En contraste, aun cuando la integración en 
términos de funciones elementales no es posible en general, es cierto, al 
menos, que la integral de una función continua existe. 

Tomadas cn conjunto, la integración y la derivación no pueden ser 
comparadas cntre sí sencillamente como operaciones más elementales o 
menos elementales una respecto a la otra; desde algunos puntos de vista, 
la primcra puede ser considerada como más elemental; desde otros puntos 
de vista, la scgunda. 

En cuanto a lo quc coneierne al conccpto de integral, no se utilizará 
en la siguiente sección la hipótesis de que el integrando es continuo en 
todas partes; y se verá cjue la integral puede ser extcndida a una amplia 
clase de funciones que posee discontinuidades. 

3.15 Extensión del concepto de integral 

a. Introducción. Definición de integrales “impropias” 

En el capítulo 2 (p. 150) se definió 
Riemann”, 

Fn = 2 f($i) 

i~ 1 

basadas cn la subdivisión del intervalo [a, b ] en n subintervalos de longitu- 
des Axí y en una elección de puntos intermedios de esos subintervalos. 
Si las sucesiones F n tienden al mismo límite, F b , para cualquier sucesión de 
subdivisiones y puntos intcrmedios, cuando el valor máximo tiende a 

n 

cero, se define \ f(x) dx como el límite F b . Se mostró que este límite existe 

J a 

1 Compárese con Titchmarsh, The Theory of Functions, Oxford, 1932, Seccio- 
ncs 11.21 a 11.23, pp. 350-354. 


'6 

f(x)dx formando las “sumas de 

a 
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cuando f(x) es continua en \a,b\. Sin embargo, a menudo se presenta la 
necesidad de definir una integral cuando f(x) no está definida o no es 
continua en todos los puntos del intervalo cerrado 1, o bien cuando el inter- 
valo de integración se extiende a infinito. Sería deseable, por ejemplo, 
adjudicar un significado apropiado a expresiones tales como 


f‘4»*. C sen - dx, 

J 0 V x J0 X 




e~ x dx, 


f 


sen x 


dx, etc. 


En primer lugar, se extiende el concepto de integral a funciones que 
son continuas en el intervalo abierto (a, b) pero que no están necesaria- 
mente definidas o son continuas'en los puntos extremos a, b. Para números 
cualesquiera a, j8, con a < a < /3 < b, la integral ordinaria (“propia”) 


f 


f(x) dx queda entonces definida. Si 


F — lím 


, r 

im \ 

: -»0 Jí 


f(x) dx 


existe cuando a < a e < J3 e <. b y lím a E = a, lím /? e = b, y si F es indepen- 

e-*o e-*o 

diente de la elección particular de a e y \8e, se dice que la integral impropia 

fi> 

I f(x)dx convergc y posee el valor F. 

Integrandos seccionalmente continuos. Si, más generalmente, f(x) está 
definida y es continua en (a, b) con la posible excepción de un número 
finito de puntos intermedios c 1} c 2 , • . ., c n , y si / es continua en cada uno 

de los intervalos abiertos (a, ¿q), (c 1} c 2 ), ..., (c n ,b) se define ^ f(x) dx 

como la suma de integrales impropias sobre los subintervalos, siempre que 
cada una dc éstas converja. 

d' 


La integral impropiaj f(x) dx siempre converge cuando / es continua 
y acotada en un intervalo abierto (a,b). Por ejemplo, la integral 

r 1 


1 i. 

sen - dx 


lím \ sen - dx 

e-*o Js X 


converge. Para probar esta propiedad general puede suponerse, por bre- 
vedad, que / es continua en b, pero no necesariamente en a. Entonces, por 
definición, 

í f(x) dx = lím F(a), 
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donde F(<x), para a < a < b, está definida como ^ f{x) dx. Si M es una 

cota superior para / y <tn es una sucesión que tiende a a, se tiene, por el teo- 
rema del valor medio del cálculo integral, | F(on) — F(<xm) | < M \a n — a»|; 
y, consecuentemente, por el criterio de convergencia de Cauchy, lím F(on) 

n->oo 

existe. Puesto que éste es el caso para cualquier sucesión a n que converge 
a a, se sigue que límF(«) existe. 

Q'-xj 

De hecho, cuando / es continua y acotada en (a,b) se pueden asignaj 
a / cualesquiera valores en los puntos extremos a, b y obtener también 

^ f(x) dx directamente como una integral “propia” definida como el Iímite 

de sumas de Riemann. Se ve fácilmente que para funciones continuas y 
acotadas / ambas definiciones se aplican y conducen al mismo valor, inde- 
pendientemente de la elección de f(a) y f(b). Lo mismo es cierto, más 
generalmente, para funciones acotadas que están definidas y son continuas 
en (a, b) con la posible excepción de un número finito de puntos. En 

f 6 

particular, \ f(x)dx siempre existe cuando / es continua excepto en un 
f(x) 



Figura 3.30 La integral de una función con discontinuidades. 










Sec. 3.15 


Extensión del concepto de integral 323 


número finito de discontinuidades de salto. Por todo lo anterior, la conver- 
gencia de una integral impropia de una función sobre un intervalo finito 
requiere atención solamente cuando / se toma infinita. 

Nótese que la interpretación geométrica de la integral como el área 
bajo la curva es la misma que para una / continua (Fig. 3.30). 


b. Funciones con discontínuidades infinitas 

Se comenzará con la integral 

J 


C 1 dx 

Jo^’ 


donde a es un número positivo. E1 integrando l/x a se toma infinito para x —> 0. 
Por lo tanto, se debe definir ] tomando la integral J e desde el límite positivo e hasta 
el límite 1, y, finalmente, hacer que e tienda a cero. De acuerdo con las reglas elemen- 
tales de integración se obtiene, suponiendo a 1, 


-S 


1 dx 


1 


1 


(1 


')• 


Se observan de inmediato las siguientes posibilidades: 1) a es mayor que 1; en- 
tonces, para e —* 0 el miembro derecho tiende a infinito. 2) a es menor que 1; 
entonces el miembro derecho tiende al límite 1/(1 — a). En el segundo caso, por 


lo tanto, solamente se tiene que tomar este valor límite como la integral J — 


C'dx 

= \ —. En 
Jo *“ 


el primer caso»se dice que la integral desde 0 hasta 1 no existe, o bien, que diverge. 
3) En el tercer caso, en el que a = 1, la integral es igual a — loge y, por lo tanto, 
para e —* 0 no tiende a un límite sino que tiende a infinito; esto es, la integraí 
f 1 dx 

l — — J no existe, o sea, es divergente. 

Jo * 

Otro ejemplo de un integrando con una discontinuidad infinita está dado por 
f(x) — 1/V 1 — x 2 . Se encuentra 


dx 


VI 


= arc sen (1 — e). 


Para e —* 0 el miembro derecho converge al límite ir/2; éste es, entonces, el valor 
de la integral: 


í 


dx 


V 1 - 


aun cuando el integrando se torna infinito en el punto x — 1. 


c. Interpretación de la integral como un área 

Las integrales impropias pueden ser interpretadas como áreas de regiones que se 
exticnden al infinito definidas a partir de regiones acotadas, por medio del paso 
al límite. Por ejemplo, los resultados anteriores para la función \/x a establecen 
que el área acotada por el eje x, la recta x = 1, la recta x — e y la curva y ~ \/x a 
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y 



Fígura 3.31 Para ilustrar la convergencia o la divergencia de integrales impropias. 


tiende a un límite finito cuando e —* 0, siempre que a < 1, y que tiende a infinito 
si a > 1. Este hecho puede ser expresado como sigue: EI área entre el eje x, el eje y, 
la curva y = l/x a y la recta x = 1 es finita o infinita según que a < 1 o « > 1. 

La intuición no puede dar, por supuesto, una información segura sobre la fi- 
nitud o la infinitud dei área de una región que sc extiende al infinito. La figura 3.31 
ilustra el hecho de que para a < 1 el área bajo la curva permanece finita, en tanto 
que para « > 1 es infinita; un hecho que, ciertamente, no es sugerido por la intui- 
ción geométrica. 


d. Criterios para determinar la convergencia 


Para probar la convergencia de la integral de una función f(x) con una dis- 
continuidad infinita en el punto x = b, puede hacerse uso a menudo del siguiente 
criterio. 

Sea la función f(x) continua en el intervalo a < x < b, y supóngase que 


lím f(x) — oo. Entonces, la integral \ f(x) dx converge si existe un número posi- 
*->& J a 

tivo /x menor que uno y un número fijo M, independientes de x, tal que en todas 
partes del intervalo a < x < b se cumple la desigualdad |/(x)| < M/(b — *)"; en 
en otras palabras, si en el punto x = b la función f(x) se torna infinita de orden 
menor que el primero: f(x) = 0[1 / (b — x)"] para algún /x < I. Por otra parte, la 
integral diverge si existen un número v > 1 y un número fijo N tales que en todas par- 
tes del intervalo a < x < b se cumple la desigualdad f(x) > N/(b — x )"; en otras pa- 
labras, si en el punto x = b la función positiva f(x) se torna infinita de primer orden 
al menos. 

La demostración surge casi de inmediato por comparación con el caso muy sen- 
cillo que se acaba de discutir. Para probar la primera parte del teorema se observa 
que para 0<e<¿ — ase tiene 


0 < 


M 2 M 

+ /(*) < 


(b-x 


(b-x) 
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y, por lo tanto, también 

r -t m n r 

0<\ ---- + /(*)Ue<\ - dx. 

) a Lí*-*)" J J a {b-xy 

Si e —> 0, el integrando en la derecha, el cual se obtiene a partir de la integral J dx/x M 
mediante una sencilla substitución de x por b — x, posee un límite, y, por ende, 
permanece acotado. Además, los valores de la integral de en medio crecen monóto- 
namente conforme e —> 0; puesto que también están acotados, deben poseer un Iímite, 
y así la integral 


£( 


M 


(b - x)‘ 


dx + f(x) I dx 


) 


= lím 
£—>0 


/C b t 2 M ( b ' \ 

ím ( \ - dx + f(x) dx I 

->o V J a (b-xV J a ) 


converge. La convergencia de la integral de M/(b — x)“ implica entonces también 
la de f(x)dx. 

La demostración de la segunda parte del teorema se deja como un ejercicio para 
el Iector. 

De la misma manera se ve de inmediato que teoremas exactament? análogos se 
cumplen cuando el límite o extremo inferior de integración es un punto de disconti- 
nuidad infinita. Si un punto de discontinuidad infinita está situado en el interior 
del intervalo de integración, se separa simplemente el intervalo en dos subintervalos 
por medio de este punto y se aplican entonces estas consideraciones a cada uno de 
esos subintervalos. 

Como un ejemplo se considera la integral elíptica 


S 


dx 

V (1 - *2) (1 - kW) 


(* 2 < 1 ). 


Por la identidad 1 — x 2 = (1 — x) (1 + x) se ve de inmediato que conforme x —* 1 
el integrando se torna infinito, pero sólo de orden i; de lo que se sigue que la in- 
tegral impropia converge. (Para k — 1 la integral diverge.) 


e. Intervalo de integración infinito 

Otra extensión importante Cel concepto de integral se refiere a la de un 
intervalo de integración infinito. Para una formulación precisa se introduce 
la siguiente notación: Si la integral 

^ f(x) dx, 

con a fijo, tiende a un límite definido cuando A -* oo, Ia integral de f(x) 
sobre el intervalo infinito x > a se define como 

lím { f(x) dx — C f(x) dx. 

A >» J a J a 

Otra vez, tal integral se denomina convergente. 
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Ejemplos. Ejemplos sencillos de las diversas posibilidades están dados aquí tam- 
bién por las funciones f{x) — 1 /x a : 



Aquí se ve, una vez más, que si se excluye el caso a = 1, la integral extendida al 
infinito existe para el caso a > 1, y, en efecto, 

f “ dx 1 

Ji ** a ~ l ' 

Cuando a < 1 Ia integral ya no existe. Para el caso a = 1 , claramente la integral 
de nuevo deja de existir puesto que log x tiende a infinito cuando x tlende a infinito. 
Por ello se ve que, en lo que respecta a la integración sobre un intervalo infinito, las 
funciones l/x a no se comportan del mismo modo que para la integración hasta el 
origen. Esta afirmación se hace también plausible mcdiante una ojeada a la Fig. 3.31. 
Pues, obviamente, mientras más grande sea a las curvas se acercarán más rápidamen- 
te al eje x para x —* oo; y así es plausible que el árrca considerada tienda a un límite 
definido para valores suficientemente grandes de a. 

E1 siguiente criterio para la existencia de una integral con un límite infinito es 
a menudo útil. (Se supone nuevamentc que para valores suficientemente grandes 
de x, digamos, para x > a, el integrando es continuo.) 


Criterio de convergencia 


La integral 1 f{x) dx converge si la función f{x) se anula en el infinito con 
J a 

un orden superior al primero; esto es, si existe un número v > 1 tal que para todos 
los valores de x suficientemente grandes se cumple la relación |/(x)| < M/x v , donde 


M es un número fijo independiente de x. En símbolos: f{x) = 


-’(±) 


Por otra 


parte, la integral diverge si la función permanece positiua y se anula en el infinito 
con un orden no superior al primero, esto es, si existe un número fijo N > 0 tal que 
xf(x) > N. 

La demostración de estos criterios es exactamente paralela al argumento anterior 
y pucdc dejarse al lector. 

1 


Un ejemplo muy sencillo es la integral 


s: 


dx {a > 0). E1 integrando se 


anula en el infinito como infinitésimo de segundo orden. Se ve de inmediato que 

dx 11 

— dx — - — —, y, por ende, 

r i i 

\ •— dx = -. 

\. x 2 a 


Otro ejemplo igualmentc simple es 

r i 


J o * ' " X->oo 

Entonces, evidentemente también se tiene 

f 1 


dx = lím (arc tan A — arc tan 0) = 
1+* 2 2 


1 + x = 


dx = 
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puesto que el integrando es una función par. Es curioso que el área entre la curva 
y = 1/(1 + x 2 ) y el eje x (ver Fig. 3.8, p. 238), que se extiende al infinito, resulte 
ser la misma que la del círculo de radio uno. 

f. La función gamma 


Otro ejemplo de particular importancia en el análisis es el de la llamada 
función gamma: 

F(n) = ^ g _a? .Y n_1 dx (n > 0). 

Partiendo el intervalo de integración en dos partes, una desde x = 0 hasta 
,r = 1 y otra desde r = 1 hasta x = oo, se ve que la integral sobre la pri- 
mera parte converge, puesto que 0 < e~ x x n ~' í < 1 /xV- con /¿ = 1 — n < 1. 
Para la integral sobre la segunda, la parte infinita, el criterio de convergen- 
cia también se satisface- por ejemplo, para v = 2 se tiene lím x^e'^x"' 1 = 0, 

puesto que la función exponencial e~ x tiende a cero con un orden superior 
al de cualquicr potencia 1 / x m (m > 0) (ver p. 274). Esta función gamma, 
quc se considera como una función del número n (no necesariamente un 
entero), satisface una relación notable que se obtiene mediante integración 
por partes como sigue. Primero se tiene (con f(x) = x n_1 , g'(x) = e~ x ) 

Si se toma esta relación intcgral entre 0 y A y entonces se deja crecer A 
más allá de toda cota, se obtiene inmediatamente 


$ 00 

e~ x x n ~ 2 dx = (n — l)T(n — 1) para n > 1; 

y de esta fórmula de recurrencia, siempre que fi sea un entero y 0 < ja < n, 
se sigue que 


T(n) = (n — 1) (n — 2) ■ ■ ■ (n — fx) \ dx 


£ 


En particular, si n es un entero positivo se tiene, con g. = n — 1, la rela- 
ción 


T(n) = (n 

y, puesto que 

se tiene finalmente 


1) (n — 2) • • • 3 • 2 • 1 V e~ x dx; 


f e-’dx = 1. 


r(n) = (n - l)(n - 2) •2- 1 = (n - 1)!, 
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una expresión muy útil de un factorial mediante una integral. 

Otros ejemplos. Las integrales 

¿r** dx, \ x”e~* 2 dx 

0 Jo 

también convergen, como puede deducirse fácilmente a partir del criterio antes dado. 
La primera es idéntica con ir(£), la segunda con ir[(n + 1 )/2) para n > — i, 
como se ve mediante la substitución x 2 = u, dx = (l/2Vu) du. 


g. La integral de Dirichlet 


En muchas aplicaciones se encuentran integrales cuya convergencia no surge 
directamente a partir de nuestro criterio. Un ejemplo importante es proporcionado 
por la integral 


/ = 


S 


sen x 

- dx 

x 


investigada por Dirichlet. Si el límite superior no es infinito sino finito, la integral es 
convergente puesto que la función (sen*)/* es continua para todo x finito (para 
sen x 

x = 0, está dada por lím-= 1 con *—►()). La convergencia de la integral I 

x 

se debe al cambio periódico del signo del integrando, lo que hace que las contribu- 
ciones a la integral debidas a los intervalos vecinos de longitud 7r casi se cancelen 
unas con otras (Fig. 3.32). Así, la suma del número infinito de áreas entre el eje x 


y 
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«Ml X . t ... 

y la curva y =- converge, si se cuentan las areas por encima del eje x como 

x 

positivas y por debajo del eje x como negativas. (Por otra parte, la suma de los 
valores numéricos de todas las áreas, esto es, la integral 


r 

Jo a: 


como puede fácilmente mostrarse, diverge.) 

E1 carácter alternante de la función sen x es causa del hecho de que su integral 
indefinida 


^ sen x dx = 1 — cos x 


está acotada para todo x. Se hace uso de esto al calcular el valor de la expresión. 

sen x C B ld(l — cosx) 

- dx = \ - dx 

X JA x dx 

La integración por partes muestra que 



Por lo tanto, 


I Á „ = - 


1 — cos B 1 — cos A 


B 


+ 


i' 


dx. 


f” sen x f x 1 

\ - d* = l* m 1 AB = \ - 

Jo x a-*o Jo 


dx, 


donde la integral en el miembro derecho es claramente convergente. En otras pala- 
bras, Ia integral I cxistc. En la sección 8.4c se establecerá, además, el hecho notable 
de que I posee cl valor 7r/2. 


h. Substitución. Integrales de Fresnel 

Evidentemente, todas las rcglas para la substitución de nuevas variables, 
etcétera, permanecen válidas para integrales impropias convergentes. A me- 
nudo tales transformaciones pueden conducir a expresiones diferentes más 
manejables para la integral. 

Como un cjcmplo, para calcular 

xe~ x * dx 

0 

se introduce la nueva variable u — x 2 y se obtiene 

xe~ xl dx = - C e~ u du = lím ^ (1 — e~ A ) = i. 

2 Jo A->oo 2 2 

Otro ejemplo en la investigación de integrales impropias está dado por 
las integrales de Fresnel, que aparecen en la teoría de difracción de Ia luz: 
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f 


Fi = \ sen (.v 2 ) dx, 

" o 

La substitución x 2 — u conduce a 


F 2 = 


I 


cos (.v 2 ) dx. 


„ 1 f “ sen u 1 f“ cos u 

fi = 7 T \ — du, F 2 = \ — du. 

2 ]o 2 J 0 \/u 


Integrando por partes se encuentra 

Í K sen u 
- -=.du 


1 — cos B 1 — cos A _ 


VB 


VA 


S 


1 — cos u 


du. 


Si A y B ticnden a cero e infinito respectivamente, se ve, mediante el mis- 
mo argumento que para la integral de Dirichlet, que la integral F x converge. 
La convergencia dc la integral F 2 se prucba exactamente de la misma ma- 
nera. 

Estas integrales de Fresnel muestran que una integral impropia puede 
existir aún si el integrando no tiende a cero cuando x —» oo. En efecto, 
una integral impropia puede cxistir aún cuando el integrando no esté aco- 
tado, como se muestra mediante el ejemplo 


í 


0 


2 u cos ( u*) du 


Cuando u 4 — rnr, esto es, cuando u = tfmr, n = 0, 1, 2, . . . , el integrando 
se convierte en 2 n-rr cos n?r = ±2 ^«77-, de modo que no es acotado. Me- 
dianle la substitución u 2 = x, sin embargo, la integral se reduce a 


í 


oo 

0 


cos (x 2 ) dx, 


la cual, justamente, se ha visto que es convergente. 

Por medio de una substitución una integral impropia puede ser a me- 
nudo transformada en una integral propia. Por ejemplo, la transformación 
Ar = sen u conduce a 


dx f"/ 2 7T 

vT^T» j. 2- 

Por otra parte, integrales de funciones continuas pueden ser transformadas 
en intcgralcs impropias. Esto sucede si la transformación u = <f>(x) es tal 
que en un extremo del intervalo de integración la derivada <¡>'(x) se anula, 
de modo que dx/du es infinita. 
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3.16 Las ecuaciones diferenciales de las funciones trigonométricas 

a. Comentarios introductorios sobre las ecuaciones diferenciales 

La integración es simplemente un primer paso en un campo mucho más 
extenso: En vez de invertir la derivación mediante la integración, esto es, 
resolver la ecuación y' = f(x) con una f(x) dada, para tener y — F(x), 
puede desearse encontrar funciones y = F(x) que satisfagan relaciones más 
generales entre y y las derivadas de y. Tales “ecuaciones diferenciales” apa- 
recen en todas partes en las aplicaciones, asi como en contextos estricta- 
mente teóricos. Sobre estas ecuaciones se hacen estudios penetrantes que van 
mucho más allá del alcance de este libro. Se volverá sobre algunos aspectos 
elcmentales de la teoría de las ecuacioncs diferenciales posteriormente, en 
éste y en el siguiente volumen. Por ahora la discusión se restringirá a ejem- 
plos bastante sencillos pero significativos. Se discutirán las ecuaciones dife- 
renciales de las funciones sen x y cos x, las que han sido mencionadas ya 
en la p. 192. 

Aunque en la trigonometría elemental estas funciones y sus propiedades 
fucron tomadas desde el punto de vista geométrico, se descarta ahora la 
confianza en la intuición geométrica y se expresan las funciones trigonomé- 
tricas en una forma sencilla sobre una base precisa, analítica, de acuerdo 
con la tendencia gcneral del desarrollo mencionado anteriormente. 

b. Sen * y cos * definidos mediante una ecuación 
diferencial y condiciones iniciales 

Se considera la ecuación diferencial 

v" + u = 0 

con el deseo de caracterizar soluciones u(x) que serán identificadas con 
Ias funciones seno y coseno. Cualquier función u = F(x) que satisface la 
ecuación, estc es, para la cual F"(x) + F(x) = 0, se denomina una solu- 
ción. 1 

Salta a la vista que, junto con una solución u = F(x), Ia función u = 
F(x + h), para una constante arbitraria h, es también una solución, como 
se verifica de inmediato derivando F(x + h) dos veces con respecto a x. 
Análogamente, se ve de inmediato que, conjuntamente con F(x), la deri- 
vada F'(x) = u es también una solución; como también lo es, claro está, 
cF(x), con el factor constante c. Además, junto con F-^(x) y F 2 (x), cual- 
quier combinación lineal c-lFi(x) + c 2 F 2 (x) =F(x), con constantes c x y 
c 2 , es una solución. 

1 Por supuesto, siempre se entiende q':e las funciones consideradas son deriva- 
bles un número suficiente de veces. 
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Para destacar de la multitud de soluciones de una ecuación diferencial 
una específica se imponen “condiciones iniciales” estipulando que para x = 0 
los valores de u = F(0) y u' = F'(0) estén prefijados como a y b respec- 
tivamente. Se establece primero el siguiente teorema: 

La solución está determinada de manera única por estos valores ini- 
ciales. 

Para la demostración, se comienza con un comentario general válido 
para cualquier solución u. Multiplicando la ecuación diferencial por 2 u' 
se encuentra, debido a quc 2u ,, u / = (u' 2 )' y 2 u'u = (u 2 )', la ecuación 

0 = 2 u"u' + 2 u'u = [(u') 2 + u 2 ]', 
la cual puede ser integrada de inmediato e implica 

u' 2 + u 2 = c, 

donde c es una constante, esto es, no depende de Por lo tanto, c debe 
poseer el mismo valor que el miembro izquierdo para x = 0. Así se tiene 
que para cualquier solución u es 

u' 2 (0) + u 2 (0) = c. 

Ahora supóngasc quc sc tienen dos soluciones u^ y u r con las mismas con- 
diciones iniciales: Entonces la diferencia z = u x — u.¿ es una solución con 
z'{ 0) = z(0) = 0. Por lo tanto, se tiene c = 0 y para todo x: x' 2 + z 2 = 0. 
Esto significa que z = 0 y z' = 0, lo que demuestra el aserto. 

Se definen ahora las funciones sen x y cos x como aquellas soluciones 
de la ecuación diferencial u"(x) + u(x) = 0 para las cuales las condicio- 
nes iniciales son, respectivamente, para u = sen x, 

u(0) = a = 0, u'(0) = b = 1, 

y para u = cos x, 

u(0) = a = 1, u'(0) =6 = 0. 

Se toma por cierto aquí que tales soluciones existen y son arbitrariamente 
derivablcs cuantas veces se quiera; mientras que Ia demostración de esto se 
dará posteriormente en un contexto más general (ver sección 9.2). x 

La única solución u de u" + u = 0 para la cual es u = a, u' = b para 
x = 0 es entonces la función u = a cos x + b sen *. Esto prueba que toda 
solución de la ecuación diferencial es una combinación lineal de cos x y 
sen x. 

Se obtienen ahora las propiedades básicas de las funciones trigonométri- 
cas a partir de la ecuación diferencial u" + u = 0 aplicada, por ejemplo, 

1 Obsérvese que estos hechos pueden inferirse inmediatamente a partir de la 
ecuación u' 2 + u 2 — 1, la cual es válida para sen x, así como también para cos x, 
y, a partir de su forma equivalente dx/du = 1/V 1 — u 2 , Ias funciones inversas de 
sen x y cos x son obtenidas inmediatamente por integración. 
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a la función u = sen Obviamente, si u es una solución, v — u' también 
lo es: v" + v = 0. Debido a que u” + u = v' + u — 0, se tiene z/(0) = 
— u(0) = 0, mientras que y(0) = u'(0) = 1. Por lo tanto, 

, , _ _d 

v(x) — cos x = — sen x. 

dx 

Análogamente se deduce (d/dx) cos x = — senx. 

E1 teorema central de la trigonometría es el teorema de adición: 

cos (x + y) = cos x cos y — sen x sen y. 

Se sigue de inmediato, a partir del presente enfoque, que: en primer lugar, 
la función cos (x + y), como una función de a:, manteniendo por el mo- 
mento a y constante, es una solución u(x) de la ecuación diferencial u" + 
u — 0, que satisface para x = 0 las condiciones iniciales u(0) = cosy = a 
y u'(0) = —seny = b ; en segundo lugar, la solución —que, de acuerdo 
con el teorema anterior, es la única— para la cual u(0) = a y u'(0) =6, 
es precisamcntc a cos x b sen x, como se verifica de inmediato. Por lo tan- 
to, se tiene de inmediato para nuestra solución cos (x + y) la expresión 

cos (x + y) = cos x cos y — sen .v sen y, 
como se quería probar. 

Los comentarios en esta sección podrían ser suficientes para indicar cómo 
las funciones trigonomctricas pueden ser introducidas de una manera ente- 
ramentc analítica sin referencia alguna a la geometría. 

Sin cntrar en más detalles, se menciona lo siguiente. 

E1 número in podría ser definido ahora corao el menor valor positivo 
de x para el cual cos x = 0. 

La periodicidad de las funciones trigonométricas surge asimismo fácil- 
mente a partir del enfoque analítico. 

Se volverá a la construcción analítica de las funciones trigonométricas 
mediante las series infinitas de potencias (ver sección 5.56). 

PROBLEMAS 


SECGION 3.1, página 223 

1. Sea P(x) = a 0 + a x x + a 2 x 2 + • • • + a n x n . 

( a ) Calcular el polinomio F(x) a partir de la ecuación 

F(x) - F'(x) = P(x). 

* (b) Calcular F(x) a partir de la ecuación 

c 0 F(x) + Cl F'(x) + c 2 F"(x) = P(x). 

2. Encontrar el límite, para n —> oo, del valor absoluto de la n-ésima derivada 
de l/x en el punto x = 2. 
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3. Probar que si / (n) (*) = 0 para todo x, entonces / es un polinomio de gra- 
do n — 1 a lo más, y recíprocamente. 

4. Determinar la forma de una función racional r para la cual 


lím 

X->00 


xr'(x) 

—- — = 0 . 

r(x) 


5. Probar por inducción que la n-ésima derivada de un producto puede en- 
contrarse de acuerdo con la siguiente regla (regla de Leibnitz) : 


d n d n e 

,~ n (fg) =/~ + 

dx n dx n 


( n \ d l^L + / n \ 

V 1 / dx dx n 1 V 2 / 


d 2 f (fr-Zg 
dx 2 dx n ~ 2 

+ 


dg d n f 

~r + S- 
dx dx n 


( n ^ d»»- 1 / 
n - \ ) dx n ~ 1 

( n \ ( n \ n(n — 1) 

I 1= n, I ^ I = ' -> etc -j denotan los coeficientes binomiales. 


(n — l)A: n - nx n ~ l + 1 

6. Probar que 2 í+ ,_1 = —- 
i — 1 


(X - l ) 2 


SECCION 3.2, página 228 

1. Sea y — e x {a sen x + bcusx). Demostrar que y" puede expresarse como 
una cornbinación lineal de y e y', esto es, 

y" = py' + qy, 

donde p y q son constantes. Expresar todas las derivadas superiores como combi- 
naciones lincales de y' e y. 

*2. Encontrar la n-ésima derivada de arc sen x en x = 0, y luego la de (arc 
sen x ) 2 en x — 0. 


SECCION 3.3, página 239 

1. Encontrar la segunda derivada de f[g{h(x) }]. 

2. Derivar la siguiente función: log v(I> u(Ar), [esto es, el logaritmo de u(x) 
en la base v(x); y sea v(x) > 0J. 

3. ¿ Qué condiciones deben satisfacer los coeficientes a, /3, a, b, c para que 

ax + /3 

V ( ax 2 + 2 bx + c) 

posea en todas partes una derivada finita que en ningún caso se anule? 

4. Mostrar que d n (e x */ 2 )/dx n = u n (x)e xZ / 2 , donde u n (x) es un polinomio de 
grado n. Establecer la rclación de recurrencia 

= xu n + “»'• 

*5. Mediante la aplicación de la regla de Leibnitz a 

d 

— (e* 1 / 2 ) = xe* 1 / 2 , 
dx 

obténgase la relación de recurrencia 

u n+i = xu n + nu n-v 
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*6. Mediante la combinación de las relaciones de rccurrencia de los problemas 
4 y 5, obtener la ecuación diferencial 

u n" + xu n ~ nu n = 0 

satisfecha por u n (x). 

7. Encontrar la solución polinomial 

u n (x) = x n + a x x n ~' + • • • + a n . 
de la ecuación diferencial u.." + xu ' — nu.. — 0. 

1 d n 

*8. Si P n (x) = -(x- — l) n , probar las relaciones 

2 n n! dx n 


(a) P\ 


x 2 — 1 (n + 2)x n + 2 

- P'' + 2-i_ P' ^-P . 


n+1 2(n + 1) ‘ n ' n + 1 ‘ n 

(b) P’ n+1 = xP n ' + (n + l)P n . 


(c) —[(x* - l)P n '] - n(n + 1 )P n = 0. 
dx 

9. Encontrar Ia solución polinomial 


(2n)! 

P„ =- x n + a + • • • + a n 


2 n ( n !)2 


dc la ccuación difcrcncial 


— [(* 3 ~ 1 )P n ) - n(n + l)P n = 0. 

dx 

1 d n 

10. Determinar el polinomio P n (x) = -(* 2 — l) n utilizando el teore- 

n 2 n n! dx n 

ma del binomio. 

*11. Sea ). n f) (,r) = |^-r n (l — -i)'' ”, n =0, 1, 2Mostrar que 

1 = i 


,0 


• 1,r - I 7T 

n- k 

U/ 


x v = lp,v( x )- 


SECCION 3.4, página 244 

1. La función f(x) satisface la ecuación 

f(x + y) = f(x)f(y). 

a) Si f(x) es derivable, entonces f(x) = 0 o bien f(x) = e 0 *. 
*b) Si f(x) es continua, entonces f(x) = 0 ó bien f(x) = eP*. 
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2. Si una función derivable f(x) satisface la ecuación 

f(*y) =/(*) + f(y), 

-entonces f(x) — a log x. 

3. Probar que si f(x) es continua y 


f(x) = \ f(t) dt, 
•entonces f(x) es idénticamente ccro. 


í: 


:SECCION 3.5, página 250 


1. Demostrar la fórmula 


senh a + senh 6 = 2 scnh 


(+)-(+) 


Obténganse fórmulas análogas para sen a — senh b, cosh a + cosh b, cosh a — 
cosh b. 

2. Expresar tanh (a + b) en términos de tanh a y de tanh b. 

Expresar coth (a I b) en términos de coth a y coth b. 

Expresar sen \a y cosh \a en términos de cosh a. 


3. Derivar: 

(<z) cosh + scnh x; (b) ¿tanh *+coth 

(c) log senh (x + cosh 2 x) ; (d) arc cosh x + arc senh x, 

(e) arcsenh (ü cos^); (/) (arc tanh (2x/( I + x 2 )). 

4. Calcular el área acotada por la catenaria y — cosh x, las ordenadas x = a 
y x — b y el eje x. 


SECCION 3.6, página 257 

1. Determinar los máximos, mínimos y puntos de inflexión de x 3 + 3 px + q. 
Discutir la naturalcza de las raíces de x 3 + 3 px + q = 0. 

2. Dada la parábola y 2 = 2 px, p > 0, y un punto P(x = £, y = r¡) dentro de 
ella (r ¡ 2 < 2pt _), encontrar Ia trayectoria mínima (consistente en dos segmentos de 
recta) que va de P a un punto Q sobre Ia parábola y de ahí al foco F(x = ip, 
y = 0) de la parábola. Demostrar quc el ángulo FQP es bisectado por la normal a la 
parábola y que QP es paralelo al eje de la parábola (principio del espejo parabólico). 

3. De lodos los triángulos con base y ángulo vertical dados, el triángulo isós- 
celes posee el área máxima. 

4. De todos los triángulos con base y área dadas, el triángulo isósceles posee el 
máximo ángulo vertical. 

-I^ e todos los triángulos con área dada, el triángulo equilátero posee el 
mínimo perímetro. 

*6. De todos los triángulos con perímetro dado, el triángulo equilátero posee 
el área máxima. 

*7. De todos los triángulos inscritos en una circunferencia, el triángulo equi- 
látero posee el área máxima. 

8. Probar que si p > I y x > 0, es xi> — 1 > p (x — 1). 

9. Probar la desigualdad 1 > (senx)/x > 2/tt, 0 < x < v/2. 

10. Probar quc: ( a) tan x > x, 0 < v/2 ; 

(b) cos x > 1 — x 2 /2. 
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*lí. Dados a t > 0, a 2 > 0, .. ., a n > 0, determínese el mínimo de 
a x + ••• + a^ x + x 
n 


SX a i a 2 • • ‘ a «-i* 

para x > 0. Utilizar el resultado para probar por inducción matemática que (cfr. 
problema 13, p. 131): 

- a. + • • • + a n 

y a i a 2 •••«« ^---• 


12. (a) Dados n números fijos a v .. . ,a n , determinar x de modo que 2 (a¿ — *) : 


sea un mimmo. 


* (b) Minimizar 2 \ a % ~~ •*[• 

i = 1 

« 

* (c) Minimizar 2 ^il a ¿ — x \- donde > 0. 

i = 1 

13. Bosquejar la gráfica de la función 

y = ( a : 2 )*, y( 0 ) - 1 . 

Deinuéstrese que la función es continua en x — 0. ¿Posee la función máximos, mí- 
nimos o puntos de inflexión? 

*14. Encontrar el mínimo valor a tal que 



para todo x positivo. (Sugerencia: Es sabido que [1 + (l/x)] x+1 decrece y 
[1 + (\/x)) x crece, ambas monótonamente, al límite e en el infinito.) 

*15. (a) Encontrar el punto para el cual la suma de sus distancias a los tres 

lados de un triángulo es un mínimo. 

(b) Encontrar el punto para el cual la suma de sus distancias a los vértices es 
un mínimo. 

1G. Probar las siguientes desigualdades: 

(a) e*> 1/(1 + *),*>0. 

(b) e x > 1 + log (1 + x ), x > 0. 

(c) e x > 1 + (1 + *) log ( 1 + x), x > 0. 

17. Supóngase que f" (x) < 0 en (a,b). Probar que: 

(a) Todo arco dc la gráfica dentro del intervalo está situado por encima de la 
cuerda que une sus puntos extremos. 

(b) La gráfica está situada por debajo de la tangente, para cualquier punto 
dentro de (a, b). 

*18. Sea / una función que tiene segunda derivada en (a,b). 

(a) Demostrar que cualquiera de las condiciones a o b del problema 22 es 
suficiente para garantizar que /" (x) < 0. 

(b) Demostrar que la condición 


f + y ^ > /(*) + /(y) 

para todo :c e y en ya,b) es suficiente para garantizar que f"(x) < 0. 

*19. Sean a, b, dos números positivos, y p y q números cualesquiera diferentes 
de cero y tales que p <. q. Probar que 
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[daP + (l — e)bvy/p ^ ^ 

[6a<i + (1 — 9)b<r\ l /Q ~ 

para todos los valores de 6 en el intervalo 0 < B < 1. 

(Esta es la desigualdad de Jensen, que establece que la potencia media j&-ésima 
[8aP + (1 — 6)bvy/v de dos cantidades a, b es una función creciente de p.) 

20. Mostrar que el signo de igualdad en la desigualdad anterior se cumple si 
y sólo si a — b. 

21. Probar que lím [8aP + (1 — 8)bv] x /v = aPb l ~ 0 . 

p-*o 

22. Definiendo la potencia media 0-ésima de a, b, como a s b l ~ 6 , demostrar que 
la desigualdad de Jensen se aplica a este caso y se convierte en (con a^= b) : 

cfib l ~Q ^ [6a<i + (1 — de acuerdo con que q ^ 0. 

Para q — 1, es 

a 6¿i-6 < 8a + (1 — 6) b. 

23. Probar la desigualdad 

a e¿,i-e < 8a + (1 - 6)b, 

a, b > 0, 0 < 6 < 1, sin referencia a la dcsigualdad de Jensen, y mostrar que la 
igualdad se cumple sólo si a = b. (Esta igualdad establece que la media geométrica 
de 8, 1 — 8, es menor que la correspondiente media aritmética.) 

# 24. Sea / continua y positiva en [a, b] y denótese por M su valor máximo. 
Probar que 

M = lím +1 f [f(x)] n dx. 

n—►'*> l J a 


SECCION 3.7, página 269 

1. Sea f(x) una función continua que se anula, junto con su primera deri- 
vada, para x — 0. Mostrar que f(x) se anula con un orden superior al de x cuando 
x —■* 0. 


2. Mostrar que 


/(*) = 


a 0 x n + a^x 71 - 1 + • • • + a n 


+ ••• + b m * 

donde a 0 , b 0 ^= 0, es del mismo orden de magnitud que x n ~ m cuando x —> oo. 

*3. Probar que e 1 no es una función racional. 

*4. Probar que e s no puede satisfacer una ecuación algebraica con polinomios 
en x como coeficientes. 

5. Si el orden de magnitud de la función positiva f(x) cuando x—> oo es ma- 


yor, el mismo o bien menor que el de x m , probar que ^ f(í)d£ posee el correspon- 
diente orden de magnitud relativo a x tn + 1 . 


s: 


6. Comparar el orden de magnitud, para x —» oo 
para las siguientes funciones f(x ): 

(c) xe s \ 
x 

(b) e s . 


>de í! 


/(£) relativo a f(x) 


«Vx 

(«) —• 
V* 


(d) log x. 
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SECCION 3.8, página 284 

1 1 1 

1. Encontrar el límite, para n —> oo, de a n - -1-- + ••• + -—. 

n + 1 n + 2 2n 

*2. Encontrar el límite de 

111 1 

b n ~ — 4 - — — 4 -+ • • ’ 4 -... • 

Vn 2 — 0 Vn 2 — 1 Vn 2 -4 Vn 2 - (n - l) 2 

*3. Si a es cualquier número real mayor que —1, evaluar 

1“ + 2“ + 3“ + • • • + n 2 
lím-. 

n-»oo w »* 1 


SECCION 3.11, página 295 

1. Demostrar que para todos los valores positivos impares de n, la integral 
fe~ xI x n dx puede ser evaluada en términos de funciones elementales. 

2. Demostrar que si n es par, la integral $e~ x *x n dx puede ser evaluada en 
términos de funciones elementales y de la integral $e~ x * dx (para la cual se han 
construido tablas). 

3. Probar que 


j; [$;«•»-]—j;«- 


)(x — u) du. 


*4. E1 problema 3 da una fórmula para la segunda integral iterada. Probar 
que la n-ésima integral iterada de f(x) está dada por 


1 f X 

-nr \ /(«) (* - u ) n ~ 

[n - 1)! J o 

... (*) 

(;)■[.í; 


5. Probar para el coeficiente binomial 


1 du. 


que 


AT fc (1 — x) n ~ k dx 

6. Obtener una fórmula recursiva para 

| xP(ax n + b)l dx 

y utilizar esta relación para integrar 

a 3 (a 7 + 1 ) 4 dx. 

I 

1 d n 


r 


s^ 


s 


*7. ( a ) Sea P n (x) 


2 n n\ dx n 


(x- — l) n : Demostrar que 


(b) Probar que 


í 

S + 


P n (x)P m (x) dx = 0, si m^v. 

2 

2 (x) dx = 


2 n + 1 
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(c) 

( d) 


Probar que 
Evaluar 


S-r* 


(*) 

( x ) dx. 


dx = 0, si m < n. 


SECCION 3.12, págína 302 
*1. Integrar 

Í dx 

2. Utilizar el desarrollo en fracciones parciales para probar las fórmulas de 
Newton: 

a, fc a* a n k í 0 para k — 0, 1, 2, . . . , n — 2 

- -f* 1 * * * -f- - =■ 1 

g'(* i) g'(<* 2 ) £'(“n) 1 1 P ara * = n - 1, 

donde g(x) es un polinomio dc la forma x n + a í x n ~ 1 + • • • con raíces distintas 


SECCION 3.14, página 317 

*1. Probar que la substitución x = (at + fi)/(yt + S), con a& — y/3^0, 
transforma la integral 

dx 

V ax 4 + bx 3 + cx 2 + dx + e 
en una integral de un tipo similar, y que si la expresión bicuadrática 

ax* + bx 3 + cx 2 + dx + e 

no posee factores repetidos, tampoco los posee la nueva expresión bicuadrática en t 
que toma su lugar. Probar que lo mismo se cumple para 


R(x, V ax* + bx' ¿ + cx' ¿ + dx + e) dx, 

donde R es una función racional. 

2. La función 

du 

V 1 — k' ¿ sen 2 u 

es conocida como la integral elíptica de primer orden. 

(a ) Moslrar que <p cs continua y creciente, y que, por lo tanto, posee una 
inversa continua. 

(b) Denótese por am(x) la inversa de <£(*). Probar que sn(x) = sen [am(x)~\, 
donde sn(x) está definida en la p. 319, nota al pie número 3. 



SECION 3.15, página 320 

*1 


. Probar que ^ sen 2 [■( x -i— ^ J dx no existe (diverge). 

f 

ím 1 

—►00 J c 


*2. Probar que lím 


fc^oo Jo 1 + kx'° 
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3. ¿Para qué valores de s es ( a) 


*4. ¿Converge la integral 


s; 


f X .r ,_1 f 00 sen x 

1 - dx, (b)\ - dx convergente: 

J o 1 + * J o x s 


sen t 


dtl 


I o 1 + t 

*5. ( a ) Si a es un número positivo fijo, probar que 


- dx = n. 
i~ + x 2 

( b) Si f(x) es continua en el intervalo — 1 < x < 1, probar que 

h 


P h 

lím \ - 

fc_o+J-a h- + 

iua en 

lím f 

*->•<j J 

*6. Probar que lím e~ x ~ \ e c dt — 0. 
ar+oo J o 

7. Suponiendo que |«| |/3|, probar que 


h 2 + 


■t(x) dx = tt/(0). 


- 

r , -*oo 1 Jo 


lím — \ sen ax sen fix dx = 0. 
T-+ oo 

f(x) 


f 8. Si la integral \ ■■ '■ ' ■ dx converge para cualquier valor positivo a, y si 

J a X 


f(x) ticnde a un límite L cuando x —* 0, mostrar que 

fi 

verge para a y J3 positivos y posee el valor L log 

a 

9. Refiriéndose al problema 8, probar que 
(b) [ 


s; 


f(ax) - f(fix) 


dx con- 


*-<xx _ e-px P 

- dx — log 


•'S; 


cos ax — cos fix /3 

-— dx = log -. 


♦10. Si la integral 


f(x) 


Jc 


dx converge para cualesquiera valores positivos de 


a y b, y si f (x) tiende a un límite M cuando x —» co y a un límite L cuando x —> 0, 
mostrar que 

Jo * « 

11. Obténganse las expresiones siguientes para la función gamma: 


T(n) = 2 
r (n) = 


e-* 1 dx. 


$ 00 

n) -f„ ( iog 0 *• 
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SECCION 3.16, página 331 

1. Obtener la fórmula de adición para sen (x + y). 

2. Sin utilizar las fórmulas de adición, probar que cos x es una función par y 
en x una función impar. 

3. (a)* Probar que para algún h positivo es cosx < 1 para 0 < x < h. 

( b ) Si cosz > 0 para 0 < z < 2 n x, probar que 

cos (2 n+1 x) ■< 2 n (cos x — 1) + 1. 

(c) Combinando los resultados ( a ) y ( b ), probar que cos x posee un cero. 

4. Sea a el menor cero positivo de cos x. Probar que 

sen (x + 4 a) = sen x, 
cos (x + 4 a) = cos x. 

5. Completar en los pasos siguientes la demostración indirecta de que cos x 
posee un cero: 

(a) Si cos* no posee ceros, entonces sen x es monótona creciente para x > 0. 

(b) Las funciones sen x y cos x están acotadas por arriba y por abajo. 

(r) E1 límite de sen x cuando x tiende a infinito existe y es positivo. 

(d) I ecuación 

f* 

cos x = 1 — X sen t dt 

J o 

está en contradicción con el inciso (b). 

PROBLEMAS DIVERSOS 
1. Probar que 

(i. - , )( ± - 2 ) " ■ {L -. + ,) m 

donde í = log x. Aquí se emplea 



donde <p es cualquier función de í y A es una constante. 

2. Una curva suave cerrada C se dice que es convexa si está situada por com- 
pleto de un lado de cada tangente. Demostrar que en el triángulo de área mínima 
circunscrito a C cada lado es tangente a C en el punto medio del Iado. 
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Aplicaciones en física y geometría 


4.1 Teoría de curvas planas 

a. Representación paramétrica 

Definición 

La representación de una curva por medio de una ecuación y — f(x) im- 
pone una seria restricción geométrica: Una curva representada de esa manera 
no debe ser intersectada en más de un punto por cualquier paralela al eje y. 
Usualmente esta restricción puede superarse descomponiendo la curva en 
porciones, cada una representable en la forma y = f(x). Así, una circunfe- 
rencia de radio a alrededor del origen está dada por las dos funciones 
y — a 2 — x 2 e. y = — V a 2 — x 2 definidas para — a < x < a. Sin embargo, 
para una curva tan simple como una recta paralela al eje y este artificio 
no sirve. 

Mayor flexibilidad se obtiene usando una representación implícita me- 
diante una ecuación <j>(x, y) = 0 que involucra una función <f> de dos va- 
riables independientes. Por ejemplo, Ia circunferencia de radio a alrededor 
del origen está completamente descripta por <j>(x,y) — x 2 + y 2 — a 2 = 0. 
Cualquier línea recta en el plano tiene una ecuación implícita de la forma 
ax + by + c = 0, donde a, b y c son constantes y a y b no se anulan si- 
multáneamente. Para b = 0 se obtiene una paralela al eje y. 

La descripción implícita de una curva tiene Ia desventaja de que para 
encontrar puntos (x,y) de la curva explícitamente, es decir, el valor de y 
para un valor de x dado, se debe resolver la ecuación <f>(x,y) = 0. Este 
problema se discutirá en detalle en el Volumen II. 

La descripción más directa y más flexible de una curva es una repre- 
sentación paramétrica. En vez de considerar una de las coordenadas rec- 
tangulares en particular, y o x, como una función de la otra, se consideran 
ambas coordenadas x t y como funciones de una tercera variable indepen- 
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diente t, el llamado parámetro 1 ; y el punto con coordenadas x e y describe 
entonces la curva conforme t recorre un cierto intervalo. Tal representación 
paramétrica ya ha sido encontrada antes; por ejemplo, la circunferencia 
x 2 + y~ = a 2 tiene la representación paramétrica x — a cos t, y — a sen t. 
Aquí t denota el ángulo en el centro de Ia circunferencia. 


y 



Para el elipse x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1 se tiene una representación paramé- 
trica similar: a: = acost, y = bsent, donde t es el llamado ángulo excén- 
trico, esto es, el ángulo en el centro de la elipse asociado al punto de la 
circunferencia circunscrita que está verticalmente por encima o por debajo 
del punto P= (acost, b sen t) de la elipse. Se supone aquí que b < a 
(véase Fig. 4.1). En ambos casos el punto con coordenadas x, y describe 
por completo la circunferencia o la elipse conforme el parámetro t recorre 
el intervalo 0 < t < 2ir. 

En general, una curva C es reprcsentada paramétricamente mediante 
dos funciones de un parámetro t, 

x = <f>{t) = x{t), y = \J/(t) = y(t ); 

la notación abreviada x(t) c y(t) se usará siempre que no dé lugar a con- 
fusión.* 

En lo que sigue se supondrá que <f> y i¡/ tienen derivadas continuas, a 
menos que se diga lo contrario 

1 Esta palabra denota una variable auxiliar que no se desea señalar en especial. 

* La notación x = <p(t), etc., pone dc relieve la conexión funcional entre la va- 
riable dependiente y la independiente; la notación x(t), etc., significa justamente 
que ¡ va a ser considerada como la variable independiente que detcrmina el valor 
funcional de x según una forma prescrita. 
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Transformación del intervalo paramétrico en la curva. 

Sentido de dirección 

Dada una curva, las dos funciones p(t) y \f/(t) deben determinarse de 
manera que el conjunto de pares de valores funcionales, x(t) e y(t), co- 
rrespondientes a un cierto intervalo de valores de t definan todos los puntos 
de la curva y ningún otro punto más. Se tiene entonces una correspondencia 
entre los puntos de la curva y los valores de t en un intervalo del eje t. 
La rcpresentacíón paramétrica define una transformación de un intervalo 
del eje t en la curva, 2 siendo el punto t original del eje t transformado en 
el punto a; = p(t ), y = p(t) de C. 

Puesto que x(t) e y(t) se han considerado continuas, puntos vecinos 
sobre el eje t corrcspondcn a puntos vecinos sobre la curva. Además, como 
los puntos del eje t están ordenados, de manera obvia se pucde asignar un 
orden o “sentido” a los puntos de C diciendo simplemente que el punto 
en el cual se transforma el número t-i precede al punto en el cual se trans- 
forma t» si t x < t> (ver p. 352). La representación paramétrica da así un 
significado preciso a la vaga noción intuitiva de curva como un conjunto 
de puntos dispucstos en el mismo orden que sobre una línea recta. 

b. Cambios de parámetros 

Los valores del parámetro t sirven para distinguir los diferentes puntos 
de la curva C. Dichos valorcs desempeñan el papel de “nombres” para los 
puntos individuales de la curva. 

La misma curva C admite muchas representaciones paramétricas dife- 
rentes. Cualquier cantidad que varíe continuamente a lo largo de la curva 
y que tenga diferentes valores en puntos diferentes de ella pueed servir 
como parámetro. 

Si, por ejemplo, la curva está dada originalmente por una ecuación 
y — f(x), sc pucde escoger como parámetro t la variable a: y describir la 
curva mcdiantc las funciones x = t, y — f(t). Análogamente, para una 
curva descripta dando x como una función de y, por ejemplo x — g(y ), se 
puede usar y como parámetro t y escribir x = g(t), y = t. 

Para una curva dada por una ecuación r = h(6) en coordenadas po- 

lares t, 0 (véase capítulo 1, p. 124), se puede escoger 9 como parámetro t 
y obtener la representación paramétrica 

x = r cos 9 = h(t) cos t = cf>(t), 

y = r sen 9 = h(t) sen t = p(t ). 

2 Más exactamente, se dice que la transformación es sobre la curva C (en in- 
glés, " onto”) porque los puntos imagen son todos los puntos de la curva (N. del R.). 
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Partiendo de una representación paramétrica dada, x = y = if/(t), 

para una curva C , siempre se pueden obtener muchas otras representacio- 
nes paramétricas. Para ello se toma una función arbitraria r = x(0 <í ue 
sea monótona y continua en el intervalo t correspondiente a los puntos de C. 
La función x tiene entonces una inversa monótona y continua t = <t(t) 
en un correspondiente intervalo de r. Las coordenadas de los puntos ( x,y) 
de C pueden entonces representarse en la forma 

x = 4>[<t(t)] = «(t) , y = *!>[<t(t)] = /?(r). 

Las funciones <x(t) y /3 (t) son también continuas; además, puntos dife- 
rentes de C corresponden a valores diferentes de t y, por lo tanto, debido 
al carácter monótono de la función o, a diferentes valores de t. E1 efecto 
total del carnbio de parámetro de t a t es el de “rebautizar” los puntos de C. 

Así, la recta y = x tiene la representación paramétrica x = t, y = t, 
donde — oo < t < oo. La substitución t = t 3 da lugar a la representación 
paramétrica x = t i/3 , y = t 1/4 para la misma recta. 

Análogamente, la elipse x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1 admite la representación pa- 
ramétrica x = a cos t, y = b sen t, donde 0 < t < 2tt. Definiendo t = ct, 4* d, 
para números reales c y d (c+= 0), se obtiene otra representación, 
x(£) = a cos (ct/ 4- d), y(£) = b sen (c£ + d), para la misma elipse, con £ 
variando en los intervalos —d/c < £ < (2 tt — d)/c para c > 0 y 
(27r — d) /c < £ < —d/c para c < 0. La substitución t = tan (t¡ 2) con- 
duce a la representación paramétrica “racional” (ver pp. 311-312), 

a(1-t 2 ) 26t 

" = 5, = TTe- 

para la elipse. Gonforme t recorre todos los valores reales, se obtienen 
todos los puntos dc la elipse con la excepción del punto S = (— a, 0). 

Las singularidades en una representación ordinaria pueden desaparecer 
si se usa un parámetro adecuado. Por ejemplo, la curva y = +'x 2 puede 
ser representada por las funciones suaves x = í 3 , y = t 2 . E1 punto con coor- 
denadas x, y describe entonces la curva completa (parábola semicúbica) 
conformc t varía de — oo a + oo. 

Esta flcxibilidad en la elección del parámetro permite a menudo sim- 
plificar el estudio de las propiedades geométricas que, por supuesto, no 
dependen de representaciones específicas. 

En particular, puede resultar conveniente algunas veces el uso de una 
representación y = f(x) para C o parte de C. Tal representación es siem- 
pre posible para un pedazo de la curva (í 0 < t < t x ) en el cual una de las 
funciones <j>, *j/ (por ejemplo, x = <f>(t)), es monótona. En efecto, para este 
pedazo se tiene una función inversa única t = y(x), y así es y = ^[y(^)]. 1 

1 Esto es, por supuesto, sólo una afirmación relativa a una propiedad “Iocal” de 
una curva, o sea, una afirmación aue se hace solamente para una parte pequeña 
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c. Movimiento a lo largo de una curva. EI tiempo como 
un parámetro. EI ejemplo de la cicloide 

Movimiento a lo largo de una curva 

Muy a menudo el parámetro t tiene el natural significado físico de 
tiempo. Cualquier movimiento de un punto en el plano puede describirse 
representando sus coordenadas x e y como funciones del tiempo de manera 
que al tiempo t el punto {x, y) esté en {x(t), y(t) ). Por consiguiente, estas 
dos funciones determinan en forma paramétrica el movimiento a lo largo 
de un camino o trayectoria C; y ellas constituyen una transformación de la 
escala del tiempo sobre la trayectoria. 2 

Las cicloides y las trocoides 

Un cjemplo lo proporcionan las cicloides, o sea, las trayectorias de 
puntos sobre un círculo que rueda uniformemente sin deslizar a lo largo 
de una línea recta u otro círculo. En el caso más simple un círculo de 
radio a rueda a lo largo del eje x; y la trayectoria de un punto P sobre 
su circunferencia es una cicloide “común”. Escójanse el origen de coor- 
denadas del sistema y el tiempo inicial de manera que para el tiempo t — 0 
cl punto P esté en el origen y que en el tiempo t el círculo haya girado un 
cierto ángulo t a partir de su posición original. Esto significa que el círculo 
gira en el sentido de las manecillas de un reloj “con velocidad angular” 
igual a uno. Se supone que el círculo rueda uniformemente sin deslizar a 
Io largo del eje x, de manera que para el tiempo t la distancia del punto 
dc contacto al origen es exactamente igual a la longitud de arco medida 
desde el punto de contacto hasta P. Así, en el tiempo t el centro M del 
círculo giratorio debe estar en el punto ( at,a) ; y el centro se mueve con 
velocidad constante a hacia la derecha. Para las coordenadas de P en el 
ticmpo t se encuentra entonces (ver Fig. 4.2) Ia representación paramétrica 

(1) x = a(t — sen t), y = a( 1 — cos t ). 

Eliminando el parámetro t puede obtenerse la ecuación de la curva en 
forma no paramétrica a costa, sin embargo, de la claridad de Ia expresión. 
Se tiene t 

a — y a — y i t a _ 2 

cos t = -, t = arc cos-, sen t = dz ' ' 

a a \ a i 


de la curva, escogida adecuadamente. Generalmente (por ejemplo, en el caso de la 
circunferencia), la variable x no puede usarse como parámetro para la curva com- 
pleta sino sólo para una porción de ella. 

2 A un cambio del parámetro t correspondería entonces un cambio en Ia escala 
del tiempo según la cual la curva queda descripta por el punto móvil. 
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y, por lo tanto, 

a — y ——- 

( \a) x — a arc cos -- zyz y y{2a — y ), 

a 

obteniéndose así a: como una función dc y. 

y 



Epicicloide 


Nuestro siguiente ejemplo es el de una epicicloide, definida como la trayectoria 
de un punto P fijo sobre la circunferencia de un círculo de radio c, conforme éste 
rucda a una velocidad uniformc a lo largo de la circunferencia y fuera de un segundo 
círculo de radio a. Supóngase el círculo fijo centrado cn cl origcn dcl plano x, y. 
Supóngase además que el círculo que se mueve rueda a lo largo del círculo fijo 
dc mancra quc su ccntro ha girado alrcdcdor dcl origen a un ángulo t en el tiem- 
po t (Fig. 4.3). F.ntonces se encuentra que en el tiempo t Ia posición del punto 
P — ( x{t ), y(t )), el cual en el tiempo t — 0 es el punto de contacto (a, 0), está 
dada por las ecuaciones paramétricas 


( 2 ) 


x(t) — (a + c) cos t — c cos 


y(t) — (a -(• c) sen t — c sen 


(^■) 

(=■) 


Cuando a = c Ia curva formada se llama cardioide (Fig. 4.4) y cstá dada por las 
ecuaciones paramétricas 


x(t) — 2 a cos t — a cos (2í), 

(3) 

y(t) = 2 a sen t — a sen (2 1). 

Una tercera varicdad dc cicloidcs sc obticnc como cl lugar geométrico de un punto 
sujeto a la circunferencia dc un círculo que rueda sobre la circunferencia de otro 
círculo fijo, pero por su interior. Para encontrar las ecuaciones parainétricas de esta 
“hipocicloide”, sea a el radio del círculo fijo y c el del círculo que gira. Supóngase 
quc el punto P de la circunferencia del círculo que se muevc está localizado en 
(a, 0) en el tiempo t = 0. Supóngase, además, que el círculo que gira se mueve 
a lo largo dcl círculo fijo de manera quc en el tiempo t su centro ha girado alre- 
dedor del origen en un ángulo t (Fig. 4.5). Se encuentra entonces que las ecuaciones 
paramétricas para la hipocicloide son 
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Figura 4.5 Hipocicloide. 

En el caso especial en el que el círculo fijo tiene un radio igual a dos veces el 
radio del círculo que se mueve, c = ia, se obtiene 

x(t) — a cos t, 
y(t) -o. 


y 
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y la hipocicloide degenera en el diámetro del círculo fijo, recorrido hacia atrás y 
hacia adelante. La característica interesante de este ejemplo es que proporciona una 
solución mecánica al problema de dibujar una línea recta usando únicamente movi- 
mientos circulares (Fig. 4.6). 

Si el radio del círculo fijo es tres veces el radio del círculo móvil, entonces 
c — a/ 3 y 

x(t) = iacost + ia cos (2 1), 
y(t) = ia sen t — ia sen (2í)- 
Mediante un cálculo elemental se encuentra 


x 2 + y 2 = %a 2 + %a 2 cos (3í), 

de manera que la hipocicloide encuentra al círculo fijo en exactamente tres puntos 
y la curva aparece como se muestra en la Fig. 4.5. 



Figura 4.7 Trocoide. 


Trocoides 

Curvas más generales llamadas trocoides (epitrocoides, hipotrocoides) se obtie- 
nen al considerar el movimiento de un punto P sujeto a un círculo (pero no nece- 
sariamente sobre su periferia) cuando dicho circulo rueda a lo largo de una línea 
recta o a lo largo dc otro círculo por su parte exterior o interior (ver Fig. 4.7). El 
mismo tipo de curva aparece como la trayectoria de un punto que se mueve unifor- 
memente sobre un círculo en tanto que el centro del círculo mismo se mueve 
uniformemente a lo largo de una línea recta o de un círculo. Estas curvas juegan 
un papel muy importante en la descripción ptolomeica del movimiento aparente de 
los planetas. 

Algunas de las propiedades notables de las cicloides serán discutidas más ade- 
lante en este capítulo (p. 446). 


d. Clasificación de curvas. Orientación 

Definiciones 

Entre las características más obvias de una curva están el número de 
partes separadas o ramas y el número de espiras que ellas tengan. Una 
hipérboJa es un ejempJo de una cvrva que consisíe de dos ranoas ajenas^ 
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otro de tales ejemplos es la curva y 2 = (4 — x 2 ) (x 2 — 1) que consiste de 
dos óvalos separados. Nos interesarán particularmente las curvas consis- 
tentes de una sola parte, las curvas conexas. Una curva conexa puede inter- 
sectarse a sí misma, coino la trocoide (Fig. 4.7), o la “lemniscata” de la 
Fig. l.S.3, p. 126. 

Una curva concxa sin autointersecciones se denomina simple. Entre las 
curvas simples todavía sc distinguirán las curvas cerradas, como los círculos 
o las elipses, de las curvas que no son cerradas, como parábolas o segmen- 
tos de recta. No se intentará aquí dar una clasificación ni rigurosa ni com- 
plcta de las curvas, sino únicamentc señalar ciertas características " topoló - 
gicas” dc una curva, importantes para la representación paramétrica. 

Arcos simples 

Una rcprescntación paramétrica de una curva C por medio de dos fun- 
ciones continuas, x — y — \p(t ), define una transformación del eje t, 

o de una porción dc él, en C. C se denominará un arco simple si puede 
representarse de tal manera que el parámetro t recorra un intervalo cerra- 
do [a, b ] sobre el eje t, formando así el dominio dc las funcioncs <j>(t), \p(t), 
y si, además, diferentes t en el intervalo corresponden a difcrentes puntos P 
sobre C. Un ejemplo es el arco parabólico x — t, y — t 2 para 0 < t < 1. 

E1 mismo arco C (esto es, los mismos puntos del plano) puede ser re- 
prcscntado paramétricamcnte de muchas maneras. Cualquier función mo- 
nótona continua r = x(0> P ara a < t < b, define un parámetro t de manera 
rjue x e y sean funciones continuas de r en un intcrvalo cerrado [a, /3] con- 
veniente, correspondiendo valores diferentes de t a difcrcntes P. De hccho, 
como es fácil concluir, las substituciones monótonas continuas t = x(0 
proporcionan las representaciones paramétricas continuas más generales de 
un arco simple que asignan diferentes puntos del arco a diferentes valores 
del parámctro. (Ver notas en la p. 78 rclativas a transformaciones conti- 
nuas biunívocas.) 

Una representación paramétrica especial, x — x(t), y = y(t), de un 
arco simple C tiene un sentido definido sobre C correspondiente al sentido 
de las t crecientes. Dados dos puntos distintos cualesquiera, P 0 , P 1} se dice 
que P i sigue a P 0 si P^ pertenece al mayor valor del parámetro t. Si se 
introduce un nuevo parámctro t mediante una función continua creciente 
t = x(í)» C 1 orden de los pares de puntos con respecto a t es el mismo; 
y el parámetro t define el mismo sentido sobre C. Si x(0 cs decreciente, el 
sentido se invierte. 

Dirección u orientación de arcos 

Un arco sirnple dirigido u orientado es aquél en el cual se ha escogido 
un sentido definido (por ejemplo, el sentido que corresponde a un incre- 



Sec. 4.1 


Teoría de curvas planas 353 



Flgura 4.8 Sentido y representación paramétrica. 


mento para una elección particular del parámetro t ); y ese sentido se 
llama entonces el sentido positivo del arco. EI sentido positivo queda com- 
pletamente especificado si se sabe cuál de los dos puntos extremos del arco 
sigue al otro. Se denominará punto final del arco al punto extremo que si- 
gue al otro, y punto inicial a éste. Dada cualquier representación para- 
métrica .v = x(r), y = y(r) del arco orientado, donde a < t < b, el sen- 
tido positivo será aquél que corresponde al sentido de las r crecientes si el 
valor parainétrico r = a corresponde al punto inicial y el r = &, al punto 
final; en caso contrario, el sentido de Ias r crecientes corresponderá al sen- 
tido negativo del arco (Fig. 4.8). 


y 



Figura 4,9 Una curva con una espira: x = t 2 — 1, y *= t 3 — t, cuyo sentido es el 
de las t crecientes. 
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Dos puntos distintos cualesquiera, P 0 , P l3 sobre un arco simple C defi- 
nen un subarco con puntos extremos P 0 , P 1} el cual consiste de los puntos con 
valores paramétricos comprendidos entre los correspondicntes para P 0 y P i- 
Si C es un arco dirigido y Pi sigue a P 0 en el sentido positivo de C, se 
obtiene un subarco dirigido con punto inicial P 0 y punto final P t . Un nú- 
mero fíníto de puntos de subdivisión sobre un arco simple dirigido C parte 
dicho arco en una sucesión de subarcos dirigidos, siendo el punto inicial 
de un subarco el punto final del quc le precede. 

A menudo resulta impráctico restringirse a arcos simples e insistir en 
que diferentes valores del parámetro t pertenezcan a puntos diferentes 
sobre la curva. Si, por ejemplo, las ecuaciones x = x(t), y = y(t) dan la 
posición de una partícula móvil P en el tiempo t, no existe razón para 
que la partícula no pueda permanecer en reposo durante algún tiempo 
o para que su trayectoria no se corte a sí rnisma de manera que la par- 
tícula regrese a la misma posición un tiempo después. 

Un ejemplo lo constituye la curva x — t 2 — 1, y = / 3 — t [la cual 
también podría describirse c.ompletamente mediante la ecuación cúbica 
y 2 — x 2 ( 1 + x) = 0]. Conforme t varía desde — oo hasta -fco, la curva 
pasa por el origen dos veces, para t = — 1 v para t = +1 (Fig. 4.9). Fá- 
cilmente se verifica que los demás puntos de la curva pertenecen a un único 
valor de t. Geométricamente, el intei*valo — 1 < t < +1 corresponde a 
una espira de la curva. Aquí, nuevainente, el sentido de las t crec.ientes 
define un cierto orden entre los puntos de la curva, al menos si se intcrpre- 
tan de alguna manera los puntos correspondientes aí=— 1 y a í - +1 
como diferentcs, estando uno de ellos situado “encima” del otro. La curva 
cúbica completa y orientada pucdc descomponerse cn arcos simples diri- 
gidos, por ejemplo, en los arcos correspondientes a n < t < n + 1, donde 
n recorre todos los enteros. 

Curvas cerradas 

E1 ejemplo usual de una representación paramétrica en la cual valo- 
res dc t diferentes corresponden al mismo punto de la curva está dado 
por las fórmulas 

x — a cos t, y = a sen t, 

que describen el movimiento uniforme de un punto sobre una circunferen- 
cia, siendo t el tiempo. Conforme t varía desde — oo hasta + oo el punto 
P — (x,y) recorre la circunferencia un número infinito de veces en el 
sentido contra reloj. Podemos hacer que íos puntos de la circunferencia 
sean recorridos exactamente una vez restringiendo t a cualquier intervalo 
semiabierto de longitud 2-rr: 

a < t < <x + 2i r. 
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Los puntos extremos a y <x + 2tt del intervalo corresponden al mismo punto 
de la circunferencia. Aquí los puntos extremos del intervalo paramétrico no 
tienen un significado geométrico especial para la curva. 

Generalmente, un par de funciones continuas, x = <¡>{t), y = >p{t), de- 
finidas en un intervalo cerrado a < t < b representan una curva cerrada 
si <f>{a) = <}>{b) y < p{a) — < }<{b). La curva cerrada será simple si valores t 
diferentes, con a < t < b, corresponden a puntos diferentes {x, y). 

E1 punto correspondiente at = ayt==b podría ser cualquier punto 
de la curva; y es justamente el punto en el cual la curva se “rompe” para 
hacer que sus puntos correspondan a los de un intervalo sobre el eje. 

Curvas cerradas representadas por funciones periódicas 

Justamente como en el ejemplo de la circunferencia, se puede evitar el 
distinguir cualquier punto de división particular tomando para </> {t) y if>{t) 
funciones periódicas con período p = b — a. Es sumamente valioso hacer 
aquí algunos comentarios generales acerca de las funciones periódicas, a las 
cuales regresarcmos para tratarlas en forma más intensiva en el capítulo 8. 

Una función f{t) se llama periódica con período p si está definida para 
todo t y satisface la ecuación f{t) = f{t + p). Así, por ejemplo, las fun- 
ciones trigonométricas scn t y cos t son periódicas con período 2ir. (Cua>- 
quicr múltiplo 2n-¡r, donde n es un entero, es entonces también un período.) 
Intcrpretada geométricamente, f{t) tiene período p si un corrimiento de 
su gráfica en p unidades hacia la derecha lleva nuevamente a la misma 
gráfica. 



Figura 4.10 Gráfica de una función periódica. /(<)• 

Puesto que f{t) “se repite” a sí misma, una función f{t) de período p 
está determinada para todo t si se conoce dicha función en un intervalo 
a < t < b de longitud p = b — a (Fig. 4.10). En efecto, para cada t existe 
un valor P en el intervalo a < t' < b tal que t — tf = np, donde n es un 
entero [sólo se tiene que tomar para n el inayor entero que no exceda a 
{t — a) fp\ Entonces f{t) = f{f) es conocida. 

De hecho, podemos partir con cualquier función f{t) continua en un 
intervalo semiabierto a < t < b; y la función extendida será, claramente, 
continua para todo t que no sea de la forma t = a + np con n entero 
(Fig. 4.11). 
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Figura 4.11 Continuación periódica de una función f(t) partiendo dcl intervalo 
a < t < b. 

Por ejemplo, Ia extensión en forma periódica de la función f(t) defini- 
da por f(t) — t para 0 < t < 1 , conduce a una función de período p — 1 , 
que llamaremos “parte fraccional de t'\ y Ia cual es discontinua en los 
puntos t que son enteros (Fig. 4.12a). Generalmente, en t — a + np la 
función periódicamente extendida tendrá el valor f(a) ; y éste también 
será el límite de / al aproximarse al punto desde la dcrecha, en tanto que 
el límite de / desde la izquierda será el mismo que el correspondiente al 
punto b. En el caso de mayor interés para nosotros por ahora, comenzamos 
con una función definida y continua en el intervalo cerrado a < t < b, la 
cual tiene además el mismo valor en los puntos extremos: f(a) =f(b). 
Gontinuando periódicamente tal función se llega siempre a una función 
f(t) de período p = b — a, la cual es continua para todo t. (Fig. 4.126). 

Las funciones periódicas continuas son ideales para representar curvas 
cerradas C. Sca C dada paramétricamente por x = </>(í)> y — 'l'(t), para 


f(t) 



f(0 



Figxira 4.12 Continuación periódica de las funciones f(t) definidas inicialmente en 
el intervalo 0 < t < 1. Aquí (a) f(t) = t, (b) f(t) = 2 1 — 21 2 . 
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c f >, i f/ continuas en el intervalo a < t < b y teniendo los mismos valores en 
ambos puntos extremos. Se puede extender la definición de estas funciones 
a todos los valores de t de manera que </> y \f/ tengan período b — a = p y 
sean continuas para todo t. Para cualquier t la representación paramétrica 
extendida solamente conduce a puntos de C puesto que se tiene t = tf + np 
con n entero y a < t' < b. E1 punto correspondiente a t es entonces el 
mismo que el correspondiente a t', el cual está sobre C. Conforme t varía 
desde — oo hasta + oo el punto (x t y) recorre la curva C un número in- 



Figura 4.13 Orientación de curvas cerradas en el sentido de las t crecientes. 


finito de veces, justamente como en el caso de la circunferencia x = a cos t, 
y = a sen t. Aquí el papel sobrcsaliente del valor paramétrico t = a es eli- 
minado. Para cualquier a la curva completa queda ahora representada por 
x = <P(t), y = ip(t) cuando t varía desde a hasta a + p. 

Una porción de la curva cerrada C correspondiente a los valores del 
parámetro t en un intervalo a < t < (3 forma un arco simple si valores t 
diferentcs en ese intervalo conducen a puntos diferentes (x, y). La curva 
cerrada C completa es una curva simple si diferentes t en el mismo in- 
tervalo a < t < a + p siempre conducen a puntos diferentes sobre C. Así, 
cualquier intcrvalo paramétrico cerrado de longitud menor que p origina 
un arco simple. 
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Curvas cerradas compuestas de arcos simples. Orden de puntos 

Las curvas cerradas que se considerarán pueden todas ellas descompo- 
nerse en arcos simples. Si la curva cerrada C completa es simple, puede 
descomponerse en dos arcos simples t 0 < t < t L y ti < / < t 0 4- p que ten- 
gan solainente sus puntos extremos, P 0 , P j, en común. E1 sentido de las t 
crecientes determina un sentido positivo u orientación sobre C, fijando una 
dirección positiva sobre cada arco simple de C. Dos puntos distintos cua- 
lesquiera, P 0} P x , sobre la curva cerrada simple C dividen a ésta en dos arcos 
simples. En el sentido de las t crecientes exactamente uno de los dos arcos 
tendrá a P 0 como punto inicial y a P x como punto final; lo llamaremos 
P 0 p i- La invcrsa se cumplc para el otro arco. 

Orientación y orden 

La orientación positiva de C puede también caracterizarse mediante 
una terna ordenada de puntos P 0 P X P 2 de C, si se especifica que P 2 no está 
sobre el arco dirigido simple con punto inicial P 0 y punto final P x . Las 
ternas P X PP 0 y PP 0 P X obtenidas por permutación cíclica a partir de P 0 P X P 2 
describen la misma orientación (Fig. 4.13¿z). 

*En forma completamcnte general, cualesquier n puntos distintos sobre 
la curva cerrada simplc C, orientada, siempre sc suceden uno al otro en un 
orden determinado P 2 P 2 *'' Pn, excepto por permutaciones c.íclicas, 1 y divi- 
den C en arcos simples dirigidos PiP¿, . . ., P n -iP n , Pn P i ■ Pueden siempre 
cscogerse valores paramétricos ti, t 2 , ...,t n para los puntos Pi,P 2 , ...,P n 
de manera tal que los formcn una succsión monótona creciente y estén 
todo? contenidos en uno y el mismo intervalo paramétrico de longitud igual 
al período p (Fig. 4.13&). 

Oñentación de curvas y ángulos 

Como ya se ha scñalado en el capítulo 1, estamos obligados a hacer 
uso de los signos más y menos para establecer relaciones satisfactorias entre 
los entes geométricos y los conceptos analíticos cxpresados por números. 
Los ejemplos más simples los contituyen las rectas dirigidas, tales como el 
eje numérico. E1 sentido que se define como positivo en una recta es arbi- 
trario al principio. Un sentido positivo correspondiente a valores crecientes 
de t puede asociarse con cualquier representación paramétrica particular 
x — at + b, y ~ ct + d de la recta. Una recta orientada de esta inanera 
apunta en una cierta dirección. Dos rectas paralelas dirigidas tienen el mis- 
mo sentido o bien sentidos opuestos. Una dirección puede también deter- 
minarse mediantc un rayo que parte de un punto P 0 , esto es, mediante una 
semirrecta que consistc dc todos los puntos de Ia recta que “siguen” en el 
sentido positivo a un punto dado P 0 . 

1 Esto es, PiPi ■ ■ PnP i, P 3 P 4 ■ ■ • PnP 1 P 2 , • • PnP i • • • P n ~i dan la-misma orientación. 
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Cualquier dirccción en el plano puede representarse mediante un rayo 
que parte del origen, y también mediante el punto P que es común al rayo y 
a la circunferencia de radio 1 con centro en el origen. Si representamos esta 
circunferencia unitaria en forma paramétrica mediante x — cos t, y — sen t, 
habremos asociado con cada dirección ciertos valores t que difieren uno 
de otro por múltiplos de 2tt. Estos son los llamados ángulos de inclinación de 
la dirección o ángulos que la dirección forma con el eje a: positivo. Existe 
siempre cxactamente un ángulo de inclinación t para el cual 0 < t < 2tt 
(Fig. 4.14). 

Los ángulos entre dos direcciones son simplemente las diferencias entre 
sus ángulos de inclinación. Más precisamente, puesto que el orden en el 
cual se toman las dos direcciones es importante, decimos que una direc- 
ción de inclinación t' forma con una dirección de inclinación t" un ángulo 
a = t' — t" (Fig. 4.15). Como t y tf pueden cambiar en múltiplos enteros 
de 2tt, el mismo cambio es permisible para el ángulo que una dirección 
forma con otra. 

Sentido de rotación 

También se dice que la dirección con ángulo de inclinación t" se con- 
vierte en Ia dirección t' mediante una rotación a través de un ángulo «. La 

D" y 




Figura 4.15 Angulo a que la dirección D’ forma con la dirección D". 
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idea intuitiva de rotación es aquí la de un mauimiento continuo mediante 
el cual la dirección con inclinación t" se transforma en la dirección con 
inclinación t' pasando por las direcciones con todas las inclinaciones posi- 
bles t intermedias entre tf' y t'. La rotación se denomina positiva o contra 
reloj si a — t' — tf' es positivo, y negativa o en el sentido del reloj para el 
caso contrario. Por supuesto, existen muchas rotaciones diferentes, tanto 
en el sentido del rcloj como en el opuesto, que convertirán una cierta di- 
rección en otra dirección dada, a menos que se especifiquc que el ángulo 
de rotación satisface — tt < a < tt. 

Entonces, finalmcnte, el sentido positivo de rotación está asociado con 
una representación paramétrica particular x = cos t, y — sen t de la circun- 
ferencia que se ha escogido. Si, como es costumbre, ei eje x apunta hacia 
la derecha y el eje y hacia arriba, entonces el sentido positivo de rotación 
coincide con el sentido opuesto al de las manecillas de un reloj conven- 
cional. 1 


Lados positivo y negativo de una curva 

Una curva separa los puntos del plano cercanos a uno de sus puntos P 
en dos clases. Por lo menos localmente pueden distinguirse dos “)ados” de 
la curva. Si la curva C está orientada podemos 
dcfinir un lado positivo (o “izquierdo”) 2 y un lado 
negativo (o “derecho”) de la siguiente manera. 
Considérese un rayo que parte de P. Se dice que 
este rayo apunta hacia el lado positivo de una cur- 
va si existen puntos Q sobre la curva, arbitraria- 
mente próximos a P y que siguen a P en el sentido 
dado a la curva, tales que la recta PQ deba gi- 
rarse en el sentido contra reloj un ángulo compren- 
dido entre 0 y -n para Ilegar al rayo dado (Fig. 
4.16). Los puntos sobre el rayo cercanos a P se dice 
que están sobre el lado positivo de la curva. En el 
caso opuesto se dice que el rayo apunta hacia 
el lado negativo de C y que los puntos sobre él 
están en el lado negativo de la curva. Si C es una 
curva cerrada simple, ella divide todos los puntos 
del plano en dos clases, los interiores a C y los ex- 
teriores a C. 3 Se dice que C tiene una orientación 



Figura 4.16 Lados po- 
sitivo y negativo de un 
arco orientado. 


1 Este sentido, a su vez, es sugerido por el movimiento en el suelo de la sombra 
de un reloj de Sol en el hemisferio norte. 

2 Los tcrminos “lado derecho” e “izquierdo” corresponden al uso ordinario de 
las palabras “ribera izquierda” y “ribera derecha” para un río orientado según Ia 
dirección de su flujo. 

3 Estos conceptos, así como la división del plano en dos partes por medio de una 
curva continua, cerrada, simple, se analizan en forma precisa cn la topología. Aquí 
deben aceptarse sobre una base intuitiva. 
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contra reloj si su interior está sobre el lado positivo (esto es, izquierdo) 
(Fig. 4.17). 

Pero si la curva cerrada C consiste de varias espiras, entonces no siempre 
es posible recorrer la curva de manera que todas las regiones encerradas 
estén en el lado positivo de ella (véase Fig. 4.18). 



Figura 4.17 Curva cerrada simplc con orientación contra reloj. 


+ 



Figura 4.18 


e. Derivadas, tangentes y normales en representación paramétrica 


Dirección y velocidad 

Para una curva C dada en representación paramétrica usando el tiempo 
como parámetro t, 

x = x(t) = <j>(t), y = y(t) = x¡/(t), 
las derivadas se denotan, como lo hizo Newton, mediante un punto: 

¿ - d * - 1 ¿,- d V - 


Las derivadas x e y son a menudo visualizadas convenientemente como las 
“componentes de velocidad” o las “velocidades” de las coordenadas de un 
punto P que se mueve a lo largo de C. 

Siempre que x 0, será posible representar la correspondiente porción 
de C por medio de una ecuación y — f(x) calculando primero t como una 
función de x a partir de la primera ecuación y luego substituyendo la ex- 
presión resultante para t en la segunda ecuación. Por la regla de la cadena 
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de la derivación y la regla para la derivada de la inversa de una función 
(ver p. 228), se encuentra que la pendiente de la tangente a la curva está 
dada por 

dy 

dy _ dy dt _ dt y 

dx dt dx dx x 

dt 

La fórmula equivalente dx/dy — x/y se cumple si y =¿= 0. 

A mcnos que se cspecifique lo contrario, siempre se supondrá que x e y 
no se anulan simultáneamente, o sca, escrito en forma concisa, se supon- 
drá que 

x 2 + y~ =£ 0. 

Entonces la tangente siempre cxiste; 1 es horizontal si y = 0 y vertical si 
x = 0 . 

Para la cicloide, por ejemplo [vcr Ec. (1), p. 347] se tiene 

t 

x — a( 1 — cos t) — 2a sen 2 - , 

„ t t 

y = a sen t — la scn — cos - , 
dy t 

£~ cot r 

Estas fórmulas muestran que x 2 + y 2 0 excepto para t -- 0, ±2tt, ±4n, 
.... Además, la cicloide tiene una c.úspide (esto es, un punto en el que se 
invierte la dirccción) con una tangente vcrtical en esos puntos excepciona- 
les, (-n los que también encuentra al eje ,v, csto es, para los cuales y — 0. 
En cfecto, al aproximarse a estos puntos la derivada y? — y/x = cot (t/ 2) 
se vuelve infinita. 


Tangente, normal y cosenos directores 

La ccuación de la tangcnte a la curva en el punto v, y es 

_ dy 


dx 


(I 


donde £ y r¡ son las coordenadas “variables” correspondientes a un punto 
arbitrario sobre la tangcnte, en tanto que x,y y dy/dx tienen los valores 

1 Observamos que la condición x 2 + y 2 ^ 0, aunque suficiente, no es necesaria 
para garantizar una representación no paramétrica. Así, podemos definir la curva 
y -- x 2 por rncdio dc las ecuaciones paramétricas x = í 3 , y — t°. En el origen del 
ejc t la condición de positividad para x 2 + y 2 falla, pcro aún la curva tiene una 
representación no paramétrica bien definida. 
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fijos que corresponden al punto de contacto. Substituyendo dy/dx por y/x 
podemos escribir la ecuación de la tangente en la forma 

(5) (£ - x)y — (rj — y)x = 0. 

La misma ecuación exactamente se obtiene con la hipótesis 0; y lo 
único que se necesita es expresar x como función de y. En los puntos excep- 
cionalcs para los que tanto x como y se anulan para el mismo valor t, la 
ecuación pierde todo significado, pues entonces es satisfecha por £, r¡ cua- 
lesquiera. 

La normal a la curva, esto es, la recta que pasa por un punto de la 
curva y es perpendicular a la tangente en ese punto, tiene la pendiente 
— dx/dy. Esto conduce a la ecuación 

(6) (I - x)x + ( v ~ y)y = 0 
para la normal. 

Si un punto de C corrcsponde a varios valores de t, entonces en general 
existe una tangente diferentc para cada una de las ramas de la curva que 
pasan por el punto, o para cada valor de t. Por ejemplo, la curva x = t 2 — 
1 , y = t 3 — t (Fig. 4.9, p. 353) pasa por el origen para t = ~ 1 y t = +1. 
Para t = — 1 sc encuentra que la ecuación de la tangente es £ + r¡ = 0, 
en tanto que para t =- + 1 la tangente está dada por £ — v = 0. 

De la definición de derivada se tiene 


dy 

dx 


y 

x 


tan «, 


donde <y { . s el ángulo que la tangente forma con el cje x. Esto significa que 
una rotación del eje x a través del ángulo a (contra reloj si a > 0, en el 
sentido del reloj si a < 0) hará que dicho eje sea paralelo a la tangente. 
Entonces también rotaciones a través de ángulos a ± v, a ± 2-n, . . . harán 
el eje x paralclo a dicha tangente. Por lo tanto, el ángulo a está determi- 
nado solamcntc salvo un múltiplo de 7r, en tanto que tan « está determinada 
en forma única. De las relaciones y/x = (sen «) / (cos a) y x 2 + y 2 ^ 0 se 
obticnc 

x y 

cos a = ± —— = = r , sen a — ± — = ===== ■■ 

y/x 2 + y 2 V x 2 4- y 2 

(debiendo usarse cl mismo signo cn ambas fórmulas). A cos« y sen« se 
les llama los cosenos directores de Ja tangente. 1 


Asignación de direcciones a la tangente y a la norrnal 

Las dos posibles elccciones para los cosenos directores corresponden a 
las dos direcciones en las cuales puede recorrerse la tangente; y los corres- 

1 Aquí se concibe sen a como cos /3, donde /3 = rr/2 — « es el ángulo que el eje y 
forma con la tangente. 
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pondientes ángulos a difieren entrc sí en un múltiplo impar de 7 r. Una 
de las dos direcciones de la tangente corrcsponde a t creciente; la otra, 
a t decreciente. Supóngase quc la dirección de ]a curva es la asociada a 
las t crecientes. Entonces, por definición, la dirección positiva de la tangen- 
tc, o la que corresponde a valores crecientes de t, es aquélla que forma con 
el ejc v positivo un ángulo a para el cual cos a tiene el mismo signo que x, 
y sen a cl mismo signo que y. Los cosenos directores correspondientes a esa 
dirección de la tangcnte son entonces, sin ambigüedad: 

n\ x _ y 

\/x~ + y~ \/ x~ + y ¿ 

Si, por ejemplo, x = dx¡dt > 0, la dirección de la tangente que corres- 
ponde a Ias t crecientes es también la que corresponde a las x crecientes; 


y 



Figura 4.19 Tangente y normal positiva de una curva orientada. 


y el ángulo que esa dirección forma con el eje a: positivo tiene entonces 
un coseno positivo. Análogamente, la dirección normal que se obtiene ha- 
cicndo girar un ángulo 7t/2 en el sentido positivo (contra reloj) la dirección 
de la tangente positiva, que corresponde a valores crecientes de t, tiene 
coino cosenos directorcs 


cos 



—y 

V x 2 + y 2 



x 

\fx~ + y- 


Esta es la llamada dirección normal positiva y apunta hacia el “lado posi- 
tivo” de la curva (Fig. 4.19). 
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Si se introduce un nuevo parámetro r = x(0 para la curva, los valores 
de cos« y sen a no cambian si dr/dt > 0 y cambian de signo si dr/dt < 0 ; 
esto es, si cambia el sentido de la curva cambian también los sentidos posi- 
tivos de la tangente y de la normal. 

Puntos críticos 

Si x e y son continuas y x 2 + y 1 > 0, las cantidades cos« y sen a que 
determinan la dirección de la tangente variarán continuamente con t. La 
tangente, cuya ecuación es 

(£ — x) sen« — (rj — y) cos a — 0 , 

cambia entonces en forma continua a lo largo de la curva; lo mismo que 
la normal. 

Si x e y se anulan para cierto valor de t, los cosenos directores de la 
tangente no quedan definidos por nuestras fórmulas; y la tangente puede 
no existir en absoluto o no estar definida en forma única. A tales puntos 
se les llama puntos “críticos” o puntos “estacionarios”. Mediante ejemplos se 
ilustrarán varias posibilidades en relación con los puntos críticos. 

Uno de tales ejemplos lo proporciona la curva y = |x| con la represen- 
tación paramétrica x = t 3 , y — |í¡ 3 ; esta curva tienc una esquina para 
t — 0, aunque tanto x como y son continuas. En el ejcmplo de la cicloide, 
discutido en la p. 362, los puntos “estacionarios” en los cuales x = y — 0 
c.orresponden a cúspides. Por otra parte, en algunos casos la anulación de 
x y de y es sólo consecuencia de la representación paramétrica específica y 
no tienc relación con cl comportamiento de la curva, como ocurre para la 
recta representada por x = í 3 , y = í 3 , para el valor paramétrico t — 0. 

Esquinas 

Las c.urvas que consistcn de varios arcos suaves que se unen en esqui- 
nas son representadas convcnientemente en forma paramétrica mediante 


y 



Figura 4.20 Gráfica de x = t, y = i(t + |í|). 
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funcioncs x(t), y(t) continuas pero con derivadas x, y que prcsentan d:s- 
continuidades dc salto. Esto qucda ilustrado por el ejemplo trivial de la 
línea quebrada con representación 



x — t, 

y — 0 

para t < 0 

y 

x — t. 

yt 

para t > 0. 

Aquí x — 

1 , y = 0 para t < 0, 

y x = 1 , 

y — 1 para t > 0. En t = 0 la tan 


gentc estii indeterrninada (ver Fig. 4.20) 


f. La longitud de una curva 

La longilud como una integral 

Existen dos tipos diferentes de cantidades o propiedades geométricas 
asociadas con una curva. E1 priiner tipo depende sólo del comportamiento 
local dc la curva, csto es, en la inmediata vecindad de un punto; tales 
propicdades son aquéllas que pueden representarsc mediantc derivadas en 
el punto en cuestión. Propiedades del segundo tipo, las propiedades globales, 
dependen de la configuración total de la curva o de una porción de ella 
y son usualmcntc cxpresadas en forma analítica mediante el concepto dc 
integral. Einpezarcmos considerando una cantidad dcl segundo tipo, la lon- 
gitud de una curva. 

Por supucsto, se tiene ya una noción intuitiva de lo que se entiende por 
longitud dc una curva. Sin embargo, como en el caso clásico de los arcos 
circulares, debe darse un significado matemático preciso al concepto intui- 
tivo. Guiados por la intuición definimos la longitud de una curva arbitra- 
ria c.omo el Hrnite de las longitudes de polígonos que se le aproximan, en 
particular, polígonos inscritos. Las longitudes de los polígonos, a su vez, 
son definidas no bicn se escoja una unidad de longitud. E1 resultado final 
será la expresión de la longitud mediante una integral. 

Considérese la curva dada cn la forma x — x(t), y ~ y(t), a < t < fi. 
En el intervalo comprendido entre « y /? se escogen puntos intermedios 
t u t 2 , . . . , t n - x talcs que 

tx -- tu < ti < t> < ■ < t n -x < t n / 3 . 

Los puntos P 0 , P u ... , P n dc la curva que corresponden a estos valores ti 
en el mismo ordcn se unen mediante segmentos de recta, obteniéndose así 
un polígono insc.rito. I.a longitud del perímetro de este polígono inscrito 
depende de la manera en que los puntos í¿ o los vértices Pi dcl polígono 
sean escogidos. Déjese ahora que el número de puntos ti crezca más allá de 
toda cota, dc mancra quc, al mismo tiempo, la longitud del subintervalo 
( ti, ti + 1 ) más largo tienda a cero. La longitud de la curva se define entonces 
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como el límite de los perímetros de estos polígonos inscritos, siempre que 
tal fímite exista y sea independiente de la manera particular como se esco- 
jan los poligonos. Cuando esta hipótesis (hipótesis de rectificabilidad) se 
satisface, podemos hablar de la longitud de la cur\'a. 

Se supondrá que las funciones x(t) e y(t) tienen derivadas x(t) e y(t) 
continuas para a < t < /?. E1 polígono inscrito correspondiente a la subdi- 
visión del intervalo t mediante los puntos í¿, con At¿ = t i+l — t¡, tiene vérti- 
ccs Pi — (x(ti), y(ti)) ;• su longitud total está dada por la expresión 

S ~ 2 PiPui = 2 V[*(¿;n) —-t(í¡)J 2 + Ly(/¿+i) — y(í/)]", 

i =0 i-o 

de acuerdo con el teorema de Pitágoras (cfr. Fig. 4.21, p. 374). Por el 
teorema del valor medio del eálculo diferencial, 

*(tu\) ~ x(ti) = x(i¡) Ati, y(tui) - y(ti) = f(m) A /¿, 

donde ¿¡ y r¡¡ son valores intermedios en el intervalo t t < t < t¡ +i . Esto 
conduce a la expresión 


i=o 

para la longitud del polígono, donde se ha usado el hecho de que las dife- 
rencias At¡ son positivas. Si el número n de puntos t¡ de subdivisión crece 
más allá dc toda cota en tanto que, simultáneamente, el máximo valor Aí¿ 
tiende a cero, la suma S n tiende a la integral 


L = 


\Jx~ + y 2 dt. 


Este hceho cs una consecuencia directa dc ios teoremas de existencia para 
integrales, dcl capítulo 2. 1 

Lo anterior pmeba que, para x, 4) continuas, la curva realmente tiene 
una longitud y quc esta longitud está dada por la expresión 


(8) L -- ^ V x~ + V dt. 

La misma regla es válida si se admite que x e y sean discontinuas en pun- 
tos aislados, en los que la curva podría no tener, entonces, una tangente 
única; y, por supuesto, la integral debe entonces ser considerada como “im- 
propia” (ver capítulo 3, p. 320). Curvas “rectificables” más generales, para 
las cualcs la integral anterior sigue teniendo significado, no serán discutídas 
en este volumen. 


1 Puesto que los puntos intermedios £ ( y tj ( no necesariamente coinciden, hace- 
mos uso de las sumas de aproximación más generales cuya convergencia a la integral 
se demostró en la p. 216. 



368 Aplicaciones en física y geometría 


Cap. 4 


Definición alternativa de longitud 

Hacemos una observación intcresante: E1 perímetro S de cualquier polígono 
inscrito n nunca puede exceder la longitud L de la curva. (En particular, la distancia 
entre los puntos extremos de la curva no puede exceder a L, pues la línea recta que 
une los puntos extremos es la curva más corta que va de uno de tales puntos al 
otro.) En efecto, L puede obtenerse como el límite de los perímetros de una sucesión 
espccial de polígonos inscritos, en la cual se parte con el polígono rr de perímetro S 
y se obtienen los siguicntes agregando en forma sucesiva más y más vértices. Inser- 
tando un vértice adicional entre dos vértices sucesivos de un polígono inscrito nunca 
pucde llegarse a una disminución de los perímetros, pues un lado de un triángulo 
jamás excede la suma de los otros dos. Así, L es el límite de una sucesión no de- 
creciente de perimetros quc comicnza con S. Por tanto, S < L. Por consiguiente, 
en vez de definir L como el límite de los perímetros de una sucesión de polígonos 
inscritos corrcspondientes a sulrdivisiones cada vez más finas del intervalo t, podría 
también haberse definido L como cl extremo superior 1 de los perímetros de todos 
los polígonos inscriptos. Es interesante cl hecho de que la longitud pueda definirse 
sin recurrir formalmcntc a ningún paso al límite. 

Invariancia de la longitud respecto de carnbios de parámetros 

Resulta claro de la definición que la longitud L de una curva C no 
puede depender dc la rcpresentación paramétrica particular usada para C. 
Por lo tanto, si se introduce un nucvo parámetro r — x(0> tlonde dr/dt > 0, 
nuestra fórmula intcgral para L dcbe dar el mismo valor indcpcndiente de 
que el parámctro usado sca t o r. Esto puede verificarse inmcdiatamente 
a partir de la rcgla de la cadena de la derivación y de las leycs de substi- 
tución para integrales. En efec.to, se tiene 



por lo tanto, si x(«) — a, \(P) ~ b, 



de manera que la expresión dc la longitud basada en el parámetro r con- 
duce al misrno valor de L. Si, por otra parte, dr/dt < 0, análogamente se 
encuentra 


1 Definido como la menor de las cotas superiores, o supremum, y denotado fre- 
cuentemente por los símbolos “extr” y “sup”. (Cfr. pp. 120-121). (N. del R.) 
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y el miembro derecho es nuevamente la integral correcta para la longitud 
de C referida al parámetro t, puesto que ahora b < a debido a que x(0 
es una función decreciente. 

Para una curva dada en forma no paramétrica mediante la función 
y = f(x), a < x < b, podemos introducir x como parámetro t. Entonces 
x = 1, y — dy/dx. La longitud de la curva queda entonces dada por 

(9) i = t V 1 + (»)’*' 

Ejemplos. Como un ejemplo se encuentra la longitud de un segmento 
de la parábola y — íx 2 correspondiente al intervalo a < x < b: 

L = ^ VI + * 2 dx. 

En este caso la substitución a: = senh t (véase capítulo 3, p. 293) conduce a 


Car scnli 6 
Jar senh a 


cosh 2 1 dt 


* 




ar senh b 

ar senh a 


1 + cosh 2 1) dt 


— i ( t + senh t cosh t ) 


ar senh b 

ar senh a 


— h{ar senh b + b V1 + b 2 — ar senh a\J 1 + á ¿ ). 


Para una curva dada por la ccuación r — r{6), a < 6 < /3, en coorde- 
nadas polares, se tiene la representación x = r{6) cos 6, y — r{6) sen 6. 
Escogiendo 6 como parámetro se tiene 

x — r cos 0 — r scn 6, y — r sen 6 + r cos 6, x 2 + y 2 = r 2 + f 2 . 

Esto conduce a la expresión 

(10) L={ +(%)’* 

para la longitud de una curva en coordenadas polares. Por ejemplo, para 
la circunferencia de radio a alrededor del origen se tiene la ecuación r — 
constante = a, 0 < 6 < 2w. Esto da para la longitud total de la circun- 
ferencia 

L = ^ ad6 — 2ira. 
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Aditividad de la longitud 

Sea C una curva dada por x = x(t), y — y(t), a < t < fü, donde iey 
son continuas. Sea y cualquier valor entre a y /?. Por las reglas generales 
para integrales se tiene 

^ \/i 2 + y 2 dt = y¿ 2 + y 2 dt + j y/x 2 + y 2 dt. 

Las integrales de la derecha representan respectivamente las longitudes de 
las porciones en las que C es dividida por el punto correspondiente a t = y. 
Por lo tanto, la longitud de la curva completa es igual a la suma de las 
longitudcs de sus partes. 

No es necesario que x e y sean continuas. Las integrales existen también 
cuando x e y tienen un número finito de discontinuidades de salto, como 
ocurriría para una curva con esquinas. La Iongitud total de la curva cs 
entonces la suma de las longitudes de las porciones suaves comprendidas 
entre esquinas. Comportamientos aún más singulares de x e y son permiti- 
dos siempre y cuando la expresión de la longitud tenga sentido como integral 
impropia. 


g. La longitud de arco como parámetro 

Hemos visto que una y la misma curva admite muchas representaciones 
paramctricas diferentes x = x(t), y = y(t). Cualquier función monótona 
de t puede usarse como parámetro en lugar de t. Sin embargo, para mu- 
chos propósitos es ventajoso tomar como referencia para C algún “paráme- 
tro usual” que de alguna manera sea distinguido geométricamente. La abs- 
cisa x o el ángulo polar 6 no son adecuados para ese propósito si las curvas 
han de describirse globalmente; además, dichos parámetros dependen de la 
elección del sistema de coordenadas. La posibilidad de medir longitudes a 
lo largo de una curva proporciona un parámetro natural definido geométri- 
camente al cual pueden ser referidos los puntos P de una curva rectificable. 
Este parámetro es la longitud de la porción de Ia curva comprendida entre 
P y algún punto fijo P 0 . 

Comenzamos con una representación paramétrica arbitraria x = x(t), 
y = y(t), a < t < p de C. La derivación con respecto a í es indicada me- 
diante un punto. Introducimos la “longitud de arco” s por medio de la 
integral indefinida 

(11) 5 — ^ y x 2 + yr dt, 

o, en forma más precisa, s como una función de t por 
(lla) í = s(t ) = c + \ Vx 2 (r) + y 2 (r) dr, 

J ío 
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donde c es una constante, f 0 es un valor entre a y /?, y con r se designa la 
variabie de integración para distinguirla del límite superior t. Claramente, 
para cualesquier valores f x y t 2 del intervalo paramétrico Ia diferencia 


( 12 ) 


í*t 2 


s(t 2 ) - j(Í!) = \ V* 2 + y- dr 


es igual a la longitud del pedazo de curva limitado por los puntos corres- 
pondientes a t = t x y t = t 2 , suponiéndose t x < t 2 . Para f x > t 2 la diferen- 
cia s(t 2 ) — s(ti) es la negativa de la longitud de esa porción de curva. 
Así, el conocimiento de cualquier integral indefinida s permite calcular la 
longitud de cualquier parte de la curva. 

El signo de la longitud de arco 

Si la constante c tiene el valor 0, puede interpretarse s(t) como la lon- 
gitud de arco de la curva (o “distancia a lo largo de la curva”) entre el 
punto P 0 con parámetro f 0 y el punto P con parámetro f. Aquí la longitud 
se cuenta positiva en el caso en que el arco con punto inicial P 0 y punto 
final P tenga la orientación correspondiente a las í crecientes. 1 

La forma integral de la definición de s es equivalente a la relación 


(12 a) 


í-V(í)' + (S)‘ 


Usando la notación simbólica para diferenciales (p. 201), ds — (ds/dt)dt, 
etc., podemos escribir esa rclación en la sugestiva forma 


ds = V dx- + dy- 
para el “elemento de longitud” ds. 


Velocidad de movimiento a lo largo de una curva 

Si f se interpreta como el tiempo y x(t), y(t) como las coordenadas de 
posición en el tiempo f de un punto o partícula puntual móvil, se tiene que 


ds 

s = — = lím 
dt h_* 0 


s(t + h) — j(f) 


da la medida de la variación respecto al tiempo de la distancia recorrida 
por el punto a lo largo de su trayectoria, esto es, la velocidad de la par- 
tícula en el instante f. 2 Para una partícula que se mueve con velocidad 


1 Nótese que la variable s no es única; depende de la elección de Po y c y tam- 
bién de la orientación inducida por el parámetro t sobre la curva. Sin embargo, 
cualquier otra longitud de arco es expresable en términos de s en la forma (s + cons- 
tante) o bien (— s + constante). 

2 O sea, el límite de la razón incremental &s/h de espacio sobre tiempo h. E1 co- 
ciente Aí//i se llama velocidad media del punto en el intervalo (t, t + h). (N. del R.) 
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uniforme a lo largo de la curva s es constante y s es entonces una función 
lineal del tiempo t. 

Si nuestra hipótesis usual de que 

x~ + y~ =/= 0 

se satisface, tenemos ¿fi-/¿/í =/=■ 0 y podemos entonces introducir í como pa- 
rámetro. De esta manera se simplifican una gran cantidad de fórmulas y 
cálculos. Las cantidades 

dx _dx dt _ x dy _dy dt _ y 

ds dt ds V x 2 ~~ y ¿ ds dt ds V ” y~ 

son entonces justamcnte los cosenos directores de la tangente que apunta 
en la dirección de s creciente (ver (7), p. 364). La relación 

™ (íyqí )'- 1 

caractcriza el parámetro s como la longitud de arco a lo largo de la curva. 


h. Curvatura 


Definición mediante la medida del cambio de dirección 

Se discute a continuación un concepto básico que se reficre solamente 
al comportamiento local de una curva en la vecindad de un punto, el 
concepto de curvatura. 

Conforme se recorre la curva, cl ángulo de inclinación « de la tangente 
a la curva variará en una medida definida por unidad de longitud de arco 
recorrida. Llamaremos a esta medida del cambio de « la curvatura de la 
curva. De acuerdo con esto, la curvatura está definida como 


(14) 


K — 


da 

ds 


Expresiones paramétricas. Supóngase que la curva está dada parame- 
tricamente mcdiante las funciones x — x(t), y = y(t) que tienen primera 
y segunda derivadas con rcspecto a t continuas, para las cuales se cumple 
x 2 + y 2 7^0. A1 calcular da/ds, o sea, la medida de cambio del ángulo de 
dirección a en el punto P, se tiene que tomar en cuenta que a no está defini- 
do en forma única. Sin embargo, la función trigonométrica de a, tan a — y/x 
(o bien cot« = x/y para x — 0) tiene un valor definido. Para formar da/ds 
puede siempre suponerse que los valores paramétricos pertenecientes a pun- 
tos en la vecindad de P están todos ellos en un intervalo en todo el cual 
una de las cantidades x, y es diferente de cero. Si, por ejemplo, x 0, se 
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puede asignar a a un valor que varíe continuamente con t en el intervalo 
tomando simplemente 


ct = a(t) — arc tan ~ + n-n-, 


donde n es un cntero fijo, posiblemente negativo, y “arc tan” indica el valor 
principal de la función (cfr. p. 236), el cual está entre — 7r/2 y tt/2. Aná- 
logamente, si y 0 en el intervalo, se puede tomar para a la expresión 

, . X 7T X 

<x[t ) = arc cot- + mr = — — arc tan — + mr. 1 
y 2 y 

En cualquier caso, se encuentra por derivación directa para cualquier 
representación paramétrica: 


d<x _ xy — 'xy 
dt x 2 + y 2 


Puesto que también (ver (12 a), p. 371) 


ds 


s = — = V x 2 +y 2 , 
dt 


se obtiene para la curvatura da/ds — á/s de la curva la expresión 

_ da _ <* _ *y~ y* 

ds s (Á' 2 + y ~) % 

Escogiendo en particular la longitud de arco s como el parámetro t se tiene 

x 2 + y 2 — 1 

[véase Ec. (13), p. 372] y, por lo tanto, se obtiene el resultado simplificado 


(15a) 


k ~ xy yx. 


Signo y valor absoluto de la curvatura 

Introduciendo un nuevo parámetro t — r(t) en lugar de t no se afecta 
la dirección de la tangente y, por lo tanto, no ocurre un cambio en a. 
Análogamente, el valor absoluto de la diferencia de los valores de s en dos 
puntos tiene un significado geométric.o que es independiente de la elección 

1 Podríamos definir a(t) como una función continua para todos Ios valores del 
parámetro t dividiendo el intervalo paramétrico total en subintervalos en cada uno 
de los cuales x + 0 o y + 0. En cada subintervalo podemos definir entonces a(t) 
por medio de una de las expresiones de arriba, eligiendo el entero constante n en 
cada subintervalo de manera que los valores de a en el extremo común de dos inter- 
valos adyacentes, calculados usando las expresiones correspondientes a esos intervalos, 
coincidan. 
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y 



del parámetro, a saber, el significado de distancia medida a lo largo de la 
curva. Sin embargo, el signo de la diferencia debe siempre tomarse como 
el signo de la diferencia entre los correspondientes valores paramétricos, 
puesto que se ha definido s como una función creciente de t. Así, el valor 
absoluto de la curvatura |k[ = \da/ds\ no depende de la elección del pará- 

y 



Figura 4.21 (a) Curvatura k = lím Aa/Aí de una curva. (En el caso ilustrado se 
tiene k < 0.) 
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metro, en tanto que el signo de k depende del sentido sobre la curva que 
corresponde a t creciente. Obviamente, k > 0 significa que a crece con s, 
esto es, que la tangente gira contra reloj conforme se recorre la curva con 
s o t crecientes (ver Fig. 4.21 a). En este caso la orientación de la curva C 
es tal que el lado positivo de ella también es su lado “intemo”, esto es, el 
lado hacia el cual C se dobla. 


y 



Figura 4.22 Gráfica de una función f(x) convexa (izquierda) y cóncava (derecha). 


Si la curva está dada mcdiante una ecuación y — f{x), se tiene, usan- 
do x como parámetro, 


(16) 


(1 4 - / 2 ) H ’ 


donde / e y° son las derivadas de y con respecto a la variable a :. Aquí el 
signo de la curvatura es el que corresponde a las x crecientes. Obviamente, 
k es positiva para y" > 0; en este caso la tangente gira contra reloj con- 
forme a: crece; y la función f(x) se llama convexa. La porción de la curva 
que une dos puntos cualesquiera está por debajo de la línea recta que une los 
mismos puntos. Para /' < 0 la tangente gira en el sentido del reloj para x 
creciente, y la función / se llama cóncava. (Fig. 4.22.) Aquí la curva está 
por encima dc la cuerda que unc dos de sus puntos. E1 caso intermedio en 
que la curvatura tiene el valor cero corresponde (en términos generales) 
a un punto de inflexión, en el cual y" — 0 (ver p. 258). 

Ejemplos. Para la curvatura de la circunferencia de radio a dada por 
x — a cos t, y — a sen t se encuentra el valor constante 1 /a a partir de la 
fórmula general (15). Así, la curvatura de una circunferencia recorrida 
en el sentido contra reloj es la recíproca del radio. Este resultado nos ase- 
gura que nuestra definición de curvatura es realmente adecuada; pues en 
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el caso de una circunferencia pensamos como cosa natural que la recíproca 
del radio sea una medida de su curvatura. 

Un segundo ejemplo es la curva definida mediante la función y — x' ¿ . 
La curvatura es 

K “ (1 + 9x 4 ) % ' 

Para at < 0 la función y = x 3 es cóncava puesto que k < 0, y la tangente 
gira en el sentido del reloj, cn tanto que para x ~ 0 se tiene un punto de 
inflexión, y para x > 0 la función se vuelve convexa. 

Una función cuya curvatura es idónticamente igual a cero es una línea 
recta, como puedc versc fácilmente por nuestra definición, y la línea recta 
es la única curva que satisface esa condición. 

Circunferencia de curvatura y centro de curvatura 

Introducimos p = 1/k. La cantidad |p| = 1/|k¡ se llama radio de curva- 
tura en el punto en cuestión. (Es infinito en un punto de inflexión, en el 
que k — 0.) Para una circunferencia el radio de curvatura en cualquier 
punto es justamente el radio de la circunferencia. 

A cualquier punto P = {x,y) de la curva C se le asigna una circun- 
ferencia tangente a C en P y que tiene la misma curvatura que C cuando 
la curva y la circunfercncia sc recorren en el mismo sentido en P. Esta cir- 
cunferencia se llarria circunferencia de curvatura de la curva C en el punto 
P.' Su c.entro es el centro de curvatura dc la curva C correspondiente al 
punto P. (Fig. 4.23). Puesto que C y el círculo tienen el mismo radio de 
curvatura, el radio de la circunferencia dcbe ser el radio de curvatura |p| 
de C, y el centro (|, rj) de la misma debe estar sobre la normal a C en 
el punto P y a una distancia |p| de este punto. Además, puesto que C y la 
circunferencia se curvan hacia el mismo lado, cl centro está a Io largo 
dc la dirección normal en P, sobre el lado positivo o el negativo según que 
la curvatura k sea positiva o negativa. 

La dirección que va de P al centro de curvatura forma un ángulo 
a + 7t/2 con el cjc * positivo si k > 0. Así, si £, son Ias coordenadas del 
centro de curvatura y x, y las de P, se tiene [Ver Ec. (7), p. 364]: 



1 Algunos dicen ”círculo de curvatura”, aunque es claro que se trata de una 
circunferencia. Tal lenguaje erróneo aparece en varias Ienguas. (N. del R.) 
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y 



Figura 4.23. Círculo de curvatura T y centro de curvatura {£, t¡) correspondientes 
a un punto P de la curva C. 


Por lo tanto, para k > 0 resulta 


> py 

(17) i = x~ — . 

V x- + y ¿ 


v - y + 


p.X 


V x' + y 2 


Si el arco cuya longitud es j se toma como parámetro t, se obtienen las 
sencillas expresiones 

(\la) | = * - py, 7} = y + px. 

Las mismas fórmulas para £, t) se obtienen cuando k < 0, en cuyo caso ei 
radio de curvatura es — p y, además, la dirección que va de P al centro 
forma un ángulo a — 7r/2 con cl cje x positivo. 


La circunjerencia de curvatura como circunjerencia osculatriz 

Las fórmulas (17) dan una expresión para el centro de curvatura en 
términos del paráinctro t correspondiente al punto P de la curva. Confor- 
me t recorre todos los valores del intervalo paramétrico, el centro de cur- 
vatura describe una curva, la llamada evoluta de la curva dada; y, puesto 
que, junto con x e y, se ticnen que considerar x, y y p como funciones co- 
nocidas de t, las fórmulas anteriores dan Ias ecuacíones paramétricas de 
esta evoluta. En el Apéndice I, p. 442, se encontrarán ejemplos y una 
discusión de Ias propiedades geométricas de la evoluta. 

Dos curvas cualesquiera se dice que ce osculan >, en un punto P, o que 
tienen <c contacto de orden dos” cn P, si dichas curvas pasan por P, tíenen 
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la misma tangente en P y tienen también la misma curvatura cuando se 
orientan de la misma manera. Obviamente, dos curvas osculantes tienen 
]a misma circunferencia y el mismo centro de curvatura en P. Si las curvas 
cstán dadas mediante ecuaciones y = /( x) e y = g(x) en forma no para- 
métrica, es fácil expresar la condición de que ellas tengan un punto de 
contacto P y las mismas tangentes y curvaturas en ese punto. Si x es la 
abscisa del punto de contacto P, se tiene f(x) = g(x), f(x) = gf(x); y 
la igualdad de las curvaturas es expresada mediante 

rw _ 

[1 +/'“(*)]* [1 +¿*(x)]* 5 

y, por lo tanto, también cs f"(x) = g"(x). Así, la condición para que exista 
un punto de contacto con curvaturas iguales es que los valores de / y g, 
junto c.on los valores de las derivadas primera y segunda, coincidan en ese 
punto. 

Considérense una curva C: y = f(x) y su circunferencia de curvatura T 
en P representada mediante y = g(x) en una vecindad de P. Puesto que 
la circunfcrcncia Y coincide con su circunferencia de curvatura, vemos que C 
y T tienen la misma circunferencia de curvatura y, por lo tanto, osculan 
en P. Consecuentemente, en el punto de contaclo es f(x) = g(x), f(x) = 
g'(x), f"(x) = g"(x). Se dice que esta circunferencia es “la circunferencia 
que más se aproxima” a la curva cn el punto P dc contacto, puesto que 
ninguna otra c.ircunferencia que intcrsecta a la curva en el punto de con- 
tacto tiene “contacto dc orden dos” con C en ese punto. La circunferencia 
dc curvatura cs la circunferencia osculante u osculatriz. (Véase también 
capítulo 5, p. 478.) 

Por otra parte, de la misma manera que la tangente a una curva es el 
límite, ])ara P j — > P, de una recta que pasa por dos puntos consecutivos 
P y Pi dc C, se puede demostrar que la circunferencia de curvatura en P 
cs el Iímite de las circunferencias quc pasan por tres puntos P, P u P 2 , para 
Pi—>P y P 2 —> P. La demostración se deja al lector. (Ver problema 4, 
p. 455.) 

i. Cambio de ejes de coordenadas. Invariancia 

Las propiedades inherentes a una situación geométrica o física no de- 
penden del sistema de coordenadas específico o “marco de rcferencia” con 
respecto al cual dichas propiedades son formuladas. EI carácter intrínseco 
de propiedades tales como distancia, longitud o ángulo debe reflejarse en 
cnunciados que muestren que las respectivas fórmulas permanecen inal- 
terablcs o son invariantes si se pasa de un sistema de coordenadas a otro. 
Algunos cornentarios breves referentes a este punto son oportunos en esta 
sccción. 
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Se usarán las ecuaciones generales que relacionan las coordenadas x, y 
de un punto P en un sistema de coordenadas con las coordenadas £, r¡ del 
mismo punto P en cualquier otro sistema. La posición relativa del segundo 
conjunto de ejes de coordenadas respecto al primer conjunto está carac- 
terizada mediante las coordenadas a, b que el origen del segundo sistema 
tiene respecto al primer sistema, y mediante el ángulo y que el eje positi- 
vo £ forma con el eje x positivo. 1 Las coordenadas (x, y) y (£, r¡) del mismo 
punto en los dos sistemas están relacionadas (cfr. Fig. 4.24) por medio de 
la transformación 





Figura 4.24 Cambio de ejes coordenados. 


(18) 


x — £ cos y — r¡ sen y + a, 
y — £ sen y + r¡ cos y + b. 


Para y = 0 no sc tiene rotación de ejes sino solamente un desplazamiento 
paralelo o traslación, y las fórmulas toman la forma scncilla x — £ + a, 
y — r¡ -j- b. 

Resolvicndo las ecuaciones para r¡ en tcrminos de x, y se encuentra 


£ = (x — a) cos y + {y — b) sen y, 

(18a) 

r¡ — — {x — a) sen y + [y — b) cos y. 

Si x e y son funciones de un parámetro t que define una curva, a partir de 
estas fórmulas se obtienen inmediatamente expresiones para £ y r¡ como 
funciones de t, dando la representación paramétrica de la misma curva 

1 Nos restringimos a sistemas coordenados “dextrógiros”, en los cuales la direc- 
ción positiva del segundo sistema de ejes se obtiene mediante una rotación de 90° 
contra reloj del primer sistema. 
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en el sistema £, r¡. Derivando con respecto a t (las cantidades a, b, y, que 
fijan la posición relativa entre los sistemas de coordenadas, no dependen 
de t) se obtiene la transformación de las “componentes de velocidad”, esto 
es, la transformación para las derivadas dc las coordenadas con respecto a t: 

x — | cos y — 7] sen y, y — £ sen y + r¡ cos y. 1 
Se confirma que 

x- + y~ — + r) 2 . 

Entonces, la expresión V x- + y~ ticne el mismo valor en todos los sistemas 
de coordenadas. Esta propiedad de invariancia es, por supuesto, obvia a 
partir de la interpretación de esta cantidad como la medida de cambio 
respecto a t de la longitud a lo largo de Ia curva, ds/dt. E1 lector pue- 
de verificar mediante un cálculo sencillo que también la expresión k = 
(xy — xy) (á: 2 + y~) para la curvatura es invariante. (Esto, por supues- 
to, se obtiene también directamente a partir del hecho de que los ángulos 
quc la tangente forma con los ejes £ y x, respectivamente, difieren sólo cn 
el valor constante y, de manera que k = da/ds no puede cambiar.) 


y 



Figura 4.25 Desplazamiento del punto P de la posición (x, y) a la posición ({, r¡). 

Las ccuaciones (18) que relacionan las coordenadas x, y con las coor- 
denadas £, r) son a menudo interpretadas en una forma difercnte que corres- 
ponde a un dcsplazamiento. En esta interpretación, los punto P son des- 

1 En algunas aplicaciones físicas, donde t representa el tiempo, la posición re- 
lativa de los dos sistemas de coordenadas también depende de t. Supóngase que x, y 
representan las coordenadas dc una partícula en un sistema coordenado en reposo, 
en tanto que |, t? son las coordenadas de la misma partícula respecto a un sistema 
móvil, por ejemplo, uno sujeto a la Tierra. Las funciones x(t), y(t) describen la 
trayectoria de la partícula según la ve un observador en reposo, en tanto que £(£), 
V (0 dcscriben la trayectoria vista por un observador móvil. Las fórmulas que rela- 

cionan x, y con £, r¡ ticnen entonces que incluir también los términos que provienen 
de dcrivar a, b y y. 
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plazados en vez de serlo los ejes coordenados (Fig. 4.25). Solamente se usa 
un sistema de coordenadas. E1 punto con coordenadas ( x,y ) en ese sistema 
es transformado en el punto con coordenadas {i, rj) del mismo sistema. La 
invariancia de la longitud o de la curvatura de una curva significan ahora 
que esas cantidades no cambian cuando la curva completa sufre un movi- 
miento rígido. 


*j. Movimiento uniforme en la teoría especial de la relatividad 

Cüino se señaló en la p. 255, existen profundas analogias entre las funciones 
trigonométricas y las hiperbólicas, que tienen su contraparte geométrica en la corres- 
pondcncia existente entre las propiedades de las elipses y de las hipérbolas. La rela- 
ción se hará clara cuando se esté en condiciones de definir las funcioncs trigonométri- 
cas para un argumento imaginario y verificar que cos (it ) = cosh í, sen (it) = i senh t 
(sección 7.7 a). Como una aplicación de esta analogía, considérense las “rotaciones 
hiperbólicas” del plano, que pueden ser identificadas con las transformaciones de 
Lorentz de una recta en la teoría especial de la relatividad de Einstein. 

Se encontró en (18a) de p. 379 que una rotación de los ejes de coordenadas 
en un ángulo y, en la que el origen queda fijo, pucde describirse mediante las 
ecuaciones 

(1 8b ) | = .v cos y + y sen y, t) = —x sen y + y cos y, 

que relacionan las coordcnadas x, y de un punto P en el primer sistema con sus 
coordenadas £, cn el segundo sistema. La distancia de P al origen está dada por la 
misma expresión en ambos sistemas: 

OP = V x- + y- = V'{ 2 -4- 17 -. 

Esto surge también inmcdiatamente a partir de las ecuaciones de transformación si 
se hace uso de la identidad cos 2 y + sen 2 y = 1. 

Se considera ahora la transformación análoga con cocficientes que son funciones 
hiperbólicas en lugar de funciones trigonométricas: 

(19) | = x cosh a — t senh a, t = — x senh a + t cosh a. 

Estas fónnulas pueden obtenerse a partir de las fórmulas (18¿>) para rotaciones, 
tomando para cl ángulo de rotación y y las coordenadas y y rj cantidades imagina- 
rias puras: 

y = ia, y = it, rj = zV. 

Se observa quc para un valor real de a (que significaría un ángulo imaginario 
de rotación y cn la interpretación original) las fórmulas (19) definen $ y r como 
funciones lineales reales de x y t. Estas funciones tienen la propicdad especial de 
que 

£ 2 — t- — ( x cosh a — t scnh a ) 2 — ( — .y senh a + t cosh a ) 2 
= *- - t 2 , 

como una consecuencia de la identidad cosh 2 a — senh 2 a = 1. (Esto surge, por su- 
puesto, también a partir de la observación de que x 2 — t 2 = x 2 + y 2 es el cuadrado 
de la distancia al origen en el plano x, y.) Ahora interprétcse t como el tiempo y 
x como una coordenada espacial que describe la posición de un punto en un espacio 
unidimcnsional, esto es, en una línea recta. Cualquier evento ocurre en un cierto 
punto y en un cierto tiempo. Estas dos partes de la información las proporcionan los 
dos números x y t que dan respectivamente la distancia x (con su signo) del punto 
al origen 0 y el tiempo t que ha transcurrido a partir del instante t = 0. En la 
teoría de la relatividad se adopta el punto de vista de que los valores medidos de 
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esta distancia y los tiempos transcurridos dependcn del sistema de referencia utili- 
zado por el observador, csto es, del sistema de coordenadas especial en el continuo 
espacio-tiempo. Las cantidades £, r obtenidas a partir de las fórmulas (19) describi- 
rán el mismo evento en un sistema de referencia diferente en el cual las distancias 
e intervalos de tiempo pueden tener valores también diferentes. La cantidad que 
permanece inalterable al pasar de un sistema de referencia a otro (lo que se conoce 
como “transfonnación de Lorentz”) es 

- fí = V Í 2 - r ', 

Ia “distancia espacio-tiempo” del evento al origen. Para un observador que use el 
segundo sistema, la cantidad £ es la distancia espacial medida a partir del origen 
$ = 0. Ese origen es un punto para el cual 

x cosh a — t senh a = 0, 

o bien x/t — tanh a. Así, el origen del segundo sistema es un punto que en cl primer 
sistema parece moverse con velocidad uniforme v = dx/dt = tanh a relativa al ori- 
gen de este sistema. Por lo tanto, la transformación de Lorentz relaciona los valores 
dc distancias y tiempos según los registran observadores en los dos sistemas que sc 
mueven con velocidad relativa constante v. Aquí 

senh a e“ — e~ a 
cosh a e " + e~" 

está comprendida necesariamcnte entre —1 y +1, de manera que las velocidades 
rclativas dc los dos sistemas están restringidas a valores numéricamente menores que 
1. E1 valor 1 represcnta aquí, para una elección adecuada de unidades, la velocidad c 
de la luz, quc no puede ser excedida por v. 

Para una u constante la ecuación x — ut corresponde a un punto que en cl 
primer sistema se mueve con velocidad u, partiendo de x — 0 en el tiempo t = 0. 
En el segundo sisterna el misino punto tendrá la velocidad 

dí\ I í dr\ u — tanh a u — v 
dt ) I \ dt/ 1 — u tanli a 1 — uv 

Este resultado, válido en la teoría especial de la relatividad de Einstein, difiere del 
que se obtendría en la cinemática clásica, donde la velocidad w de un punto con 
respecto a un sistema que se mueve con velocidad v estaría dada simplemente por 
w = u — v. La fórmula rclativista muestra que a — u cuando u = + 1 o — 1; esto 
corresponde al hecho, sugerido por el famoso experimento de Michelson-Morley, de 
que Ia velocidad de la luz es la misma para observadores que se mueven con velo- 
cidades diferentes. 



k. Integrales que expresan áreas dentro de curvas cerradas 

En el capítulo 2 cl concepto de integral fue motivado por medio de 
refercncia al “área bajo una curva”, esto es, el área de una franja de forma 
especial. Esta reducción al caso especial de áreas bajo curvas no es comple- 
tamentc satisfactoria, pues las áreas que realmente se encuentran con más 
frecuencia son las de dominios limitados por curvas cerradas C, los que son 
de una forma más general que las franjas cuyas áreas pueden representarse 

C 6 

mcdiante integrales dc la formax f(x) dx. 
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Se derivará ahora una elegante representación integral de validez ge- 
neral para el área limitada por una curva cerrada C que está dada en 
forma paramétrica, descomponiendo simplemente el área en cuestión en áreas 
de franjas especiales. Esta representación será independiente de la repre- 
sentación paramétrica, así como también del sistema de coordenadas. Ade- 
más, expresará el área orientada dentro de la curva de acuerdo con el 
sentido asignado a la frontera C; esto es, asignará al área dentro de una 
curva cerrada simple C el signo negativo o el positivo según que la frontera 
esté orientada en el sentido del reloj o contra reloj. 

Supóngase que la curva simple C cerrada y orientada se da mediante 
x = x(t), y = y(t), donde t varía en el intervalo a < t < /3 y el sentido 
de t creciente determina el sentido de C. Supóngase también que x e y 
son funciones continuas de t (con el mismo valor en t = a que en t = /3) 
y que sus primeras derivadas x e y son continuas, con la posible excepción 
de un número finito de discontinuidades de salto en e) caso de que C tenga 
esquinas. Con estas hipótesis se demostrará la fórmula fundamental 


( 20 ) 


A = - 


(“ r* i c* 

1 yx dt = \ xy dt = - \ (xy — yx) dt 


para el área orientada A encerrada por C. 

Que las tres represcntaciones integrales en la fórmula son equivalentes 
se sigue de inmediato integrando por partes la primera de ellas y usando las 
c.ondiciones de periodicidad x(ar) = x((3), y(<z) — y((3). La tercera repre- 
scntación, más simétrica, es justamente Ia media aritmética de las dos 
primeras. 

La expresión (20) no depende dc la posición del sistema de coordenadas 
en el plano. En efecto, la expresión simétrica 

1 C' 

A = - \ (xy - yx) dt 

muestra claramente quc el valor de A es independiente de la elección del 
sistema de coordenadas. Como se vio en la p. 379, un cambio de coordena- 
das de un sistema xy a un sistema £r¡ se realiza mediante una substitución 
de la forma 

x = £ cos y — r¡ sen y + a, 


y = $ sen y + 77 cos y + b, 

con a, b y y constantes. Derivando estas fórmulas respecto a í se llega a 
x = £ cos y — r¡ sen y, y = £ sen y + r¡ cos y 


y, en consecuencia, 


xy — yx — £r] — rj$ + ay — bx. 
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Por tanto, la exprcsión xy — yx es invariante bajo rotaciones alrededor del 
origen (esto es 3 cuando a — b — 0). Aún cuando a y b no se anulen, el va- 
lor de la integral para A no resulta afectado ya que 


'ay — bx) dt — {ay — bx) 


= 0 


para la curva cerrada C. 


Prueba de la fórmula fundamental (20). Integrales de línea sobre ar- 
cos simples. La fórinula básica (20) se prueba con algunos pasos sencillos. 

PrimerOj sea C un arco simple orienlado, con punto inicial P 0 y punto 
final Px. Sea x = x(t), y = y(t) cuaiquier reprcsentación paramétrica de C 
con P tí y Px correspondiendo respectivamente a t = t 0 , y t = t x . (Aquí t 0 
puede scr mayor o menor que tj.) Entonces la integrai 



dcpendc solamente de C y no de la representación paramétrica particular. 
Esta cs una consccucncia obvia de la regla de substitución. Si se introduce 
un nuevo parárnetro r mediantc la función inonótona r = x(0> donde 
t o = x(C), Ti = x(L), la intcgral correspondiente cs 1 


dx 

y- d -dr- 


f f > dx d T , p dx 


dt — A. 


Queda, por consiguicnte, justificado el omitir en la expresión para la 
integral A la referencia a cualquier parámetro especial t, pudiendo escribirse 
simplemente 


A = A c = 



y dx. 


Aquí, Ao para un arco simple y orientado C debe calcularse refiriendo el 
arco a un parámetro t, usando dx = ( dx/dt) dt y tomando como límites 
para la integración sobre t los valores paramétricos correspondientes a los 
puntos extremos de C en el orden determinado por la orientación del arco.* 
Si C' cs cl arco que se obtiene de C cambiando la orientación de éste, 
esto cs, el arco con punto inicial P¡ y punto final Po, usando la misma 
representación paramétrica para C' se tiene 


1 Suponemos continuas no sólo a:(í) e y(t) sino también r(í) y sus derivadas, 
con la posible excepción, para estas últimas, de un número finito de discontinui- 
dades de salto. 

f f 

* La integral \ ydx es un ejemplo de las integrales de línea generales \ p dx + 

J o Jc 

qdy, que serán discutidas en cl Volumen II. 
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A C ’ — — 


dx , , dx 


dt — A( 7. 


Por lo tanto, cambiando la orientación del arco se cambia el signo de la 
integral A c . 

Si el arco simple y orientado C se divide en subarcos orientados C 1} C 2 , 
. . . , C n , cada uno con la misma orientación que C, se tendrá obviamente 


A c — A Cl + A Ct + • • * + A Cn . 


Pues, en efecto, en una representación paramétrica de C en la que, por 
ejemplo, el sentido de C sea el de t creciente, esta descomposición corres- 
ponde a una subdivisión del intervalo paramétrico í« < í < í„ de C en sub- 
intervalos t 0 < t < t lt t x < t < t 2 , ... , í n -i < t < t n correspondientes a C 1} 
. . . , C n . E1 resultado se obtiene entonces por la aditividad de las inte- 
grales. 

La aditividad de las integrales A c facilita mucho el cálculo de A C en 
casos en que C consiste de varios arcos suaves C 1} C 2 ... , cada uno con su 
propia representación paramétrica. No se necesita construir artificialmente 
una representación paramétrica única para la curva C completa, sino calcu- 
lar cada A Ci separadamente a partir de su representación paramétrica y 
luego efectuar la suma. Además, los A C( pueden sumarse en cualquier or- 
den; sólo se necesita asegurarse de que todos los C t tienen la misma orien- 
tación que C. 


La integral de línea fundamental para curvas cerradas 

Se puede ahora definir A c para cualquier curva simple C, cerrada y 
orientada, descomponiendo C en arcos simples Ci, . .. , C» con orientacio- 
nes que coincidan con la de C y formando la suma de los Ac^. 1 Si la cur- 
va C completa tiene la representación paramétrica * = a:(í)j y = y{t) , para 
a < t < (3, donde el sentido de las t crecientes da la orientación de C y 
donde t — a y t = /? corresponden al mismo punto, entonces A c está dada 
nuevamente por 



De la misma manera se puede definir A c para curvas orientadas C no sim- 
ples mediante la descomposición en arcos simples orientados, aún cuando C 
consista de varias partes ajenas pero con la condición de que cada porción 
de C tenga un sentido definido. 

1 Que el valor de A c así obtenido no depende de la manera particular en que C 
es dividida en arcos simples, se demuestra fácilmente: primero, la propiedad aditiva 
de A para arcos simples muestra que el refinamiento de una subdivisión dada por la 
adición de puntos de división no cambia el valor resultante de A 0 ; además, dos sub- 
divisiones cualesquiera pueden reemplazarse por aquélla que es un refinamiento de 
ambas, sin que cambie el valor de A c . 
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La integral fundamental como un área 

Regresamos ahora al punto principal; esto es, identificamos las expre- 
siones A c para una curva cerrada con Ia intuitiva cantidad geométrica que 
representa el área orientada que C encierra. 

Consideramos primero un dominio G limitado en su parte superior por 
un arco C t : y = g{x) para a < x < b; en su parte inferior por un arco 
C 3 : y — f(x) para a < * < b; y a los lados por los segmentos de recta C 2 , 


y 



C 4 dados por x — a y x = b (Fig. 4.25a). Aquí se permite que C 2 y C 4 
se reduzcan a puntos. Si damos a C la orientación contra reloj, el arco 
C t será recorrido en el sentido de las x decrecientes y el arco C 3 en el de 
las x crecientes. A1 formar A c como la suma de las cuatro A Ci , las por- 
ciones C 2 y C 4 a lo largo de las cuales at es constante no aportan contribu- 
ción alguna pues dx/dt = 0. Usando x como parámetro sobre los arcos 
C x y C 3 encontramos 

g(x) dx — \ f(x) dx 


A c — A Cl + A Cz — \ 

Jb 


j g(x) dx - | f(x) 


dx. 


Esto es, claramente, el área positiva del dominio G en el caso en que G 
quede completamente por encima del eje siendo igual a la diferencia 
entre las áreas que están respectivamente por debajo de las curvas C x y 
C 3 . Podemos siempre garantizar que G queda por encima del eje x reem- 
plazando simplemente y por y + c, donde c es una constante adecuada, 
esto es, mediante una traslación en la dirección y. Esto no altera las áreas 

y tampoco afecta el valor A c — — ^ y dx para una curva cerrada C, 
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como vimos antes. Por lo tanto, para dominios G del tipo descripto que 
tengan fronteras C intersectadas a lo más en dos puntos por paralelas al 
eje y, la integral A c representa el área, tomada positiva si C está orientada 
contra reloj y negativa para la orientación opuesta. El mismo resultado se 
obtiene para áreas limitadas por curvas C que sean intersectadas a lo más 
en dos puntos por paralelas al eje x. Lo único que se necesita es escribir 


A c en la forma 


L* 


dy e intercambiar x e y en el argumento anterior. 


A los dominios G pertenecientes a uno de estos dos tipos los llamaremos 
“celdas”. Hablaremos de “celdas orientadas” cuando las curvas de frontera 
correspondientes tengan una orientación o la otra. 

Consideremos ahora un dominio G con la frontera orientada C y que 
esté compuesto por cierto número de celdas simples G i, G 2 , ... , G n con 
fronteras C i, . . . , C n respcctivamente; y se supone que todas estas celdas 
tienen la misma orientación, digamos contra reloj. Entonces, como se indica 
en la Fig. 4.26, las partes dc las fronteras que son comunes a dos celdas 
adyacentes se recorren en sentidos diferentes al considerar sucesivamente 
dichas partes como arcos de frontera de una celda y de la celda vecina 


Por consiguiente, si sumarnos las integrales A Ci 


í 


y dx que se tie- 


nen para las diferentes celdas las contribuciones de todas las fronteras inte- 
riores de las celdas se anulan, y así obtenemos 


^ = = ydx) = - 

i=l i=l \ J C { / 

donde A es el área orientada del dominio total G. 

Así, las fórmulas (20) para el área A de un dominio orientado G inte- 
rior a una curva cerrada quedan demostradas para todos los dominios que 
puedan descomponerse en celdas simples, por ejemplo, trazando paralelas 
a los ejes coordenados. 

Para todos los dominios que encontraremos, esta hipótesis se satisfará 
obviamente; como ocurre, por ejemplo, para dominios poligonales. 



Comentarios adicionales 

Finalmente, podría agregarse que de la misma manera se demuestra la 
validez de la fórmula para el área aún en el caso de dominios múltiple- 
mente conexos, tales como los dominios en forma de anillo, que puedan 
descomponerse en un número finito de celdas simples. En estos casos todas 
las curvas de frontera tienen que ser recorridas sistemáticamente en un 
sentido tal que el interior de G esté siempre en el lado “izquierdo” o siem- 
pre en el lado “derecho”. 
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Figura 4.26 Descomposición de un dominio orientado en celdas orientadas. 

Las fórmulas para A conservan su validez aún cuando C no sea una 
curva simple sino una que se intersecta a sí misma dividiendo el plano en 
más de dos regiones. En este caso podemos considerar la fórmula como una 
guía para interpretar adecuadamente el área como una combinación aditi- 
va de las áreas orientadas que corresponden a las diferentes partes conexas 
del plano limitadas por C. Este asunto se discutirá en el Apéndice II de 
este capítulo. 

Ejemplos. Gomo un ejemplo, podemos encontrar el área encerrada por 
la elipse x 2 /a 2 + y 2 /b z = 1. Usando la orientación contra reloj para la elip- 
se y a partir de la representación paramétrica 

x = a cos t, y = b sen t, para 0 < t < 2tt, 
encontramos que 

1 C2lt 1 (*2lt 

A = ~ \ (xy — yx) dt = - \ ab dt — irab. 

Area en coordenadas polares. Para expresar el área en coordenadas 
polares r y 9 consideremos primero el área A de la región limitada por un 
segmento de curva r = f(6) y los radios 9 = <x y 9 = fi. Suponemos que 
a < fi y que 9 puede usarse como parámetro a lo largo de la curva (esto 
es } que puntos diferentes tienen ángulos polares diferentes). Usamos para 
A la expresión 

A ~ 1 ^ ( X dy ~ V dx) = i ^ (xy — yx) dt. 
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la cual tiene entonces que ser extendida sobre la parte curva de la frontera 
y sobre los dos radios. Sobre los radios 9 = a y 9 = (3 podemos usar r como 
parámetro y, a partir de * = r cos 9, y — r sen 6 y 9 — constante, encontrar 
que x = cos 9, y = sen 9, de manera que xy — yx = 0. Sobre la parte curva 
usamos 9 como parámetro. Entonces, 


dr dr 

x = — cos 9 — r sen 9, y = — sen 9 + r cos 9 , 

d9 d9 


y 2 &i xy — yx = r 2 . En consecuencia, 

(21) ¿=l('r*<M=K'/»(«)<«• 

Para una curva cerrada simple C que contenga el origen en su interior y 
sea intersectada por cada rayo que parta del origen en exactamente un 
punto, podemos usar 9 como parámetro, con 0 < 9 < 2tt, y encontrar así 
para el área encerrada 

1 f 2it 

( 22 ) Á = 2\ r2d9 ' 

La fórmula (21) para el área en coordenadas polares puede también 
derivarse directamente a partir de la definición de integral. Para ello se 
divide el dominio en sectores trazando radios desde el origen (Fig. 4.27). 
Cada sector queda descripto por las desigualdades 

9i-i<9 <9>, 0 <r<f{9). 


Obviamente, el área del sector queda entre Ias áreas de los sectores circu- 
lares inscripto y circunscripto; el área de un sector del dominio es entonces 
igual a ir z (9i — 0»-i), donde r está comprendido entre el valor más grande 
y el más pequeño de f(9) para el intervalo 9i -1 < 9 < 9,. Conforme se 
refina la subdivisión la suma de las áreas de los sectores del dominio evi- 


dentemente converge a la integral 


1 f' 

2 J- 


dO. 



Figura 4.27 Area en coordenadas polares. 
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Area en un lemniscato 


Como un ejemplo de la Ec. (21), consideremos el área limitada por una 
espira de una leminscata. La ecuación de la lemniscata (cfr. pp. 125-126) 
es r- — 2a 2 cos20; y una espira es obtenida haciendo variar 0 de —7 t/ 4 a 
+7r/4. Esto da la expresión 


"n/4 


cos 2 9 dO — a 2 


— Tt/4 


para el área. Por supucsto, la otra espira tiene un área del mismo valor 
absoluto pero de signo negativo. 


Area limitada por un hipérbola 

Consideremos ahora el área de un sector limitado por la hipérbola 
x 2 — y 2 = 1, la cual hemos calculado ya en la p. 255 de una manera más 
bien complicada (véase Fig. 3.12). Para la hipérbola (más bicn, para su 
rama derecha) se tiene la representación paramétrica x = cosh t, y — senh t. 
Para el doble del área limitada por la hipérbola y los radios que van a los 
puntos con parámetros 0 y t se encuentra el valor 

2A = C (xy — yx) dr = C (cosh- r — senh- r) dr 
Jo Jo 

= 1 ¿T = Í ' 

(Nuevamente, no hay contribución a la integral por parte dc los radios.) 


1. Centro de rriasa y momento de una curva 

Veamos ahora algunas ideas que surgen en la mecánica. Consideramos 
un sistema de n partículas en un plano cuyas masas son m x , m 2 , ■ ■ ■, m^ y 
las respectivas ordenadas y u y 2 , . . ., y n . Entonces llamamos a 

n 

T = 2 m vyv — m,y x 4- m 2 y 2 + ‘ • * + m n y n 

V= 1 

el momento del sistema de partículas coji respecto al eje x. La expresión 
r¡ = T/M, donde M denota la masa total m x + m¿ + • • • + m n del sistema, 
define la altura del centro de masa del sistema de partículas sobre el eje x, 
o sea su ordenada. Es, justamente, la media pesada de y x ,y 2 , . • •, y« usando 
los “factores peso” m x , m 2 , . .. , m n (ver. p. 164). Por lo tanto, tj es la altura 
promedio de las masas. Análogamente definimos cl momcnto con respecto 
al eje y y la abscisa del centro de masa. 

Podemos extender ahora fácilmcnte estas definiciones de momento al 
caso de una curva a lo largo de la cual hay una masa distribuida unifor- 
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memente, y definir así las coordenadas ¿ y r¡ del centro de masa de tal 
curva. (La hipótesis de una densidad constante, digamos jx, a lo largo de 
la curva no es esencial: cualquier distribución continua podría discutirse 
igualmente.) 

En un procedimiento tipico en la mecánica se comienza con un sistema 
de un número finito n de partículas y se pasa Iuego a un límite para n —> oo. 
Para hacer esto, introducimos la longitud de arco s como un parámetro 
sobre la curva y subdividimos ésta en arcos de longitudes A^, As 2 , .. ., Aí n3 
usando (n —. 1) puntos de división. Representamos la masa jx As^ de cada 
arco A$i como si estuviese concentrada en un punto arbitrario del arco, por 
ejemplo, el punto con ordenada y^. 

Por definición, el momento con respecto al eje x de este sistema de par- 
tículas es 

T = jx 2 yt A S{. 

Si ahora la mayor de las cantidades Así tiende a cero, esta suma tiende 
a un límite dado por la integral 


(23) 


r = /i 




la cual es, por consiguiente, aceptada en forma natural como la definición 
del momento de la curva con respecto al eje x. Puesto que la masa total 
de la curva es igual a su longitud multiplicada por /x, es decir, 


r* 1 _ 

/X \ ds — fx(sx — s o), 

J *o 

llegamos inmediatamente a las siguientes expresiones para las coordenadas 
del centro de masa de la curva: 


f *' 

\ xds 

(24) | = _ . 

-Vo -^l S 0 

Estos asertos son realmente definiciones del momento y del centro de 
masa dc una curva; pero son extensiones tan directas del caso más simple 
de un número finito de partículas, que uno naturalmente espera —como es, 
precisamcnte, el caso— que cualquier afirmación en mecánica sobre el cen- 
tro de rnasa o el momento de un sistema de partículas sea válida también 
para distribucioncs continuas de masa a lo largo de curvas. 



m. Area y volumen de una superficie de revolución 
Regla de Guldin 

Si se hace girar una curva y = f(x), para la cual f(x) > 0, alrededor 
del eje x, se describe una superficie llamada superficie de revolución. E1 
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área de esta superficie, cuyas abscisas suponemos comprendidas entre las 
cotas x 0 y x x > x 0 , se obtiene mediante una discusión análoga a la anterior. 
En efecto, si reemplazamos la curva por un polígono inscripto, en vez de 
una superficie curva tendremos una figura compuesta por un cierto número 
de conos truncados. La intuición sugiere que podríamos definir el área de la 
superficie de revolución como el límite de las áreas de estas superficies 
cónicas cuando la longitud del lado mayor del polígono inscripto tiende a 
cero. De la geometría elemental sabemos que el área de cada cono truncado 
es igual a la longitud de la generatriz multiplicada por el perímetro de la 
sección circular de radio medio. (Fig. 4.28.) Si sumamos estas expresiones 
y después realizamos el paso al límite obtenemos para el área la expresión 


(25) A = 2tt 


Z yds = 2 *\ 


y V 1 + / 2 dx — 2 ttt) {s t — s 0 ). 


Expresado en palabras, este resultado dice que el área de una superficie 
de revolución es igual a la longitud de la curva generadora multiplicada 
por la distancia recorrida por el centro de masa (regla de Guldin). 

Del mismo modo encontramos que el volumen interior a la superficie de 
revolución, limitado en los extremos por los planos x = x- 0 y x = x± > 
está dado por la expresión 


(26) 


V = 


7r 


í 


y 2 dx. 


Esta fórmula se obtiene siguiendo la idea intuitiva de que el volumen en 
cuestión es el límite de los volúmenes de las figuras antes mencionadas 
consistentes en conos truncados. E1 resto de la demostración se deja al 
lector. 


y 



Figura 4.28 Area de una superficie de revolución. 

n. Momento de inercia 

En el estudio de la rotación de un objeto juegan un papel importante 
ciertas cantidades llamadas momentos de inercia. Estas serán mencionadas 
aquí brevemente. 
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Supongamos que una partícula de masa m a una distancia y del eje x 
gira uniformemente alrededor de ese eje con velocidad angular <o (esto es, 
en la unidad de tiempo gira un ángulo <o). La energía cinética de la par- 
tícula, expresada como la mitad del producto de la masa por el cuadrado 
de la velocidad, es obviamente 



A1 coeficiente de 4<o 2 , esto es, a la cantidad my 2 le llamamos el momento 
de inercia de la partícula alrededor del eje x. 

Análogamente, si tenemos n partículas con masas m 1} m 2 , ■ ■ ., m„ y or- 
denadas y 1} y 2 , . . ., y n , llamamos a la expresión 

T = 2 m iyi 2 

i 

el momento de inercia del sistema de masas alrededor del eje x. E1 momento 
de inercia es una cantidad que pertenece al propio sistema de masas, sin 
referencia a su estado de movimiento. Su importancia radica en el hecho 
de que en la rotación rígida del sistema alrededor de un eje, sin que cambie 
la distancia mutua entre pares de partículas, la energía cinética se obtiene 
multiplicando el moxnento de inercia alrededor de ese eje por la mitad del 
cuadrado de la velocidad angular. Así, el momento de inercia alrededor 
de un eje juega el mismo papel en la rotación alrededor de ese eje que la 
masa en el movimiento rectilíneo. 

Supóngase que se tiene ahora una curva arbitraria y = f(x) compren- 
dida entre las abscisas x 0 y x x > x 0 , a lo largo de la cual una masa está 
distribuida uniformemente con densidad unitaria. Para definir el momento 
de inercia de esta curva se procede justamente como en la sección anterior, 
llegándose a la siguiente expresión para el momento de inercia alrededor 
del eje x 

(27) T x = f* 1 y 2 ds — \ X ‘ y 2 Vl +~/ 2 dx. 

J*2 J *0 

Para el momento de inercia alrededor del eje y se tiene, en forma semejante, 

(28) T y = \ ^x 2 ds = \ ^ x 2 V 1 + y 2 dx. 

4.2 Ejemplos 

De la gran variedad de curvas planas escogemos unos pocos ejemplos 
típicos para ilustrar los conceptos discutidos. 
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a. La cicloide coniún 


De las ecuaciones x = a(t — sen t), y — a(l — cost t) (cfr. (1), p. 347) 
se obtiene x = a (1 — cos t) ,y = a sen t , y para la longitud de arcos se tiene 


^ ~ J ^ ^ T dt — j V 2a 2 ( 1 — cos t) dt. 

Puesto que 1 — cos t — 2 sen 2 1/ 2, cl integrando es igual a 2a sen t /2 y, por 
consiguiente, con 0 < a < 27r, se obticnc 


í> 


v — 2 a \ scn (í/2) dt = — 4¿zcos- 


a 

/ 

f a \ 


4 a | 

1 — cos- I 

0 

, 2/ 


8a sen -. 
4 


Si, en particular, sc considera la longitud de arco entre dos cúspides suce- 
sivas, dcbe tomarse a = 2 - 7 T ya que el intervalo 0 < t < 2tt de los valores 
del parámctro corresponde a una revolución del círculo giratorio. Así se 
obtiene cl valor 8 a; esto es, la longitud de arco de la cicloide entre dos 
cúspides sucesivas es igual a cuatro veces el diámetro del círculo giratorio. 

De manera análoga sc calcula el árca limitada por un arco de la cicloide 
y el eje jí: 


/ = ^ yx dt = a 1 ^ (1 

S 2lt 


— cos t ) 2 dt 
2 cos t + cos 2 1) dt 


( 


_ . í . sen2í 

t — 2 scn t + - + —-— 
2 4 


) 


— 3a 2 7r. 


£sta área cs, por consiguicnte, trcs veces cl árca del círculo giratorio. 

Para el radio de curvatura \p\ = 1/|k¡ se tiene, por la Ec. (15) de 
p. 373, 

_ (¿ 2 + y 2 ) % 


2a V2( 1 — cos t) = — 4 a 


t 

sen — 
2 


yx — yx 

En los puntos t = 0, t = ±2tt, .. . esta expresión tiene el valor cero. Estos 
puntos son las cúspides; en ellos la cicloide intersecta el eje x en ángulo 
rccto. 

E1 área de la superficie de revolución que se forma al hacer girar un 
arco dc la cicloide alrededor del cje x está dado, scgún nuestra fórmula 
(25), p. 392, por 


2tt 
8 a'- 


S sa C 2H 

y ds = 27t I a{ 

S 2Tt t 

sen 3 — dt = 1 ( 
0 2 


1 — cos t) • 2a sen — dt 


j: 


sen 3 u du 
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= I6ü 2 7t \ (1 — cos 2 u) sen u du. 

J 0 

La última integral puede evaluarse mediante la substitución cos u = v; y se 
encuentra quc 

1 \ I 1 * 64a 2 7r 

- c°s 2 u J | o = —. 

Como ejercicio, el lector puede calcular Ia altura por encima del eje 
x, r¡, del ccntro de masa de la cicloide, y también el momento de inercia T x . 
Los resultados son 


A - 16a 2 


( 


— cos u + 


V ~ 





T x = 


256 

1T 


a 


3 


b. La catenaria 


La catenaria 1 cs la curva definida por la ecuación y = cosh x. La lon- 
gitud de la catenaria entre las abscisas x=ayx = bes 

S b .__ 

V 1 + sen 2 x dx = \ cosh x dx = senh b — senh a. 

Para el área de la superficie de revolución obtenida haciendo girar la 
catenaria alrededor del eje x, la Ilamada superficie catenoide, se encuentra 


A — 2-n- \ cosh 2 .v dx = 2 -k\ - dx 

)a )a 

= 7r (b — a + i senh 2b — i senh 2a). 


cosh 2x 


A partir de aquí se obtiene a continuación la altura del centro de masa del 
arco de a a b: 


A _ b — a + 4 senh 2b — i senh 2a 
^ 2its 2(senh b — senh a) 

Finalmente, para la curvatura se tiene 

y" _ cosh x _ 1 

K (1 +}/ 2 ) % cosh 2 x cosh 2 x 


1 E1 nombre proviene del hecho de que una cadena suspendida de sus extremos 
adopta la forma de esta curva. Es curioso que la misma curva surja en una aplica- 
ción física completamente diferente. Una película de jabón, limitada por dos círculos 
en el espacio que están en planos paralelos y con sus centros sobre la misma perpen- 
dicular a los planos, tiene la forma de una superficie de revolución obtenida al hacer 
girar la catenaria alrededor del eje x. 
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c. La elípse y la lemniscata 


Las longitudcs de arco de estas dos curvas no pueden reducirse a fun- 
ciones elementales, sino que pertenecen a la clase de “integrales elípticas” 
mencionadas en la p. 318. 

Para la elipse y — ( b/a) V á 1 — x 2 se obtiene 


s 


i 

a 


J a * ~ ~~ b2 ) 

1 a 2 - x 2 



d& 


donde se ha hecho x/a = g, 1 — b 2 /a 2 = r¡ 2 . Mediante la substitución 
£ = sen <f> esta integral puede escribirse en la forma 


5 = 



V 1 — r¡ 2 sen 2 <f> d<f>. 


Aquí, para obtener el semiperímetro de la elipse debe hacerse que x reco- 
rra el intervalo de — a a + a, que corresponde al intervalo 


o ~^<<f><+^ 


Para la lemniscata, cuya ecuación en coordenadas polares r, t es r z 
2 a 2 cos 2 1, de manera análoga se obtiene 


í = 


^ V r 2 4- f 2 dt = 
^ C dt 


„ _ , . , sen 2 2 1 , 

2a z cos 2 1 + 2a 2 -— dt 

cos 2í 


• V2 ( 




í 


dt 


V 1 — 2 sen 2 1 


V cos 2 1 

Si se introduce u = tan t como variable independiente en la última inte- 
gral, se tiene 

du 


sen 2 1 


1 + u ¿ 5 


dt = 


1 + r’ 


y, en consecuencxa, 


í — 


aV2f — 
J V 1 — M 4 


En una espira completa de la lemniscata, u corre de —1 a +1, y la lon- 
gitud de arco es entonces igual a 


a \/"2 



du 

V 1 ~ u 4 


una integral elíptica especial que jugó un papel importante en las inves- 
tigaciones de Gauss. 
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4.3 Vectores en dos dimensiones 

Para las discusiones de curvas planas y muchos otros tópicos en geome- 
tría, mecánica y física, la notación vectorial constituye una herramienta 
conveniente y casi indispensable. En este capítulo desarrollaremos y apli- 
caremos el concepto de vector en dos dimensiones, dejando para el Volu- 
men II las extensiones a dimensiones superiores. 

Explicación intuitiva 

Muchos entes matemáticos y físicos quedan caracterizados por un solo 
número, llamado “escalar”, ya que mide el ente con relación a una escala. 
Como ejemplos tenemos ángulos, longitudes, áreas, tiempos, masas y tem- 
peraturas. Sin embargo, existen otros entes para los cuales tal caracterización 
no es posible; por ejemplo, la forma de un triángulo, la posición de un 
punto en el espacio, la aceleración o la dirección del movimiento de una 
partícula y el estado de tensión de un cuerpo. Para identificar cada una 
de estas entidades se requieren varios números. Gradualmente se han ido 
desarrollando conceptos matemáticos que van más allá del continuo de 
números reales y que permiten representar tales entidades con un solo sím- 
bolo. 1 Los vectores en un plano son objetos matemáticos cuya descripción 
requiere dos componentes de información: una longitud y una dirección. 
A este tipo pertenecen, por ejemplo, la posición relativa y orden de dos 
puntos, la velocidad y la aceleración de una partícula, la fuerza que actúa 
sobre una partícula, etc. 2 

Geométrica o intuitivamente, un vector es esencialmente un segmento 
de recta dirigido, del plano o del espacio, caracterizado por su longitud o 
magnitud y por su dirección. Ordinariamente los vectores se indican con 
flechas de la longitud dada y apuntando en la dirección que se especifica. 
A menos que explícitamente se imponga una restricción, el vector es “lihre”, 
esto es, la localización del extremo inicial del segmento dirigido (o flecha) 
no cs parte inherente de las especificaciones que se dan para el vector. 

A pesar de que conceptos físicos tales como velocidad, aceleración y 
fuerza son ejemplos primarios de vectores en las aplicaciones, definiremos 
los vectores geométricamente mediante ‘traslaciones” o “desplazamientos 
paralelos”. 

E1 análisis vectorial comienza simplemente dando un nombre, “vector”, 
a tales segmentos de recta dirigidos o desplazamientos paralelos. Sin em- 

1 Por supuesto, los números complejos a + ib — z son entes de este tipo, siendo 
simbolos que representan pares de números reales a, b. Es, sin duda, conveniente 
algunas veces usar números complejos en vez de vectores. 

2 Los vctores son insuficientes para algunos propósitos; por ejemplo, para des- 
cribir tensiones o curvaturas de espacios se usan entes más generales llamados “ten- 
sores”. 
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bargo, la característica decisiva de los vectores no consiste en tener un 
nombre que los unifique sino en que (de la misma manera que los números 
complejos) pueden combinarse entre ellos o con escalares (esto es, núme- 
ros ordinarios) mediante un conjunto de reglas, dando origen al álgebra 
o análisis vectorial, de manera tal que ticnen interpretaciones naturales en 
las diferentes ajilicaciones, como, por ejemplo, la superposición de dos velo- 
cidades o el trabajo realizado en un desplazamiento venciendo una fuerza. 
En el lenguaje vectorial que surge intuitivamente, muchas relaciones mate- 
máticas y físicas pueden expresarse en forma concisa y clara. 


a. Definición de vectores mediante traslaciones. Notaciones 

E1 tipo más simple de transformación en el plano es una traslación o 
desplazamiento paralelo. Una traslación dcsplaza o transforma cualquier 
punto P = (x,y) cn el punto P' = (x / ,y') de coordenadas 

x' = x + a, = y + b, 

donde a y b son constantes. La traslación está completamcnte determinada 
por las constantes a y b, que llamaremos componentes de la traslación. 
Usaremos el término “vector” como otro nombre para “traslación”. Usando 
ncgritas para denotar vcctorcs o traslaciones, escribiinos R = (a,b) para 
el vcctor con componcntes a, b (Eig. 4.29). 

Las componentes del vector R están detcrminadas por un par de puntos 
correspondientes P = y P' = (x',y'), ya que entonces 

a = x' — x, b = / — y. 


y 



Figura 4.29 La traslación x' = x + 2, y' = y + 1 correspondiente al vector 
R = PP' = QC¿' = (2, 1). 
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Claramente, para puntos P y P' cualesquiera siempre es posibie encontrar 
una traslación R que transforme P en P'. A este vector lo denotamos por 
R = PP'. Cualquier par ordenado de puntos P = (x, y ), P' = (x', /), esto 

es, cualquier segmento orientado determina así el vector R = PP' — 
(. x' — x, y = y). Obsérvese que un segundo par de punto Q = (|, 77 ). 
Q' — (£', r¡') define el mismo vector si — £ = x' — x y rj' — r¡ = y' — y\ la 
misma traslación R transforma entonces P en P' y Q en Q'. Los vectores R 
están determinados por dos números, sus componentes, de la misma manera 
que los puntos de un plano lo están por sus dos coordenadas. La diferencia 
básica consiste en que un vector está representado geométricamente por un 
par de puntos. En la representación R = PP' llamamos a P el punto inicial 
y a P' el punto final. Para un R dado, uno de los puntos, digamos, el punto 
inicial P = (x, y), puede escogerse arbitrariamente; entonces el punto final 
P' = (x', y') queda determinado en forma única por las relaciones x = 
.v 4- a, y' = y + b. Intercambiando los puntos inicial y final se obtiene el 
vector opuesto P'P — (— a, — b). 

Si escogemos como punto inicial el origen O = (0,0), podemos asociar 
unívocamenteun vector R con todo punto Q= (x,y) tomando simple- 
mente R = OQ. E1 vector R con punto inicial fijo O se llama entonces- 
vector de posición de Q. Las componnentes de la posición del punto Q son 
simDlemente las coordenadas x. v de ese Dunto. 

4 < 4 

E1 vector R de componentes a = 0, 6 = 0 se llama vector nulo y se 
denota por O. Corresponde a una traslación que deja fijo cualquier punto: 

O = (0,0) = PP. 

La distancia r entre dos^puntos P = (x,y) y P' = (x', 1 /) después sólo 
del vector R = (a,b) = PP', puesto que 

r = \/ (x' — x) ‘ ¿ + (/ — y) - — V a " + ^ 2 - 

A esta distancia le llamamos la longitud del vector R, y escribimos r = R. 
La longitud de R es siempre un número positivo a menos que R = O (ver 
Fig. 4.30). 


P’ 



Figura 4.30 Componentes a, b y longitud r de un vector R = PP'. 
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Definimos el producto de un vector R = ( a,b) por un número o “es- 
calar” X como el vector 

R* = XR = ( \a,\b). 

Gon X — — 1 tenemos en R* = (— a, — b) el vector opuesto a R (Fig. 
4.31). 



Si R ~~PP^= (a,b), con P = (x,y), P' = (x', y '), podemos represen- 

tar R* = XR como PP", donde P" = (x", yf') = (x + Xa,y + \b) (ver 
Fig. 4.32). Para a = b = 0 se tiene, por supuesto, P" = P' = P. Para a y b 
no simultáneamentc nulos, el punto P" = (x", 1 /') = (x + Xa, y + Xb) re- 
corre completamente, para X variablc, la recta 

x^'b — y"a — xb — ya. 



P" = (x",y") 


\b 


Figura 4.32 La relación vectorial R* = PP" = X PP' para X = %. 

E1 valor X = 0 da P" = P, en tanto que X = 1 da P" — P'. Asi, P" está 
sobre la recta que pasa por P y P'. Para X > 0 los puntos P" y P* están 
sobre el mismo lado de P; para X < 0, están en lados opuestos. 

Los dos vectores R = (a, b) y R* = (a*, b*) se dice que tienen el mis- 
mo sentido si R* = XR con X positivo, y sentidos opuestos si X < 0. Si 
R = O, esto significa que también R* = O. Si R += O, la condición nece- 
saria y suficiente para que R* tenga el mismo sentido que R es que 
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a _ a* b _ b* 

y/a 2 + b 2 Va* 2 + b* 2 ’ y a 2 + b 2 yja* 2 + b* 2 ' 

A las cantidades 

^_ a _ a _ a _ b _ b _ b 

V<z 2 + b 2 |R| r ^ y a 2 + b 2 |R| r 

que determinan la dirección del vector, R les llamamos cosenos directores 
de R. No están definidos, por supuesto, para R = O. Puesto que | 2 + r¡ 2 — 1, 
podemos siempre encontrar un ángulo a y un correspondiente ángulo (3 = 
7 r /2 — a tales que 

¿ = cos a, t] = sen a = cos ¡3. 

E1 ángulo a se llama ángulo de dirección de R (Fig. 4.33). Está determi- 

nado sólo a menos de un múltiplo par de 7 r. Para R = PP' tenemos 

x' — x y — y 

cos a =- , sen a = -. 

r r 

Obviamente, a es el ángulo entre el eje aí positivo y la recta que va de 
P a P'. Más precisamente, una rotación del eje x positivo alrededor del 
origen en un ángulo a (considerado positivo si la rotación es contra reloj, 
negativo en el caso opuesto) dará a dicho eje la dirección de P a P'. E1 
vector opuesto — R = ( — a,—b ) tiene cosenos directores — | y —rj,y án- 
gulos de dirección que difieren de a en múltiplos impares de 7 r. Si el punto 

inicial P del vector R = PP' es el origen, el ángulo de dirección a de R es 
simplemente cl ángulo polar 0 de P'. 


F 




Figura 4.33 Cosenos directores £, r¡ y ángulos de dirección para un vector PP'. 
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b. Adición y multiplicación de vectores 

Suma de vectores 

Los vectores se han definido mediante traslaciones, esto es, como ciertas 
transformaciones de puntos en el plano. Existe una manera perfectamente 
general dc combinar dos transformaciones cualesquiera aplicándolas suce- 


P' 



Figura 4.34 Adición de los vectores PP' = (a, b) y P'P" — (a *, b*). 

sivamente. Si la primera transformación lleva el punto P al punto P' y la 
segunda lleva P' a P", la transformación combinada es aquélla que lleva 
P a P". En el caso de dos vectores R = (a, b) y R* = (a*, b*) , el vector 
R transformará el punto P = (x, y) en el punto P' — (x a, y + b) y R* 
transformará P' en P" = (x + a + a*,y + b + b*). La transformación de 
P en P" resultante es también una traslación; la llamaremos la suma o la 

resultante de los vectores R = Pp y R* = P'P", y la denotaremos por 
R + R* (Fig. 4.34) Las componentes de la suma son a + a* y b + b*. 
Así, nuestra definición dc suma de dos vectores es 

Pp + P r P' = PP 7 '] 

o bien, si describimos los vectores por sus componentes, 

(a, b) + (a*, b*) = (c + a*,b + b*). 

_ 

Si R* se toma con el mismo punto inicial que R, digamos R* = PP"', los 
puntos P, P'", P" y P' constituyen los vértices de un paralelogramo. Los dos 
lados que parten de P representan los vectores R y R*. La suma R + R* 
está representada por la diagonal que parte de P ("construcción del para- 
lelogramo” para la suma de vectores).. 

1 Esta “suma” es realmente el “producto símbólico” de las dos transformaciones, 
como se define en la p. 76. La notación de suma es aquí más natural debido a que 
corresponde a la adición de las componentes. 
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Las sumas vectoriales obedecen las leyes conmutativa y asociativa de 
la aritmética, ya que la adición de vectores se reduce a la adición de las 
componentes correspondientes (Fig. 4.35). Dichas sumas obedecen además 
las leyes distributivas para la multiplicación de una suma de dos vectores 
por un número \ y de un vector por la suma de dos números k, ju: 

A(R + R*) = AR + AR* (A + ¡i) R = AR + juR. 2 

Estas reglas nos permiten expresar un vector PP' en términos de los 
vectores de posición OP y OP' de los puntos P y P' (Fig. 4.36) : 

-pp> = ~po + ÓP'"=~OF + PO =~oP -~OP. 

Es importante darse cuenta de que, generalmente, si se va de un punto P 
a un punto Q pasando por los puntos A, B, C, . . . , E, F, entonces el vec- 

tor PQ es la suma de los vectores PA, AB, BC, . . . , ÉF, FQ (Fig. 4.37). 




Figura 4.35 Leyes conmutativa y asociativa de la adición vectorial. 
Angulo entre vectores 

E1 ángulo 9 formado por un vector R* = ( a*,b *) con el vector R = 
(a, b) se define como la diferencia entre sus ángulos de dirección: 

2 Para distinguir entre vectores y números en una ecuación, siempre ponemos el 
número antes del vector al escribir productos. La combinación R\ no se usará, aun- 
que podría definirse por XR = R\. 
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Figura 4.36 PP’ = OP' - OP. 


D 



Figura 4.37 PQ = PA 4- AB + BC + • • • + FQ. 


0 = a* — «. (Aquí se supone que ninguno de los vectores R y R* es el 
vector cero.) Nuevamente, el ángulo 8 está determinado solamente a menos 
de múltiplos enteros de 2tt (Fig. 4.38). Una rotación de ángulo 8 (con el 
signo de 8 indicando el sentido de la rotación) transformará la dirección de 
R en la de R*. Las cantidades cos 8 y sen 9, que están determinadas uní- 
vocamente, pueden inmediatainente expresarse en términos de los cosenos 
directores de R y R*: 

cos 9 — cos (a* — «) = cos « cos «* + sen « sen a* 

_ aa* + bb* 

yja 2 + b 2 ^a* 2 + b* 2 

sen 9 = sen («* — a) = cos « sen «* — sen a cos «* 
ab* - a*b 

V¿z 2 + b 2 \/a* 2 + b* 2 
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Figura 4.38. Angulo 0 que el vector R* forma con R. 

E1 denominador de cada expresión es justamente el producto rr* de las 
longitudes de los vectores. Las expresiones que aparecen en los numerado- 
res se introducen como “productos” de los dos vectores. 

Producto interior y producto exterior de dos vectores 

Se define el producto “escalar”, producto ‘intemo” o producto “punto” 
de dos vectores, R = (a,b) y R* = ( a*,b *), mediante la expresión 

R • R* = aa* + bb* = rr* cos 9, 

y el producto “exterior” o producto “cruz”, por Ia expresión 

R X R * = ab* - a*b = rr* sen 0. 1 

Gomo puede fácilmente verificarse, los productos interior y exterior obe- 
decen las leyes distributiva y asociativa: 

R • (R* + R**) = R • R* + R • R**, 

R x (R* + R**) = R x R* + R x R**, 

X(R-R*) = (AR) • R* = R • (AR*), 

a(R X R*) = (AR) x R* - R X (AR*). 


La ley conmutativa de la multiplicación también se cumple para productos 
interiores: 

R • R* = R* • R. 

Sin embargo, para productos exteriores el intercambio de los factores cam- 
bia el signo: 

R x R* = — R* x R. 


Dados R y R* con el mismo punto inicial, R = PQ, R* — PQ, pode- 
mos interpretar R • R* como el producto de la proyección r* cos 6 del seg- 


1 Con nuestra definición, tanto el producto interior como el exterior son reaJ- 
mente “escalares”. E1 término “producto escalar” se reserva para el producto interior 
debido a que en tres dimensiones el análogo del producto exterior es un vector (en 
este caso, el producto exterior también se llama “producto vectorial >> ). 
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mento PQ* sobre el segmento PQ y la longitud r de este segmento. E1 
producto exterior R x R* es simplemente el doble del área del triángulo 
orientado PQQ*, tomada con signo positivo si los vértices PQQ* están 
ordenados contra reloj y con signo negativo para el orden inverso (Fig. 
4.39). 


Q* 



Figura 4.39 E1 producto vectorial R X R* = |R| |R*| sen 0 como el doble 
del área del triámgulo PQQ*- 

Para cualquier vector R = ( a, b ), 

R-R = a 2 + b 2 = |R| 2 

es el cuadrado de la longitud del vector. Así, R • R es positivo a menos que 
R = O. Por otra parte, R x R es siempre ccro. La condición para que dos 
vectores no nulos sean mutuamente ortogonales es que R • R* = 0, y serán 
paralelos (esto es, tendrán la misma dirección y sentidos iguales u opuestos) 
si R x R* = 0. 


Ecuación de la recta 

Usando la notación vectorial podemos escribir fácilmente la ecuación 
de una recta que pasa por dos puntos. Si P = (x, y), P 0 = (x 0 j y 0 ) y Pi = 
(x lt yi) son tres puntos tales que P 0 7 ^ P 1} entonces P estará sobre la recta 

> V . V 

que pasa por P 0 y P x si los vectores PoP y P 0 Pi son paralelos, esto es, si 

KP X XK = 0. 

--V. --V _, 

Si R = OP, R 0 = OPo y Ri = OP t son los vectores de posición de los 
tres puntos, la condición toma la forma 

(R - R 0 ) x (Ri - Ro) = 0 

o bien 

(Ri — Ro) xR^RiX Ro- 

Substituyendo los vectores de posición por las coordenadas de los puntos 
sc obticne la ecuación de la recta en la forma usual (Fig. 4.40) : 

(*i - ^o)y — (yi — yo)* = *iy 0 — y^x 0 . 
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Figura 4.40 La recta en notación vectorial. 


En vez de especificar dos puntos de la recta, podemos especificar sólo 
uno, P 0 , y requerir que la recta sea paralela al vector S = ( a,b). Evidente- 
mente, la ecuación de la recta es entonces 

(R - R 0 ) X S = 0, 

o bien 

(x — x 0 )b — (y — y 0 )a = 0. 

Para S = P 0 Pi se obtiene la ecuación primera. 

La distancia d de la recta al origen puede también expresarse en nota- 

ción vectorial. Es claro que el producto de d y la longitud del vector P 0 P y 
es el doble del área del triángulo OP 0 P-¡.. Por lo tanto, 


d = 


1 




(ÓPo x óK) = 


RoXRi 
Ri - Ro| 


_ x 0 yi — xiyp 

y/(xi ~ x 0 ) 2 + (yi - y 0 ) 2 


Aquí se toma d con signo positivo si los puntos O, P 0 y Pi se suceden uno 
al otro en el sentido contra reloj. 


Vectores coordenados. Un vector R = (a,b) puede representarse en la 
forma 

(29) R = a\ + bj, 

donde se denotan por i y j los “vectores coordenados” 

(30) i = (1,0), j=(0,l). 

De esta manera se divide R en dos vectores a\ y bj que apuntan respec- 
tivamente en las direcciones positivas de los ejes x e. y. Las componentes 
a y b de R son justamente las longitudes (con sus signos) de estos dos 
vectores. 
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En las aplicaciones se tiene a menudo necesidad de representar un vec- 
tor R como la resultante de vectores con dos direcciones ortogonales (esto 
es, mutuamente perpendiculares) dadas. Con este fin, lo mejor es introdu- 
cir dos vectores unitarios (o sea, vectores de longitud 1) I y J con las di- 
recciones prescritas. La descomposición de R requerida se realiza si puede 
representarse R en la forma 

(31) R = AI + BJ 

con escalares adecuados A, B (cfr. Fig. 4.40). Es fácil encontrar los va- 
lores de A y B en el caso en que tal representación de R exista. Pues, en 
efecto, por hipótesis, los vectores I y J son vectores unitarios de longitud 
1, de manera que 

(32) II = JJ = 1, I-J = 0. 

Formando el producto escalar de la Ec. (31) con I, J, respectivamente, 
se encuentra de inmediato que A y B deben tener los valores 

(33) .4 = R * I, £=R*J; 

es decir, A y B son las longitudes (con sus signos respectivos) de las proyec- 
ciones en las direcciones dadas del segmento que representa a R. 

La posibilidad de expresar R como una combinación lineal (31) de I 
y J se deriva de la representación (29) de R en términos de i y j, siempre 
que pueda demostrarse que i y j mismos pueden ser expresados en térmi- 
nos de I y J. Sin embargo, I = («, /3) y J = (y, 8) pueden escribirse de 
la manera siguiente 

(34) I = «i + /?j, J = yi + 8j. 

Gomo consecuencia de (32), las cantidades «, f3, y, 8 deben satisfacer las 
llamadas relaciones de ortogonalidad 

(35) « 2 + (3 2 = y* + 8 2 = 1, ay + (38 = 0. 

Si se multiplica la primera de las ecuaciones (34) por 8, la segunda por (3, 
y se restan, se obtiene 

(36) («8 — /?y)i — 81 — /3J; 
y, en forma análoga, 

(37) («8 -/?y)j = -yl + «J. 

Aquí se tiene para los vectores unitarios mutuamente perpendiculares I y 

J 9 ue 


(38) 


«8- (3y — I X J — 
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donde se escoge un signo u otro dependiendo de que el sentido de la ro- 
tación en 90° que transformc I en J sea contra reloj o en el sentido del 
reloj. En uno u otro caso las fórmulas (36) y (37) expresan i y j en térmi- 
nos de I y J. Substituyendo estas expresiones en (29) se obtiene la justifi- 
cación de la fórmula de representación (31) para un vector arbitrario R. 




La fórmula (31) puede también interpretarse como la representación 
del vector R en un nuevo sistema de coordenadas cuyos ejes apuntan res- 
pectivamente en las direcciones de I y J. Las componentes de un vector 
unitario son al mismo tiempo los cosenos directores del ángulo de dirección 
<f> y \f/, respectivamente. Entonces, 

a — cos <f>, /? — sen <f>, y = cos \f/, 8 = sen i (/. 

Aquí se tiene if/ — <f> + iir, o bien if/ = <f> — i-n-. En el primer caso (que 
corresponde a un sistema dextrógiro con vectores coordenados I y J) se 
tiene y — —J3, 8 = a, <x8 — fiy = + 1; de manera que 

(39) I = (cos<f>, sen <f>), J = ( — sen <f>, cos <f >). 

Las fórmulas (33) que dan las componentes de R referidas a lcs vectores 
coordenados I y J toman entonces la forma 

(40) A = a cos <f> + b sen <f>, B = — a sen <f> + b cos <f>. 
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Estas fórmulas expresan las relaciones entre las componentes de uno y el 
mismo vector R en dos sistemas de coordenadas dextrógiros que se obtienen 
uno del otro mediante una rotación de ejes en un ángulo <f>. Si se supone 
que los sistemas de coordenadas tienen el mismo origen O y que R es el 
vector de posición ÓP de un punto arbitrario P , las fórmulas (40) expre- 
san la transformación de los sistemas de coordenadas obtenidas ya en la 
p. 379, ecuación (18). Las componentes a, b y A, B son entonces respecti- 
vamcnte las coordenadas de P en los dos sistemas. 


c. Vectores variables, sus derivadas e integrales 


Es natural considerar vcctores R = (a, b) cuyas componentes a, b sean 
funciones de una variable t, digamos a = a(t ), b = b(t). Para cualquier t 
se tiene entonces un vector 

R = R(0 = (a(t),b(t)) 

y se dice quc R(¿) cs una función vectorial de t. Un ejemplo lo propor- 
ciona el vector de posición de un punto que se mucve al variar el tiempo t. 

Se dice que R(í) tienc el límite R* = (a*,b*) para / —> t 0 si a(t) 
tienc cl límite a * y b(t) el límite b* para t—>t 0 . En ese caso la longitud 
de R(/) tiende hacia la de R* y, si R* ^ 0, la dirección de R(í) tiende 
hacia la de R* (esto significa que los cosenos directores de R tienden hacia 
los de R*). Se dice que el vector R(/) depende continuamente de t si 


lím R(í) = R(í 0 ), 

t —>to 

esto es, si las componentes de R son funciones continuas dc t. La longitud 
y, si R(í 0 ) =7^0, también la dirección de un vector continuo varían conti- 
nuamente con t. 

Para introducir la derivada de un vector se forma para dos valores 
t y t 4- h del parámetro el cociente incrcmental 


a(t + h) — a(t) b(t + h) — b(t) 

h 5 h J 5 

y se define la derivada de R coino el límite del cociente incremental para 
h-+ 0: 


jmt + h) - r ( 0 ] = 


R 


¿R 

dt 


lím — [R(í + h) 

h->o h 


R (0] 



('a, b). 


La dcrivada de un vector se forma derivando sus componentes. 

Las derivadas de productos de vectores, coino se ve fácilmente, obede- 
cen las reglas ordinarias de las derivadas de productos de funciones reales 
o “escalares”: 
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(RS)' = = ^S + R-^ = RS + RS 

dt dt dt 


;r x s)' = ¿R *- - = RxS + RxS, 

at 


donde para los productos exteriores es necesario conservar el orden original 
de los factores. 

En forma análoga se define la integral del vector R(í) en términos de 
las integrales de sus componentes: 


^ R(í) dt — ^ a(t) dt, ^ b(t) dt ^ 


EI teorema fundamental del cálculo implica que 


d_ 

dt 


í 


R(f) ds = R(í). 


d. Aplicación a curvas planas. Dirección, “rapidez” y aceleración 

Vector velocidad 

En la Sección 4.1 se representó una curva C mediante dos funciones 
x — <fi(t) e y — ip(t). Gada valor de t en el dominio de estas funciones de- 
termina un punto P = (x, y) sobre C; en este caso t puede considerarse 
como el tiempo y P como un punto móvil cuya posición en el tiempo t está 
dada por x(t) e y(t). Si se identifican x e y con las componentes del vector 
de posición R = OP de P, entonces C queda descripta por el punto final del 
vector de posición 

R = R(0 = (*(t),y(t)) 

(Fig. 4.41). Para dos puntos P y P' de C correspondientes a los valores 
paramétricos t y t + At, la expresión 

PF = OF-OP = R(í + At) - R(t) = AR 

da el vector representado por la secante dirigida de C con puntos extre- 
mos P, P'. Aquí At es positivo, esto es, si el punto P' sigue a P sobre C en 
el sentido de las t crecientes, entonces el vector 

¿(R(í + Aí) -R(0) 

tiene la misma dirección que el vector R(f + Aí) — R(í) = PP'; su lon- 
gitud es la distancia entre Ios puntos P y P' dividida por At. Cuando At 
tiende a cero se obtiene en el límite el vector 
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R - R(f) - (x(f),y(f)), 

donde, nuevamente, el punto se usa para denotar derivación con respecto 
al parámetro t. La dirección de R es el límite de las direcciones de las 
secantes PP', y, por lo tanto, es la dirección de la tangente en el punto P. 
Más precisamente, R apunta en aquella dirección de la tangente que co- 



Figura 4.41 Derivada del vector de posición para una curva. 

rresponde a valores crecientes de t sobre C, suponiendo que R^O. Los 
cosenos directores de R son las cantidades 

* y 

cos a — — ■ , sen a = — - . , 

V r + f V x 2 + y 2 

introducidas en la p. 364 como cosenos directores de la tangente. La lon- 
gitud dc R, 

|R| = V x 2 + y ¿ , 

puede interpretarse como ds¡dt, esto es, la medida de cambio, con respecto 
al parámetro t, de la longitud s a lo Iargo de la curva. Si t representa el 
tiempo, |R¡ representa entonces la velocidad con la que el punto se mueve 
a lo largo de la curva. 

En Mecánica uno debe considerar la velocidad de una partícula no sólo 
como algo que tiene una cierta magnitud (la “rapidez”) sino también una 
cierta dirección. La velocidad está entonces representada por el vector 
R= M), cuya longitud es la velocidad (escalar) y cuya dirección es la 
dirección instantánea de movimiento, esto es, la dirección de Ia tangente 
en el sentido de las t crecientes. 
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Aceleración 

Análogamente, la aceleración de la partícula se define como el vector 
R— (x, y ). Si la aceleración se anula, esto significa que x — y = 0;siR=O 
a lo largo de un intervalo t completo, las componentes de la velocidad tie- 
nen valores constantes x — a, y — b ; y las componentes del vector de po- 
sición mismo son entonces funciones lineales de t : x = at + c, y — bt + d. 
En cste caso la partícula se mueve con velocidad constante a lo largo de 
una línea recta. 

Todos nuestros resultados anteriores relativos a curvas son fácilmente 
expresables en notación vectorial si se describe la curva por el vector de 
posición R = R(í) = (x(t), y(t)), con a < t < J3. Se encuentra para la 
longitud [cfr. Ec. (8), p. 367] la expresión 



en tanto que para que el área, con su signo, encerrada por una curva 
[cfr. Ec. (20), p. 383]: 

A = i ^ R X R dt 

(el signo de esta cantidad depende de la orientación de la curva). Final- 
mente, para la curva k se tienc la fórmula [cfr. Ec. (15), p. 373] 

__ R x R 

K-.-. 

|R|» 


Componentes tangencial y normal de la aceleración 

Las fórmulas anteriores tienen implicaciones interesantes si nuevamente 
se interpreta t como el tiempo. Sea y el ángulo formado por el vector R 
con el vector R, esto es, con la dirección instantánea de movimiento. La 
cantidad |R| cosy representa la proyección de R en la dirección de R; la 
llamamos componente tangencial de la aceleración. Análogamente, ]R| sen y 
es la proyección de R sobre la normal (más precisamente, sobre la normal 
que se obtiene a partir de R mediante una rotación contra reloj de 90°); 
ésta es la componente normal de la aceleración (ver Fig. 4.42). Por defi- 
nición de productos interior y exterior, 


Ahora bien, 


IRI cos y = 


R R 

!R| 


R-R = i(R R + R R) = 


|R¡ sen y = 


R x R 

|R| 


L L 

2 dt 


(R-R) 


1 dv 2 

2 ~dt 


v 


dv 
d ¿* 
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Figura 4.42 Aceleración tangencial y aceleración normal. 

donde v — dsjdt — |RJ = R ■ R es la velocidad (esealar) del punto. Por 
lo tanto 

(41) |Rj cosy = ~ = v; 

De esta inanera, la componentc tangencial de la aceleración es idóntica a la 
medida de cambio, o sea, la dcrivada, con respecto al tiempo, de la velocidad. 
Para la aceleración normal la fórmula de la r.urvatura conduce a 

(42) |R| scn y = K |R| 2 = kí; 2 , 

esto es, el producto del cuadrado de la velocidad por la curvatura. 

Para una partícula que se mueve con velocidad constante v a lo largo 
de una curva, la aceleración tangencial v se anula. E1 vector aceleración 
es entonc.es perpendicular a la curva. Más precisamente, dicho vector apun- 
ta hacia el lado “interno” de la curva, o sea, el lado hacia el cual la curva 
se dobla (esto se ve, por cjemplo, del hecho de que sen y > 0 cuando k > 0, 
o, lo que es lo mismo, cuando la tangente gira contra reloj). A1 moverse 
a lo largo de una curva con rapidez constante un punto experimenta, por 
lo tanto, una aceleración hacia el interior de la curva, que es proporcional 
a la curvatura y también al cuadrado de la velocidad. Este hecho es de 
obvia significación debido a que, como resultado de la ley de Newton (dis- 
cutida más adclante), se necesita una fuerza proporcional a la aceleración 
para mantcner el punto P sobre la curva. 

4.4 Movimiento de una partícula bajo la acción de fuerzas especificadas 

Los primeros desarrollos del cálculo fueron estimulados en forma deci- 
siva no solamente por la geometría sino también en una gran medida por 
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los conceptos de la Mecánica. Esta ciencia descansa sobre ciertos principios 
básicos que fueron establecidos primeramente por Newton. E1 cstableci- 
miento de estos principios involucra el concepto de derivada, y su aplica- 
ción requiere de la teoría de la integración. Sin analizar en detalle los 
principios de Newton, ilustraremos con algunos ejemplos sencillos cómo el 
cálculo se aplica en Mecánica. 

a. Ley de movimiento de Newton 

Nos restringiremos a la consideración de una única partícula, esto es, 
un punto cn el cual se supone concentrada una masa m. Supondremos 
además que el movimicnto se efectúa en el plano x, y, en el cual la posi- 
ción de la partícula en el tiempo t está especificada por sus coordenadas 
* — x(t ), y — y(t), o, equivalentemcntc, por su “vector de posición” R = 
K(t) = (x(t),y(t)). Un punto sobre una cantidad indica derivación con 
respecto al tiempo t. La velocidad y la aceleración dc la partícula quedan 
entonces representadas por los vectores 

R = (*,y) y R = (x,y). 

En Mecánica se relaciona el movimiento de un punto con el concepto- 
de fuerzas de dirección y magnitud definida que actúan sobre este punto. 
También puede describirse una fuerza mediante un vector F = (p,<r). E1 
efecto de varias fuerzas Fi, F„ ... que actúan sobre la misma partícula 
es el mismo que el de una única fuerza F, la fuerza resultante, que es sim- 
plemcnte la suma vectorial F = Fi + F 2 + • • • de las fuerzas individuales. 

La ley fundamental de Newton establece que: la masa m multiplicada 
por la aceleración es igual a la fuerza que actúa sobre la partícula; en 
símbolos, 

(43) mR = F. 

Si escribimos esta ecuación vec.torial, que expresa la ley fundamcntal, en 
términos de las componentes de esos vectores, obtenemos el par equivalente 
de ecuaciones 

(44) mx — p, my = <r. 

Puesto que accleración y fuerza difieren solamente en el factor positivo 
m, la dirección de la aceleración es la misma que la de la fuerza. Si nin- 
guna fuerza actúa, esto es, F = O, la aceleración se anula, la velocidad es 
constante y x, y se vuelven funciones lineales de t. Esta es la primera ley de 
Nevuton: una partícula sobre la que no actúan fuerzas se mueve con velo- 
cidad constante a lo largo de una línea recta. 

La ley de Newton mR = F, en el primer ejemplo, no es más que la 
definición cuantitativa del concepto de fuerza. EI lado izquierdo de esta 
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relación puede determinarse observando el movimiento, mediante lo cual 
se obtiene entonces la fuerza. 

Sin embargo, la ley de Newton tiene un significado más profundo debido 
al hecho de que en muchos casos podemos determinar la fuerza actuante 
a partír dc otras consideraciones físicas, sin conocer el movimiento corres- 
pondicntc. Esta ley fundamental no cs entonces una definición de fuerza 
sino una relación a partir de la cual podemos esperar la determinación del 
movimicnto. Esta manera de considerar las cosas al usar la ley de Newton 
muestra su utilidad en los numerosos casos en los que consideraciones físicas 
permiten expresar la fuerza F o sus componentes p, a de manera explícita 
como funciones de la posición y la velocidad de la partícula y del tiempo t. 
La ley de movimiento no es entonces una tautologia sino que proporciona 
dos ecuaciones quc expresan mx, my en términos de x, y, x, y y t, las lla- 
madas ecuaciones de movimiento. Son éstas ecuaciones diferenciales, esto 
es, relaciones entre funciones y sus derivadas. La solución de estas ecua- 
ciones diferenciales, o sea, el encontrar todas los pares de funciones x(t), 
y(t) para las cuales las ecuaciones de movimiento son válidas, dan todos los 
movimientos posibles dc una partícula bajo la acción de la fuerza pres- 
crita. 

b. Movimiento de cuerpos en caída 

E1 ejemplo más sencillo de una fuerza conocida es el de la gravedad 
que actúa sobre una partícula ccrcana a la supcrficie de la Tierra. Se sabe 
por observación directa que (despreciando los efectos de la res'stencia del 
aire) todo cuerpo que cac tiene una aceleración dirigida verticalmente ha- 
cia abajo y que tiene la misma magnitud g para todos los cuerpos. Medida 
en metros por segundo (in.s' 2 ), g tienc aproximadamcnte el valor 9.80. 1 
Si escogernos un sistema dc c.oordenadas x, y en el cual el eje y apunte 
verticalmente hacia arriba en tanto que el eje x es horizontal, la acelera- 

ción R = (x, y ) ticne las componentes 

x = 0, y- ~g. 

Por la ley fundamental de Newton, el vector F que representa la fuerza 
de gravedad que actúa sobre una partícula de masa m debe entonces ser 

F = (0, -mg). 

Este vector fuerza está de la misma manera dirigido verticalmente hacia 
abajo; su magnitud, el peso del cuerpo cerca de la superficie de la Tierra, 
es mg. 

1 E1 valor preciso de g, que además de la atracción gravitacional incluye los 
efectos de la rotación de la Tierra, depende de la posición sobre ésta. 
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Cuando se cancela el factor m, las ecuaciones de movimiento de una 
partícula bajo la acción de la gravedad toman la forma 

x — 0, y = -g. 

A partir de estas ecuaciones podemos obtener fácilmente una descripción 
del movimiento más general posible para un cuerpo que cae. Integrando 
con respecto a í se obtiene 

x = a, y= ~gt + b, 

donde a y b son constantes. Una integración posterior muestra entonces 
que 

x = at 4- c, y = ~igt 2 + bt + d, 

donde c y d son también constantes. Así, la solución general de nuestras 
ecuaciones de movimiento depende de cuatro constantes no especificadas, 
a, b, c, d. Podemos relacionar inmediatamente los valores de estas constantes 
para un movimiento particular con las condiciones iniciales de este movi- 
miento. Si al tiempo inicial t = 0 la partícula está en el punto (x 0 ,y 0 ), en- 
tonces, haciendo t = 0, se encuentra 

c — x 0 , d = y 0 . 

La velocidad R — (x,y) = (a, —gt + b) se reduce a (a, b) para t = 0. 
Así (c,d) y (a,b) representan respectivamente la posición y la velocidad 
iniciales de la partícula. Cualquier elección de estas condiciones iniciales 
origina en forma unívoca un movimiento. 

En el caso 0, esto es, el caso en que la velocidad inicial no es ver- 
tical, podemos eliminar t y obtener una representación no paramétrica para 
la órbita de la partícula. Despejando t de la primera ecuación y substituyen- 
do cl resultado en la segunda, se llega a 

y = ~ (* ~ c ) 2 + “ (* ~ c) + d. 

¿a a 

Por lo tanto, la trayectoria es una parábola. Para a = 0 tenemos x = c = 
constante, y todo el movimiento se efectúa a lo largo de una recta vertical. 

c. Movimiento de una partícula restringido a una curva dada 

En la mayoría de los problemas de mecánica las fuerzas que actúan 
sobre una partícula dependeñ de la posición y de la velocidad de dicha 
partícula. En general, las ecuaciones de movimiento son demasiado com- 
plicadas para permitimos determinar íodos los movimientos posibles. Una 
simplificación grande se logra si puede considerarse como conocida la curva 
C descrita por la partícula, de manera que sólo tenga que determinarse el 



418 Aplicaciones en física y geometría 


Cap. 4 


movimiento a lo largo de la curva. En una variedad muy grande de pro- 
blemas mecánicos la partícula está restringida (mediante algún artificio 
mecánico) a moverse sobre una curva dada C. E1 ejemplo más simple lo 
constituye el péndulo plano, en el que una masa m está sujeta a un punto P 0 
por medio de un hilo inextensible de longitud L y se mueve bajo Ia acción 
de la gravedad sobre una circunferencia de radio L con centro en P 0 . 

Usando el arco de longitud s como parámetro a lo largo de la curva C, 
ésta queda determinada por las ecuaciones a; = x(s) , y = y(í). Encontrar 
el movimiento de la partícula a lo largo de C equivale entonces a encon- 
trar s como función de t. Una ecuación de movimiento válida a lo largo 
de la curva se encuentra de la manera siguiente. 

Multiplíquense escalarmente ambos lados de la fórmula de Newton 
mR = F por un vector 

mR • | = F • 

Si se escoge £ igual al vector de longitud 1 cuya dirección es la de la tan- 
gente a C en el sentido de las s crecientes, esto es, £ = dK/ds, la expresión 
F • £ = / dará la componente tangencial de la fuerza, o fuerza que actúa 
en la dirección del movimiento. De acuerdo con la ecuación (41) de la p. 414, 
la componente tangencial R-| de la aceleración es justamente dv/dt — 
d 2 s/dt 2 , esto es, la aceleración de la partícula a lo largo de la curva. La 
ley de Newton conduce entonces a la fórmula 


(45) ms = f, 

o sea, la masa de la partícula multiplicada por su aceleración a lo largo 
de la trayectoria es igual a la fuerza que actúa en la dirección del mo- 
vimiento. 

A1 aplicar esta ecuación a una partícula restringida a moverse sobre una 
curva C, suponemos que las restricciones no contribuyen a la fuerza f. 1 Para 
una fuerza F = (/>, a) la ecuación (44) de la p. 415 conduce a 


(46) 


dx 


dy 

d¡' } 


dxdy 

puesto que el vector ¿ tiene como componentes —, — (ver p. 4\¿). Para 

dx dy 

una curva C conocida los cosenos directores — y — de la tangente pueden 

ds ds 

considerarse como funciones conocidas de s. De la misma manera, si la 
fuerza F =2(p,a) depende solamente de la posición de la partícula, / será 
una función conocida de s. E1 movimiento de la partícula a lo largo de C 


1 Realmente, el mecanismo de restricción tiene que proporcionar una fuerza que 
mantenga a la partícula sobre C (en el péndulo simple la proporciona la tensión del 
hilo). Suponemos que esta fuerza de “reacción” es perpendicular a la curva y así 
no tiene componente tangencial; y éste es el caso cuando la partícula se desliza sin 
fricción sobre la curva. 
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tiene entonces que ser determinado a partir de la ecuación diferencial 
relativamente sencilla ms — f(s). 

Especificamente, para la fuerza gravitacional F = (0, — mg) se tiene 

dy 


(46 a) 


f = 


mS Js- 


Así, la ecuación de movimiento de una partícula restringida a moverse bajo 
la acción de la gravedad sobre una curva C se transforma en 


(47) 


d 2 s 

~d~F 


dy 

' S Ts' 


Si a denota el ángulo de inclinación de la curva, tenemos dy/ds = sen a 
(ver Fig. 4.43), y la ecuación de movimiento se convierte en 


d 2 s 

~dÜ 


— g sen a 



Figura 4.43 Movimiento sobre una curva dada, bajo la acción de la gravedad. 


Para una partícula restringida a moverse sobre una circunferencia de ra- 
dio L con centro en el origen (“péndulo simple”), es 


x — L sen 9, y — —L cos 9, 


donde 9 —s/L es el ángulo polar medido a partir de la vertical que apunta 
hacia abajo. En este caso (ver b'ig. 4.44) es a = 9, por lo que 
d 2 s 
dt 2 

o bien 


dy d9 

e M^ = - gSCn °’ 


d 2 9 

T 2 


9. 
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4.5 Caída libre de un cuerpo venciendo la resistencia del aire 

Comenzaremos con dos ejemplos relativos al movimiento de una par- 
tícula a lo largo de una recta. Consideraremos solamente los casos en que 
la fuerza actúa en la dirección de la recta, de manera que no es necesario 
un mecanismo de restricción. 

La trayectoria de un cuerpo que cae libremente hacia abajo puede 
describirse mediante las expresiones .v = constante, y = s. Si la única fuerza 
presente es la de gravedad, se tiene la ccuación de movimiento 

ms = —mg. 

Para una partícula que se suelta en el tiempo t = 0 desde la altura y 0 = ío 
con velocidad inicial v 0 (considerada positiva si es hacia arriba), se en- 
cuentra por integración que 


s = — igt 2 + y 0 t 4- s 0 . 

O 



Figura 4.44 E1 péndulo simple. 


Si se desea tomar en cuenta el efecto de la fricción o resistencia del aire 
que actúa sobre la partícula, se la tendrá que considerar como una fuerza 
de sentido opucsto al del movimiento y respecto a la cual pueden hacerse 
ciertas consideraciones de tipo físico. 1 Se obtendrán resultados para dife- 
rentes hipótesis físicas: a) la resistencia es proporcional a la velocidad y 
está dada por una expresión de la forma — rs, donde r es una constante 
positiva; b) la resistencia es proporcional al cuadrado de la velocidad y 
es de la forma — r's 2 para s positiva, y de la forma rs 2 para s negativa. De 
acuerdo con la ley de Newton se obtienen las ecuaciones de movimiento 

( a) ms = — mg — rs, 

( b) ms = — mg + rs 2 , 

1 Estas hipótesis deben escogerse adecuadas al sistema físico particular que se 
esté considerando; por ejemplo, la ley de resistencia para bajas velocidades no es la 
misma que para velocidades altas (talcs como velocidades de bala). 
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donde se ha supuesto para (b) que el cuerpo está cayendo (s < 0). Si se 
considera, en primer lugar, s = v(t) como la función buscada, se tiene 


( a) tnv — — mg — rv, 

( b) mv = — mg + rzr. 

En vez de usar estas ecuaciones para determinar v como función de t, se 
determina t como función de v escribiendo dichas ecuaciones diferenciales 
en la forma 


(a) 

(b) 


II 

"O 1 

1 

dv 

g(l + k 2 v) 

1! 

HO 1 

^3 I 

1 

dv 

g(l ~ ^ 2 ^ 2 ) 


donde se ha hecho V r/mg = k. Con la ayuda de los métodos dados en el 
capítulo 3 pueden realizarse inmediatamente las integraciones, obteniéndose 


(*) 


- iF log ( ! + k * u ^ + ío ’ 


(b) 


1 1 — kv 

2¡k^T+r B + , °- 


Resolviendo para v estas ecuaciones se tiene 


(«) 


| _ e -gW{t -to)') _ 


1 1 — e — 2gk{t — to) 1 

( 6 ) v== ~k r + = — jr tan h [gk(t — í 0 )] 

Estas ecuaciones revelan ya una propiedad importante del movimiento. 
La velocidad no crece con el tiempo más allá de toda cota, sino que tiende 
a un límite definido que depende de la masa m y de la constante r (la 
que, a su vez, depende de la forma del cuerpo que cae y de la densidad 
del aire). En efecto, 


(a) 

lím v (t) - 

t-¥ 00 

1 

¥- ” 

mg 

r 5 

(b) 

lím v(t) - 

1 _ 

L 



t^> oo 

K 

" r 


La resistencia de fricción para la velocidad límite contrarresta justamente 
al atracción gravitacional. Una segunda integración realizada en las ex- 
presiones para v(t) = s, nuevamente con la ayuda de los métodos del capí- 
tulo 3, conduce a los resultados (que pueden verificarse por derivación) 

(a) s(t) = -l^(t-t 0 ) - -L (e-^it-to) - 1 ) + c 
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( b ) s(t) - - log[cosh kg(t — í 0 )] + c, 

gk- 

donde c es una constante de integración. Aquí t 0 es el instante para el 
cual la velocidad de la partícula tendría que ser 0, y c es la altura corres- 
pondiente. Las dos constantes c y t 0 pueden también ser fácilmente rela- 
cionadas con la velocidad y la posición en cualquier otro instante 1 1 si se 
consideran aquellas cantidades como condiciones iniciales. 

4.6 E1 tipo niás siniple de vibración elástica: movimiento de un resorte 

Como un segundo ejemplo —de mayor significación— considérese el 
caso de una partícula que se mueve sobre el eje x bajo la acción de una 
fuerza elástica que la atrae hacia el origen. Por lo quc respecta a la fuerza 
elástica se considerará que su magnitud es proporcional a la distancia desde 
el origen y que está siempre dirigida hacia ese punto. En otras palabras, se 
tomará la fuerza igual a — kx, donde el coeficiente k es una medida de la 
rigidez de la conexión elástica. Puesto que k es positiva, la fuerza es nega- 
tiva cuando x es positiva y positiva cuando x es negativa. La ley de Newton 
en este caso establece que 

(48) mx = —kx. 

Esta ecuación diferencial por sí sola no determina completamente el mo- 
vimiento, sino que para un instante dado, por ejemplo t = 0, puedcn fi- 
jarse arbitrariamente la posición x(0) = x 0 y la velocidad x(0) = ¡7 0 inicia- 
les; esto es, en lenguaje físico, que la partícula puede iniciar su movimiento 
desde cualquier posición y con cualquier velocidad, quedando determinado 
el movimiento subsecuente por la ecuación diferencial. Matemáticamente 
esto queda expresado por el hecho de que Ia solución general de la ecuación 
diferencial contiene dos constantes dc integración cuyos valores, al principio 
indeterminados, pueden encontrarse mediante las condiciones iniciales. Esto 
se demostrará de inmediato. 

Podemos establecer fácilmente dicha solución de una manera directa. 
Si hacemos <o = V k/m, nuestra ecuación diferencial se convierte en 
d 2 x/dt 2 = — ia 2 x. La substituc.ión t = <nt de Ia variable independiente re- 
duce esta ecuación a la forma d 2 x/dT í = —x, discutida en el capítulo 3, 
p. 331. Así la ecuación diferencial es satisfecha por todas las funciones 

x(í) = c-y cos + c 2 scn <út, 

lo cual puede también vcrificarse de inmediato por derivación (c x y c 2 de- 
notan constantes arbitriamente escogidas). En el capítulo 3, p. 332, 
vimos que no existen otras soluciones para dicha ecuación diferencial, y, 
por lo tanto, cualquier movimiento originado por Ia acción de la fuerza 
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elástica está dado por esa expresión. Esta puede fácilmente ponerse en la 
forma 

x(t) — a sen <a(t — 8) = — a sen <a 8 cos <¡>t + a cos <a 8 sen <»t. 

Sólo se necesita escribir — asen<oS = c^ y a cos w 8 = c 2 , introduciendo así 
las nuevas constantes a y 8 en vez de c i y c 2 . Movimientos de este tipo son 
llamados sinusoidales o armónicos simples. Estos movimientos son p>eriódi- 
cos: cualquier estado [esto es, posición x(t) y velocidad á:(í)] se repite 
después de un tiempo T = 2i r/<o, llamado período, pues las funciones sen wí 
y cos <at tienen período T. E1 número a se llama el desplazamiento máximo o 
amplitud de la oscilación. E1 número \/T = <a/ 2-n se llama la frecuencia 
de la oscilación • mide el número de oscilaciones por unidad de tiempo. En el 
capítulo 8 regresaremos a la teoría de las oscilaciones. 

4.7 Movimiento sobre una curva dada 

a. La ecuación diferencial y su solución 

Volvamos ahora a la forma gcncral del problema relativo al movimiento 
a lo largo de una cierta curva bajo la acción de una fuerza mf(s) arbi- 
traria pero prefijada. Determinaremos s(t) como función de t usando la 
ecuación diferencial [Ec. (45), p. 419] 

* = f(s), 

donde f(s) es una función dada. 1 Esta ecuación diferencial en s puede 
resolverse completamente mediante el siguiente artificio. 

Consideremos cualquier función primitiva F(s) de f(s), esto es F'(s) = 
f(s), y multipliquemos ambos lados de la ecuación s = f(s) — F'(s) por s. 
Podemos entonces escribir el miembro de la izquierda en la forma d(s 2 /2)dt, 
como se ve de inmediato derivando la expresión s 2 . Por otra parte, si en 
F(s) consideramos la cantidad s como una función de t, por la regla de la 
cadena de la derivación, el lado de la derecha, F'(s)s, es la derivada de 
F(s) con respecto al ticmpo t. Por lo tanto, se tiene inmediatamente 



o bien, integrando, 

ii 2 = F(s) + c, 

donde c denota una constante por determinar. 

Hemos, en este punto, llegado a una ecuación que sólo involucra la 
función í(¿) y su primera derivada. (Más adelante interpretaremos esta 


1 Nuestra ecuación original de movimiento sobre una curva era ms = f(s); sir. 
embargo, podemos siempre escribir la función f(s) en la forma mf(s), obteniendo 
la forma más simple usada aquí para la ecuación. 
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ecuación como la que expresa la conservación de la energía durante el 
movimiento.) Escríbase esta ecuación en la forma ds/dt = V2[F(í) + c]. 
Vemos que no puede encontrarse inmediatamente por integración ^ como 
función de t. Sin embargo, obtenemos una solución del problema si primero 
nos concretamos a encontrar la función inversa t(s), esto es, el tiempo que 
tarda la partícula en alcanzar una posición definida s. Para t(s) tenemos 
la ecuación 


dt _ 1 

ds V2 [F(s) + c] ’ 

y así, la derivada de la función t(s) es conocida y se tiene 

_ c ds 

t — \— -— + c x , 

3 V2[F( S ) +c] 

donde c x es otra constante de integración. E1 problema se habrá resuelto 
tan pronto como se realice esta última integración, pues aunque no se de- 
tcrmine la posición s como una función de t, se encuentra, por el contrario, 
el tiempo t como una función de la posición s. E1 hecho de que todavía se 
disponga de dos constantes de integración, c y c ly nos permite hacer que 
la solución general satisfaga c.ondiciones iniciales específicas. 

La discusión general puede ilustrarse con nuestro primer ejemplo sobre 
vibraciones elásticas si identificamos x con s. En este caso, f(s) = — y, 
por ejemplo, F(s) —i<o 2 s 2 . Obtenemos entonces 


y además, 


dt _ 1 

ds V 2c w 2 s 2 


ds 


V 2c — 


.+ 




c 1 . 


Esta integral puede evaluarse fácilmente introduciendo <as/ V 2c como una 
nueva variable: así obtenemos 


1 wi 1 

t — — arc sen - __ + c 1} 

<a V 2 c 

o bien, tomando la función inversa, 

V2c 

í = -sen w (t — c x ). 

O) 

Llcgamos así a exactamente la misma fórmula obtenida anteriormente para 
la solución. 

Este ejemplo ilustra también lo que significan las constantes de inte- 
gración y cómo se determinan. Si, por ejemplo, se requiere que en el 
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tiempo t — 0 la partícula esté en el punto s — 0 y que su velocidad en ese 
instante sea í( 0) = 1, se obtienen las dos ecuaciones 

V 2 c — 

0 =-sen <oC i, 1 = V 2 c cos ü)C 1} 

<a 

a partir de las cuales se encuentra que las constantes tienen los valores 
c x = 0, c = i. Las constantes de integración c y c x pueden determinarse 
exactamente de la misma manera cuando se prescriben arbitrariamente la 
posición j- 0 y la velocidad x 0 iniciales (en el tiempo t = 0). 

b. Partícula que se desliza hacia abajo sobre una curva 

E1 caso de una particula que se desliza sin fricción sobre una curva 
bajo la acción de la gravedad puede tratarse en forma muy simple mediante 
el método descrito anteriormente. Encontramos ya en la p. 419 la ecuación 
de movimiento correspondiente a este caso: 



donde los puntos indican derivación con respccto a t. E1 miembro derecho 
de esta ecuación cs una función conocida de s, puesto que conocemos la 
curva y podemos por consiguiente considerar x z y como funciones cono- 
cidas de s. 

Multipliquemos ambos miembros de esta ecuación por s, como en la 
última sección. E1 miembro izquierdo se convierte entonces en la derivada 
con respecto a í de Ys 2 . Si en la expresión y(s) consideramos j como una 
función de t, el miembro derecho de nucstra ecuación es la derivada con 
respecto a í de —gy. Integrando tendremos entonces 

Ys 2 = —gy + c, 

donde c es una constante de integración. Para encontrar el significado de 
esta constante supongamos que en el tiempo t = 0 nuestra partícula está 
en el punto de la curva con coordenadas * 0 e y 0 , y que en ese instante su 
velocidad es cero, esto es, s(0) =0. Entonces, haciendo t = 0 tenemos in- 
mediatamente — gy 0 + c — 0, de manera que 

= g(yo - y)- 

Puesto que s 2 nunca es negativo, la altura y de la partícula jamás excede 
al valor y Q y sólo es igual a él cuando la vclocidad es cero. Mientras más 
abajo se encuentre la partícula, mayor será su velocidad. Ahora, en vez de 
considerar s como una función de t, consideraremos la función inversa t(s). 
Para esta función obtenemos inmediatamente 
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que es equivalente a 


dt _ ^ 1 

ds V 2g(y 0 ~ y) 


t — c j ± 


í 


ds 


V2g(yn “ y) 


donde c x es una nueva eonstantc de integración. En relación con el signo 
de la raíz cuadrada, que es el mismo que el de s, observamos que si la 
partícula se mueve a lo largo de un arco que en todas partes está por de- 
bajo de y Q cxcepto en los cxtremos, el signo no puede cambiar. Pues el signo 
cle s sólo puede cambiar donde .v = 0, esto es, donde y — y 0 — 0. De esta 
mancra, la partícula solamcnte puede “regresar” en puntos de la curva de 
máxima elevación. En vez de usar la longitud de arco s como parámetro 
de referencia para la curva, puede usarse cualquier otro parámetro 9 tal 
que x = 4>(9), y = i f/(6). Introduciendo 9 como variable independiente se 
obtiene 


t — c 




ds 


d9 


dO V 2g(y n — r) 




J 2g(y* 


+ / 2 


y) 


dO, 


dondc las funciones \ J — <f/(0), y' = p'(9), e y — ^(0) son conocidas. Para 
determinar la constantc de integrac.ión c i observamos que para t — 0 el pará- 
metro 0 tendrá un valor 0 o . Esto nos da inmediatamentc la solución en la 
forma 


(49) 


t = dh 


I x' 2 + 

* 25 (yo - y) 


dO. 


Nótese que esta función rcprcsenta cl tiempo que tarda la partícula para 
moverse del punto con valor paramétrico 9 0 al punto con valor paramétri- 
co 0. La función invcrsa 9(t) correspondiente nos permite describir com- 


y 



Figura 4.45 
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plctamente el movimiento: para cada instante t podemos determinar el 
punto a: — <f>[9(t)] y y = $[0(t)] por el que la partícula está pasando. 


c. Discusión del movimiento 


Dc las ecuaciones recicn cncontradas puedc deducirsc, aún sin una ex- 
presión explícita para el resultado de la integración, la naturaleza general 
del movimiento mediante un sirnple razonamiento intuitivo. Supongamos 
que nuestra curva es del tipo mostrado en la Fig. 4.45, esto es, que consiste 
de un arco convexo hacia abajo; y tomemos s creciente de izquierda a 
derecha. Si inicialmente soltamos la partícula desde el punto A de coorde- 
nadas * 0 = <f>(9 0 ), y 0 = <p(0 0 ), corrcspondientes a 0 = 0 o , la velocidad au- 
menta, pues la aceleración j' es positiva. La partícula viaja de A al punto 
más bajo con velocidad siempre crecientc. Sin embargo, después de pasar 
por el punto más bajo la aceleración es negativa ya que el miembro dere- 
cho, —gdy/ds, dc la ecuación de movimicnto es ncgativo. Por lo tanto, la 
velocidad decrece. De la ecuación s 2 = 2 g(y 0 — y) se ve de inmediato que 
la velocidad alcanza el valor cero cuando la partícula llega al punto B cuya 
altura es la misma que la de la posición inicial A. Puesto que la aceleración 
es todavía ncgativa, cl movimiento debe invertirse en ese punto y la partícula 
oscilará de regrcso hacia A ; y esta acción sc repetirá indefinidamente. (E1 
lcctor recordará que la fricción no se ha tomado en cuenta.) En este movi- 
miento oscilatorio el ticmpo quc tarda cl punto en regresar de B a A debe 
claramente ser el mismo que el que tarda en moverse de A a B, pues para 
alturas iguales se tienen valores iguales de |i|. Si denotamos con T el tiempo 
requerido para un viaje completo de A a B y viceversa, el movimiento obvia- 
mente será periódico con período T. Si 6 0 y son los valores del parámetro 
correspondientes a los puntos A y B, respectivamente, el semiperíodo está 
dado por la expresión 


(50) 


T_ 

2 


1 I f 8l *' 2 + f ¿ , 

V2i| )e 0 ~^v dd 

4=1 C 

V%|J,„ í(«») - #(«) 


Si 0 2 es el valor del parámetro correspondiente al punto más bajo de la 
curva, el tiempo que la partícula tarda en caer de A hasta ese punto es 


4 = C ’ ! J *' 2 + / 2 

V2g J e> 1 y„ - y 


dO 
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d. E1 péndulo ordinario 

E1 ejemplo más scncillo cstá dado por el llamado péndulo simple. En 
estc caso la curva a considerar es una circunferencia de radio fijo L: 

x — L sen 9, y — —L cos 0, 

donde el ángulo 0 se mide en el sentido positivo a partir de la posición de 
reposo. De la expresión general (50), y usando el teorema de adición para 
el coseno, se obtiene inmediatamente 



donde 9 0 (0 < 9 0 < tt) dcnota la amplitud de oscilación del péndulo, esto 
cs, la posición angular desde la que sc suelta la partícula con velocidad 
cero en el tiempo t — 0. 1 Mediante la substitución 

_ scn (9/2) du _ cos (9/ 2) 

“ scn ( 9~ 0 Jl) 5 dé~'2 sen (9 0 /2) 5 

nuestra cxpresión para cl período de oscilación del péndulo se transfor- 
ma en 



Tenemos así expresado cl período de oscilación del péndulo mediante una 
integral elíptica (ver p. 318). 

Si se supone que la amplitud de la oscilación es pequeña, de manera 
que con suficiente aproximación se puede reemplazar el segundo factor del 
subradical por 1, sc obtiene la expresión 

2 JZ(' 

1 g J - 1 V 1 - U 1 

como una aproximación para el período de oscilación. Esta última integral 
pucde evaluarse usando la fórmula 13 de nuestra tabla de integrales 
(p. 284) ; así sc obtiene la expresión 2i r \J Lfg como un valor aproximado 
para T. Hasta estc orden de aproximación, el período es independiente 
de 9 o, o sea, de la amplitud de oscilación del péndulo. Es claro que el 


1 Hemos supuesto aquí que la velocidad se hace cero en algún momento durante 
el movimiento. Esto excluye cl tipo de movimiento de salto del péndulo, para el 
cual e no es periódica y varía monótonamente para todo t. 
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período exacto es mayor y aumenta con 9 0 . Puesto que en el intervalo 
de integración 

1^1 9 o v. « 9 _ 2 

1 > 1 — u 2 sen 2 — > 1 — sen- — ■— cos 2 —, 

se encuentran las siguientes estimaciones para el período 

2*JIl ct< - - - 2 

~ g ~ ~ cos (#„/2) » g 

Para ángulos 9 0 < 10° se tiene l/(cos(?o/2) < seg 5° < 1.004, de manera 
que el periodo estará dado por la fórmula 2t r V L/g con un error relativo 
menor que el 4%. Para una aproximación más fina de la integral elíptica 
que expresa T véase la sección 7.6/. 


e. E1 péndulo cicloidal 

E1 hecho de que el período de oscilación de un péndulo ordinario no es 
cstrictamente independiente de la amplitud de oscilación hizo que Christian 
Iluygens, cn sus constantes esfuerzos por construir relojes precisos, buscase 
una curva C para la cual el período de oscilación fuese independiente de 
la posición sobre C desde la cual la partícula oscilante inicia su movi- 
miento. 1 Huygens reconoció que la cicloide es tal curva. 

Para que una partícula sea realmente capaz de oscilar sobre una ci- 
cloide, las cúspides de esta curva deben apuntar en dirección opuesta a la 
de la gravedad; esto es, la ciclode considerada anteriormente (p. 347) 
debe ser reflejada con respecto del eje a: (c.fr. Fig. 4.2, p. 348). Por consi- 
guiente, escribimos las ecuaciones de la cicloide en la forma 

x — a{9 ir sen 9), 

y — — a (1 4- cos 9 ), 

la cual involucra también un cambio del parámetro t por 9 + ir (Fig. 4.46). 
E1 tiempo quc la partícula tarda en ir de un punto con altura 

y 0 — — a( 1 + cos 9 0 ) (0 < 9 0 < x) 


al punto más bajo y luego subir nuevamente a Ia altura y 0 es, por la fórmula 
(50) de la p. 428, 


T 

2 



j2aC 6 ° cos ^/ 2 )_ 

1 g \ _ 0q V cos 9 — cos 9 o 


1 Las oscilaciones se dice entonces que son isócronas. 
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Usando exactamente las mismas substituciones que para el período del pén- 
dulo simple se llega a la integral 


y, por consiguiente, 




du 

V 1 — u- 



E1 período de oscilación T, por lo tanto, es, sin duda, independiente de la 
amplitud 6 0 . En la p. 446 se describirá una manera sencilla de lograr, 
mediante un hilo, que una partícula se rnucva realmente sobre una cicloide. 



Figura 4.46 Trayectoria descrita por un péndulo cicloidal. 


*4.8 Movimiento de un campo gravitacional 

Corrio un ejemplo de movimiento no restringido, consideremos una par- 
tícula que se muevc cn el campo gravitacional de una masa atractiva. 

a. Ley universal de la gravitación de Newton 

La descripción del movimiento de los planetas dada por Kepler, basada 
en las precisas observaciones de Tycho Brahe, condujo a Newton a formu- 
lar su ley general de la atracción gravitacional entre dos partículas cua- 
lesquiera. Sean P 0 — (x 0 , y 0 ) y P — (x,y) dos partículas de masas m 0 y m, 
respcctivamente. Sca r— V (x — * 0 ) J + (y ~ yo) 2 la distancia entre las 
partículas. Entonces P 0 ejerce sobre P una fuerza F que tiene la dirección 
de PP 0 y la magnitud |F| = y m 0 m/r' ¿ , donde y es la “constante universal 
de la gravitación. Puesto que entonces F solamente puede diferir en un 
factor positivo del vector PP 0 , cuya magnitud es r, debe tenerse 
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_ ym 0 m _ i ym 0 m(x 0 - x) ym 0 m(y 0 — y) \ 

r-—PPo-{ - 7 - 7 ?- ) 

Esta ley de atracción se refiere a partículas, esto es, a cuerpos que pue- 
den considerarse concentrados en puntos, despreciando la extensión real de 
los mismos (Fig. 4.47). La validez de tal hipótesis es lo suficientemente 
plausible para cucrpos celestcs, cuyas distancias mutuas son enormes com- 
paradas con sus diámetros. Newton extcndió considerablemente el rango 
de aplicación de esta ley demostrando que la misma también describe la 


m 



mo 


(b) 

Figura 4.47 a) Atracción newtoniana entre dos partículas. b) Atracción gravi- 
tacional de la Tierra. 

atracción quc un cuerpo de masa m 0 y extensión no nula ejerce sobre una 
partícula de masa m, suponiendo que el cuerpo es una esfera cuya densi- 
dad cs constante o, más generalmente, suponiendo que el cuerpo está cons- 
tituido por capas esféricas concéntricas de densidad constante. En este caso 
la atracción del cuerpo sobre una particula P situada fuera de él es la 
misma que si toda la masa m 0 del cuerpo estuviese concentrada en su cen- 
tro P 0 (Fig. 4.47). La Tierra puede, con bastante aproximación, conside- 
rarsc como constituida por capas concéntricas de densidad constante, de 
manera que su atracción sobre una partícula de masa m situada en la super- 
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ficie terrestre está diriigda hacia el centro P 0 de la Tierra (esto es, verti- 
calmente hacia abajo para un observador) y tiene una magnitud igual a 
ym 0 m/R 2 , donde R es el radio de la Tierra y m 0 su masa. Se puede iden- 
tificar ym^rn/R 2 con mg, siendo g la aceleración gravitacional (ver p. 416). 
En otras palabras, g = ym 0 /R' 2 . 

A partir de la ley fundamental de Newton se encuentran las ecuaciones 
de movimiento para una partícula P de masa m que se mueve bajo la 
influencia de la atracción de una masa m 0 situada en P 0 : 

ym 0 (x 0 - x) __ ym 0 (y 0 - y) 

x ---, y - 7 . -• 

r ¿ r j 

Supóngase ahora, para sirnplificar, que m 0 es mucho mayor que m, que los 
efectos dc la atracción de P sobre P 0 pueden despreciarse y que P 0 puede 
considerarse cn reposo. Esta podría ser, por ejemplo, la situación de una 
pareja de cuerpos como el Sol y un planeta, o bien la Tierra y un objeto 
sobre su superficie. Tomando el origen de coordenadas en P 0 se tienen 
para P — (x,y) las ecuaciones de movimiento 


(51) 

con r = V x'- + y 2 . 



ym 0 y 

~r r 


b. Movimiento circular en torno al centro de atracción 

No se intcntará encontrar la solución más general de estas ecuaciones 
diferenciales (lo que correspondería, como es bien sabido, al movimiento 
sobre una trayectoria en forma de sección cónica con un foco en el centro 
de atracción). En vez dc cllo, se considcrarán solamente los tipos más 
simples de moviiniento compatibles con estas ecuaciones, como son los movi- 
micntos circulares uniformes en torno al origcn y los movimientos a lo 
largo de un radio que parte de ese mismo punto. Para un movimiento 
circular uniforme dc P sobre la circunferencia de radio a con centro en el 
origen, se tiene r = a y 

x = a cos u>t, y = a sen wí, 

donde w es una constante. E1 período T del movimiento, esto es, el tiempo 
que tarda P en regresar a la misma posición, es T = 2i t/<ü. Para Ias com- 
ponentes de la velocidad se encuentra 

x = — aui sen «í, y = a« cos <üt, 
de inanera que la velocidad de P sobre su órbita es 

(52) i;= VP + f = 0«, = ?^. 
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La aceleración de P tiene por componentes 


x — — aoi~ cos ut — — w 2 x, y — — aor sen wt — — w 2 y. 

Es claro entonces que las ecuaciones de movimiento (51) son satisfechas si 

2 _ y™* 


,3 5 


bien 


(53) 


ym 0 _ ym 0 

w J 4-7r" 


Esta cs precisamcnte la tercera ley de Kepler para el caso especial de mo- 
vimiento circular, según la cual los cubos de las distancias de los planetas 
al Sol son proporcionales a los cuadrados de sus períodos. 

Pueden darse algunas ilustraciones sencillas de la ley de Kepler para el 
caso en que el cuerpo atractivo es la Tierra, con m 0 su masa y R su radio. 
Observando que en este caso ym 0 — gR 2 , se tiene 


a 


3 



Para un satélite que circunvale la Tierra al nivel de la cima de un árbol 
(dcspreciando, por supuesto, la resistencia del aire) se tiene a — R 3963 
millas. A partir de nucstra fórmula se encuentra para el período del satélite 
el valor 

T — 2-7T +1- - l .4 horas 

" § 

y para su velocidad orbital 

O D 

(54) v — — — V Rg B.231 mctros/seg. 

Se pucde comparar el valor de T para el satélite que circunvala la 
Tierra con cl pcríodo dc 27.32 días de la Luna, o sea, el tiempo después 
del cual ésta rcgresa a la misrna posición cntre las estrellas (“mes sideral”). 
Por la ley de Kepler, la razón de la distancia a entre la Luna y el centro 
de la Tierra al radio de ésta sería igual a la potencia $ de la rclación de 
períodos. Esto da para dicha distancia el valor 

( 27 32 x 24 \ % 

■ ‘ ^ - J R ~ 60R ~ 400,000 Km, 

que concuerda bien con el valor promedio real de esa distancia. 
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c. Movimiento radial — Velocidad de escape 

E1 segundo tipo de moviiniento que consideraremos es el de una par- 
tícula que se mueve a lo largo de un rayo, por ejemplo, el eje x, desde el 
centro de atracción. Aquí y = 0, x — r, de manera que las ecuaciones de 
movimiento se reducen a 

ymo 

x = - —r ■ 
x ¿ 

Siguiendo el procedimiento general para ecuaciones del tipo ‘i = f{s), mul- 
tiplicamos ambos miembros de esa ecuación por x y obtenemos 

x 

XX — —ym 0 — 
x ¿ 

o bien 

4( 

Así, la expresión 

1 ymo 

2 — 

tiene un valor constante h durante el movimiento. (Más adelante recono- 
ceremos este hecho como un ejemplo de la ley de la conservación de la 
energía.) Si introducimos x, en vez de t, como variable indcpendiente, ob- 
tenemos 

dí = 1 = _1_ 

dx x V 2/i + (2y m 0 fx) 
que, por integración, conduce a 

dj 

V 2h + (2y m. 0 /k)' 

No intentaremos realizar la integración, la cual puede efectuarse fácilmente 
con ayuda de los métodos desarrollados en el capítulo 3. Para una partícula 
que se suelta en el tiempo t 0 — 0 desde la distancia * 0 con velocidad nula, 
se tiene h — — y m 0 /x 0 . El tiempo que tarda dicha partícula en caer sobre la 
partícula atractiva (x = 0) es entonces 

*° - - J x ° 3 ' 

0 V 2ym 0 ( 1/| l/x 0 ) 2 y 2ym 0 ’ 

Por la ley de Kepler, esto es V %2 veces el tiempo que necesitaría la par- 
tícula para dar una vuelta alrededor del centro de atracción a la distan- 
cia x 0 [ver Ec. (53), p. 434]. 
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La relación 



tiene una consecuencia interesante cuando se investigan Ias condiciones en 
las que una partícula puede escapar al infinito. Puesto que ix 2 > 0, se en- 
cuentra que para x —> oo la constante h debe ser no negativa y, por lo 
tanto, que ix 2 — ym 0 /x > 0 durante todo el movimiento. Como caso es- 
pecial, una partícula que inic.ia su movimiento desde la distancia x = a 
con velocidad v puede escapar al infinito sólo si iv 2 — ym c /a > 0. E1 valor 
más bajo posible de la velocidad v que permitirá a la partícula escapar al 
infinito es entonces v — V 2y m 0 /a. Esta es la velocidad de escape v e . Para 
una masa que parte de la superficie de la Tierra para escapar al infinito, 
esto es, escapar de la atracción gravitacional, se tiene a — R, y— gR 2 , 
de manera que 

v e — V2 gR 11,300 metros/seg. 

Por consiguiente [cfr. (54), p. 434], la velocidad de escape es justamente 
V 2 veces la velocidad requerida para mantener un satélite en órbita circu- 
lar cerca de la Tierra. Un meteorito que cayese a la Tierra desde el infinito 
también tendría la vclocidad v e en el momento del impacto, si se despre- 
cian la resistencia del aire y el movimiento de la Tierra en su órbita. 

4.9 Trabajo y energía 

a. Trabajo realizado por fuerzas durante un movimiento 

E1 concepto de trabajo arroja nueva luz sobre las consideraciones de la 
última sección y sobre muchos otros tópicos en mecánica y física. 

Consideremos otra vez una partícula que se mueve sobre una curva 
bajo la acción de un fuerza que actúa a lo largo de dicha curva, y supon- 
gamos quc la posición de la partícula está dada por la longitud de arco 
medida desde cualquier punto inicial fijo. En general, la fuerza que actúa 
en la dirección del movimiento será a su vez una función de s. Esta fun- 
ción tendrá valores positivos cuando el sentido de la fuerza sea el mismo 
que el de los valores crecientes de s, y tendrá valores negativos en el caso 
opuesto. 

Si la magnitud de la fuerza es constante a lo largo de toda la trayec- 
toria, entonces se llama trabajo realizado por la fuerza al producto de la 
fuerza por la distancia (ji — s 0 ) recorrida, siendo el punto final del mo- 
vimiento y s 0 el punto inicial. Si la fuerza no es constante, definimos el 
trabajo mediante un proceso de límite. Subdividimos el intervalo de s 0 a s x 
en n subintervalos iguales o diferentes y observamos que si esos subinter- 
valos son pequeños, la fuerza en cada uno de ellos es casi constante; si <r v 
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es un punto escogido arbitrariamente en el v-ésimo subintervalo, entonces 
en este subintervalo la fuerza será aproximadamente f(a v )• Si la fuerza en 
el v-ésimo subintervalo fuese exactamente f(a v ), el trabajo realizado por 
ella sería precisamente 

n 

2 f ( a v) Aí V , 

V= 1 

donde As v denota, como es costumbre, la longitud del v-ésimo subintervalo. 
Si pasamos ahora al límite dejando que n crezca más allá de toda cota en 
tanto que la longitud del subintervalo mayor tiende a cero, por la defini- 
ción de integral, la anterior suma tiende entonces a 

W 7 = ( f(s) ds, 

J »0 

cantidad que llamamos, cn fonria natural, el trabajo rcalizado por la 
fuerza. 

Si la fuerza y el movimiento tienen el mismo sentido, el trabajo reali- 
zado por ella es positivo; y decimos entonces quc la fuerza efectúa trabajo. 
Por otra parte, si la fuerza y el movimiento tienen sentidos opuestos, el 
trabajo rcalizado por ella es negativo; y en este caso decimos que se efec- 
túa trabajo contra la fuerza.' 1 

Si considcramos la coordenada de posición r como una función del 
ticmpo t, dc manera que la fuerza f(s) ~ p sea también una función de t, 
entonces en una plano con coordenadas rectangulares s y p podemos re- 
presentar el punto de coordenadas s = s(t) y p = p(t) como una función 
del tiempo. Este punto describirá una curva que podemos llamar el dia- 
grama de trabajo del movimiento. Si se trata de un movimiento periódico, 
como el de cualquier máquina, entonces después de un cierto tiempo T 
(un período) el punto móvil (s(t ), p(t)) regresará a la misma posición; 
esto es, el diagrama de trabajo será una curva ccrrada. En este caso la curva 
puedc consistir simplemcnte de uno y el mismo arco, recorrido primero 
hacia adclantc y después hacia atrás. Esto ocurre, por ejemplo, en el caso 
de oscilaciones elásticas. Sin embargo, también es posible que la curva sea 
dc un tipo más general de curva cerrada, limitando un área. Este es el 
caso, por ejemplo, de las máquinas en que la presión sobre un pistón no 
cs la inisrna durantc la carrera hacia adclantc que durante la carrera hacia 
atrás. E1 trabajo rcalizado en un ciclo, csto es, cn el tiempo T, estará entonces 
dado simplemente por el negativo dcl área, con signo negativo, encerrada 
por el diagrama dc trabajo, o sea, cn otras palabras, por la integral 


1 Obsérvesc que aquí debemos caractcrizar cuidadosamente Ia fuerza de Ia que 
hablamos. Por ejemplo, al levantar un peso el trabajo realizado por la fuerza de 
gravedad es negativo: Se hace trabajo contra la gravedad. Pero desde el punto 
de vista de la persona que levanta cl peso, el trabajo realizado es positivo, pues 
deberá ejercer una fuerza opuesta a la de gravedad. 
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ds 


P(‘) -jd'. 


donde el intervalo de ticmpo de t 0 a t 0 + T representa exactamente un pe- 
ríodo del movimiento. Si la frontera del área se recorre en el sentido positivo, 
el trabajo realizado es negativo; y si se recorre en el sentido negativo, el 
trabajo realizado será positivo. Si la curva consiste de varias espiras, algunas 
recorridas positivamentc y otras negativamente, el trabajo realizado es la 
suma de las áreas de las espiras, con su signo cambiado. 

Estas consideraciones son ilustradas en la práctica por el diagrama 
indicador de una máquina de vapor antigua. Mediante un dispositivo me- 
cánico diseñado convenientemente, se hace mover un lápiz sobre una hoja 
de papel; el movimiento horizontal del lápiz relativo al papel es propor- 
cional a la distancia s del pistón a su posición extrema, en tanto que el 
movirniento vertical es proporcional a la presión del vapor y, por consi- 
guiente, a la fucr/a total p del vapor sobre el pistón. Este describe entonces 
el diagrama de trabajo de la máquina sobre una escala conocida. E1 área de 
este diagrama se mide (generalmcnte usando un planímetro), y así se en- 
cuentra el trabajo realizado por el vapor sobre el pistón. Aquí vemos tam- 
bién que nuestra convención para el signo de un área, como se discutió 
en la p. 382, es definitivamente de interés práctico. Pues ocurre a veces, 
cuando la máquina funciona baja, que el vapor muy expandido en el ex- 
treino de la carrera del pistón tiene una presión menor que la requerida 
para su expulsión hacia cl recorrido de regreso. En el diagrama esto apare- 
ce como una espira recorrida positivamente; y la máquina extrae energía 
del volante en vez de proporcionársela. 


b. Trabajo y energía cinética. Conservación de la energía 
La ley de movimiento 

ms = { 

conduce a una relación fundamental entre los cambios en velocidad durante 
el movimiento de una partícula a lo largo de una curva y el trabajo rea- 
lizado por la fuerza / en la dirección del movimiento. Usando el mismo 
artificio que en los ejemplos anteriores, multiplicamos ambos miembros 
dc la ecuación de movimiento por s: 

mss = f(s)s. 

Ahora bien mss = (d/dt)ims 2 = (d/dt)\mv 2 , donde v(t) = s es la veloci- 
dad de la partícula. Integrando ambos lados de la ecuación con respecto a t 
entre los límites t 0 y ti, obtenemos 
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1 1 C ta ds 

2 mv2 (ti) ~ 2 mL>2 ( to ) = \ f( s ) ~J t dt 

\ f(s) ds = W. 

Jto 

La cantidad \mv- se llama la energía cinética, K, de la partícula. Por lo 
tanto: El cambio en energía cinética de una partícula durante su movi- 
miento es igual al trabajo realizado por la fuerza que actúa sobre ella en 
la dirección del movimiento. 

La cantidad / representa la fuerza que actúa en la dirección del movi- 
miento, o componente tangencial de la fuerza. Para una fuerza F = (p, <r), 
su componente en la dirección del movimiento es 


/ = F 


ííR _ dx dy 
ds ^ ds ds 


Si p y a son funciones conocidas de x e y, y si se sabe quc la partícula se 
mueve sobre una curva x — x(s), y — y(s), entonces / también se vuelve 
una función conocida de .r. En consecuencia, para calcular el trabajo 

(55) W = ( 1 f(s) ds 

Jso 

cuando la partícula se rnueve de una posición (x 0 , y 0 ) a otra (x l5 y^), en 
general tiene que conocerse la trayectoria sobre la cual la partícula se 
mueve. 

En una clase importante de casos el trabajo W dcpcnde sólo de las po- 
siciones inicial y final, pudiendo expresarse en la forma 

(56) W = V(x 0 ,y 0 ) - V(x u y x ) 

en la que V(x,y) es una función adecuada que se llama energía poten- 
cial. La fórmula que expresa quc cl cambio en energía cinética es igual al 
trabajo realizado por la fuerza puede entonces escribirse también en la 
forma 


(57) imu' ¿ (ti) + V(x l} y,) — imv 2 (t 0 ) + V(x 0 ,y ü ). 

Así la cantidad K + V, suma de las energías mecánicas cinética y poten- 
cial, es decir, la energía total, no cainbia durante el movimiento. Este es 
un ejemplo de la ley física general de la conservación de la energía. 

Una función de energía potencial V pucdc fácilmente construirse para 
algunos de los movimientos discutidos antes. Así, para una partícula sujeta 
a la acción de la gravedad se tiene F = (0, —mg) y f — —mg(dy/ds). E1 
trabajo realizado por la fuerza de gravedad c.uando Ia partícula pasa de 
la posición (x 0 , y 0 ) a la posición (x¡,yi) es entonces 
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Vemos que W es proporcional a la diferencia de alturas entre las posiciones 
inicial y final. Como función de energía potencial V, podemos escoger 
V = mgy (o, más generalmente, V = mgy + c, donde c es cualquier cons- 
tante). La ley de la conservación de la energía establece entonces que la 
cantidad 

ív 2 + gy 

es constante durante el movimiento. Este hecho ha sido ya observado al 
investigar el movimiento de una partícula que se desliza hacia abajo sobre 
una curva (p. 426). 


c. La atracción mutua de dos masas 


Otro ejemplo de una fuerza con la cual puede asociarse una función 
de energía potencial V lo proporciona la atracción gravitacional F que una 
partícula P 0 = (x 0 ,y 0 ) de masa m 0 ejerce sobre otra partícula P = (x,y) 
de masa m. Aquí es 


donde ¡x = y m 0 m y r = \/(x — x 0 ) 2 + (y ~ yo) (Según la ley de Cou- 
lomb, el mismo tipo de fórmula describe la interacción de dos cargas eléc- 
tricas.) 

La fuerza en la dirección del movimiento es entonces 


—fi(x — x 0 ) -My — yo) 


fi dr __ d fi 
r 2 ds ds r 

puesto quc 


/= -4 




( x - x o) + ( y ~ y °) Ts = \js [( X ~ X °) 2 + (^ ~ yo) 


1 dr 2 _ dr 

2 ds ds 


E1 trabajo realizado por la fuerza de atracción cuando la partícula P se 
mucve de la posición (x x , y x ) a la posición (x- 2 ,y 2 ) es 


W = 



= V(x lt yx) - V(x,,y 2 ), 


dondc V(x,y) — —¡xfr— — m/V (x — x 0 ) 2 + (y ~ y 0 ) 2 es Ia energía po- 
tencial. 

Si la partícula se mueve de la posición (x-i, y-¡) hasta el infinito (lo que 
correspondería a r 2 = oo), el trabajo realizado por la fuerza de atracción 
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es —fi/ri. E1 trabajo realizado por una fuerza opuesta que mueva la par- 
tícula hasta el infinito tiene el mismo valor numérico pero signo contrario. 
Por lo tanto, p./r x = — V(x u y^) es el trabajo que tiene que hacerse contra 
la fuerza de atracción para mover la partícula de la posición (x l5 yC) hasta 
el infinito. Esta importante exprcsión se llama potencial mutuo de las dos 
partículas. Aquí, por consiguicnte, el potencial se define como el trabajo 
requerido para separar completamente las dos masas atractivas, por ejemplo, 
el trabajo requerido para arrancar por completo un elcctrón de un átomo 
(potencial de ionización). 

Si la masa atractiva P 0 se considera fija, la ley de la conservación de 
la energía implica que la partícula atraída P se mueve de manera tal que la 
expresión 



(la energía total por unidad de masa m) tenga un valor constante durante 
el movimiento. Este hecho ha sido derivado ya para cl caso especial de un 
movimiento puramente radial; y ahora vemos que se cumple para cualquier 
tipo de movimiento bajo la influencia de la atraeción gravitacional. Nue- 
vamente podemos concluir que h > 0 para una partícula que escapa al 
infinito; su órbita es entonces no acotada (parábola o hipérbola) en vez 
de acotada (clipse). La velocidad de escape es 



la cual corresponde a h = 0; es la mínima velocidad que hará que la par- 
tícula escape al infinito desde una distancia dada r. No depende de la 
dirección en Ia cual se suelte la partícula sino sólo de la distancia r al 
centro de atracción. 

d. E1 estiramiento de un resorte 

Como un tercer ejemplo, considérese el trabajo quc se hace al estirar 
un resorte. Con las hipótesis relativas a las propiedades elásticas del resorte 
que se hicieron en la p. 423, la fuerza actuante es / = — kx, donde k es 
constante. E1 trabajo que debe hacerse contra esta fuerza para estirar el 
resorte desde la posición sin deformación x = 0 a la posición final x = x x 
está dado, en consecuencia, por la integral 



Sec. 4.9 


Trabajo y energía 441 


*e. La carga de un condensador 


E1 concepto de trabajo en otras ramas de la física puede tratarse de 
manera análoga. Por ejemplo, considérese el problema de cargar un con- 
densador. Si se denota por Q la cantidad de elcctricidad en el condensador, 
por C su capacidad y por V la diferencia de potcncial (voltaje) cntre sus 
placas, cntonccs por la física se sabe que Q = CV. Además, el trabajo he- 
cho al movcr una carga Q a través de una diferencia de potencial V es 
igual a QV. Puesto quc durante el proceso de carga del condcnsador la 
diferencia de jDotencial V no cs constante sino quc crece con Q, se efectúa 
un paso al límite de manera análoga a como se hizo en la p. 436, y así se 
obtiene como expresión para el trabajo realizado al cargar el condensador 


1 


Q 

u 


VdQ 



QdQ = 


1 QV 

2 C 


1 

') 


Q iJ' 


1 5 


donde Q x es la cantidad total de elec.tricidad que pasa al condensador y 
V t es la diferencia de potencial entre sus placas al final del proceso de 
carga. 


Apéndice 

*A.l Propiedades de la evoluta 


En la p. 377 se dcfinió la evoluta E de una curva C como el lugar 
geométrico de los centros de curvatura de C. Si C está representada por: 
x = x(s), y — y(s), usando como parámetro la longitud de arco s, en- 
tonces el centro de curvatura (£, rj) del punto de C con parámetro ó' está 
dado por [cfr. (17«), p. 377) 


(58) £ — x — py, r¡ - y + px, 

donde 

1 .. ... 

k — — — xy yx. 

P 


Las cantidades k y jpj son, respectivamente, la curvatura y el radio de cur- 
vatura de C. 

A partir de estas fórmulas puedcn deducirse algunas propiedades geomé- 
tricas interesantes de la evoluta. 


Derivando la relación x 2 + y 1 = 1 se llega a xx + yy = 0. Puesto que 
también xy — yx = 1 / p, se tiene 

1 . •• 1 . 

x — — - y, y -x. 

P P 


(59) 
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Derivando con respec.to a s las fónnulas (58), resulta 

I — x — py — py = — py, r¡ — y + p x + px — px, 
v, en consecucncia, 

£x + yy = 0 . 

Puesto que los cosenos directores de la normal a la curva están dados por 
■y y x, la normal a la curva C es tangente a la evoluta E en el centro de 
curvatura; o bien, la tangente a la evoluta es la normal a la curva dada; 
o, Io que es Io misino, la evoluta es la ec envolvente >> de las normales (cfr. 
Fig. A.l). 

Además, si se denota por <r la longitud de arco de la evoluta medida 
desde un punto fijo arbitrario, usando .y como parámetro se tendrá 



Y corno x 2 + y — 1, de las fórmulas (59) se obtiene 

+ — p’. 

Si el sentido en que se mide a se escoge adecuadamente, se sigue que 

cr - p, 

siempre p=/= 0. La integración da 

ox — <r 0 — Pt ~~ po- 

Esto es, la longitud de arco entre dos puntos de la evoluta es igual a la 
diferencia entre los correspondientes radios de curvatura, suponiendo que p 
permanece diferente de cero para el arco en cuestión. 

Esta última condición no es superflua. Pues si p cambia de signo en- 
tonces la fórmula á = p muestra que al pasar al correspondiente punto de 
la evoluta la longitud de arco a tiene un máximo o un mínimo; o sea, al 
pasar a este punto no se continúa considerando a hacia adelante sino que 
debe invertirse el scntido en que se mide. Si se desea evitar esta inversión 
debe cambiarse el signo en la fórmula anterior, esto es, poner <r — ~ p al 
pasar a tal punto. 

También pucde notarse quc los centros de curvatura que corresponden 
a ináximos o mínimos del radio de curvatura son cúspides de la evoluta. 
[La prueba no se da aquí.] (Ver Figs. A.4, A.6.) 

La relación geométrica recién encontrada puede expresarse aún en otra 
forma: Imaginemos un hilo flexible c inextensible colocado a lo largo de 
un arco de la cvoluta E y estirado de rnanera que una parte de él se extien- 
da tangencialmcnte fuera de la curva; si, además, el punto extremo Q del 
hilo queda inicialmente sobre 3a curva original C, cntonces al desenrollarlo 
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(¿ describirá dicha curva C. De aquí provienc el nombre de evoluta (evol- 
vere, desenrollar). La curva C se llama una involuta de la evoluta E. Por 
otra parte, podemos comenzar con una curva arbitraria E, y mediante este 
proceso de desenrollado construir su involuta C. Entonces, en forma inversa 
se ve que E será la evolula de C (Fig. A.2). 

Para la demostración, considérese la curva E, que ahora es la curva 
dada, dcscripta en la forma | = £(a), tj = r¡(<j) , dondc las coordenadas 
rectangulares corrientes se denotan por $ y r¡ y el parámetro <j es la lon- 

Qo 



Figura A.2 Construcción de la involuta C de una curva E: pi = p<¡ + ct, — ct 0 , 

mediante un hilo. 
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gitud de arco sobre E. E1 enrollado se hace según lo indica la Fig. A.3. 
Cuando el hilo está completamente enrollado sobre la evoluta E, el extremo 
Q de aquél coincide con el punto A de E que corrcsponde a un arco de 
longitud a. Si ahora se desenrolla el hilo hasta quc sea tangente a la evo- 
luta en el punto P, correspondiente a la longitud de arco cr > a, la lon- 
gitud del segmento PQ scrá (<r — a) y sus cosenos directores — £ y — r¡, 
donde cl punto denota ahora derivación con respecto a a. Así se obtienen 
para las coordenadas x, y dcl punto Q las expresiones 

(60) x = | — (a — a) y — r¡ — (a — a ) 



Figura A.3 

quc son Ias ecuaciones de la involuta descrita por Q, en términos del pa- 
rámetro a. Derivando con respecto a a resulta 

* = £ — í + (a — a) \ — (a — a)h, 

( 61 ) 

y — ?) - i¡ + (a - a)y - (a ~ a)r¡. 

Puesto cjue — 0, se encuentra de inmediato que 

¿x + r¡y — 0, 

lo cual muestra que la recta PQ es normal a la involuta C. Por consiguien- 
te, puedc afirmarse que las normales a la curva C son tangentes a la cur- 
va E. Los cosenos directores dc la tangente a E son ¿ y r¡, por lo que para 
los cosenos directores de la tangente a C se encuentran las expresiones 

* y _ ; 

- 0 - ;. — V> — -- 

\/x 2 H- y~ \/Ár 2 + y 2 


(62) 
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Derivando con res¡x:cto a a la relación %x + r¡y = 0 y substituyendo para 
£, 7¡, £, r¡ las expresiones que resultan dc las ecuaciones (61), (62) ante- 
riores, se llega a 


I, & • yf - fi- + = iLtH + zjy±£ 

a — i t y/x 2 + T 


Por lo tanto, cl radio dc curvatura de la curva C correspondiente al punto 
Q — (x,y) vuelve a ser [ver fórmula (15), p. 373J 

_ 1 _ (x* 4 - y 2 )' 2 _ 

p - a --cr — a. 

k xy — yx 

Esto representa también la distancia de Q al punto P = (|, r¡). Debido a 
que P también está sobre la norrnal a C en Q, P resulta ser el centro de 
curvatura de C correspondientc al punto Q. Así, cualquier curva E es la 
evoluta de todas sus involutas. 


Ejemplos. Consideremos la evoluta de la cicloide 

x — v + t 4- scn t , y ~ — 1 — cos t. 

Por la Ec. (17) de p. 377, el ccntro de curvatura (£,r¡) dc una curva 
referida a un parámctro t arbitrario es 


. x 2 4- y ¿ 
i = x~ y- -.t : 


_ , . x- + y- 

v - y + x - 

xy — yx 


xy — yx 

Un breve cálculo da cl siguiente resultado para la evoluta de la cicloide 
$ = 7r 4- t — sen t, rj — 1 4- cos t. 


Si se pone t ~ t — tt, entonces 

| 4 _ 7r = 7 t 4~ t 4’ sen r, — 2 = — 1— cos r; 

y estas ecuaciones mucstran que la evoluta es a su vez una cicloide similar 
a la curva original, pudiendo obtenerse a partir dc ésta por traslación, 
como lo indica la Fig. A.4. 

Lo anterior nos proporciona un método simple para construir un péndulo 
cicloidal (ver p. 430). Si una masa P se sujeta mediante una cuerda de 
longitud 4 a una de las cúspides de la evoluta, por efecto de la tensión, 
partc dc la cuerda coincidirá con la evoluta y la parte restante estará a 
lo largo de una tangente. La masa P es entonces forzada a caer sobre la 
involuta, o sca, sobre la ci< loidc original. Bajo la acción de la gravedad P 
debe efectuar sobre alguna porción de la cicloide un movimiemto isócrono, 
con un pcríodo quc no dependc de la posición cn la que P indica su movi- 
micnto. (E1 parámetro t al cual es referida la cicloide no corresponde al 
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tiempo en el movimiento isócrono.) La longitud de la porción recta de la 
cuerda en un péndulo de este tipo varía durante el movimiento (ver Fig. 
A.4). 

Como un cjcmplo adicional se obtiene la ecuación para la involuta de 
una circunferencia. Se comienza con la circunferencia £ = cos a, 77 = — sen a 
y se desenrolla la tangente como lo indica la Fig. A.5. La involuta de esta 
curva queda entonces dada en la forma. 

x = cos a + a sen <r, y — — sen a + a cos a. 



(usando la ecuación (60) de la p. 445 con a — 0). 

Por últirno, sc determina la evoluta de la elipse x — a cos t, y = b sen t. 
De inmediato resulta 

x ¿ + y ¿ á ¿ — b 2 

t, — x — y .. —-—v. =--—- cos 3 1. 

xy — yx a 


y 


_ X- + f 

7] — y + X - .r 

xy — yx 



scrr' t, 


como rcpresentación paramétrica de la evoluta. Si de estas ecuaciones se 
elimina t de la rnanera usual, se llega a la ecuación de la evoluta en forma 
no paramétrica: 

{ai;)K + {b v ) t/3 = (a 2 - ú 2 ) % . 

Esta curva cs una astroide. Su gráfica se da cn la Fig. A. 6 . Por medio de 
las ecuaciones paramétricas podemos fácilmente cerciorarnos de que los 
centros de curvatura que corresponden a los vértices de la elipse son efec- 
tivamentc las cúspides de la astroide. 
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*A.2 Areas liniitadas por curvas cerradas. Indices 


En la sección 4.2 se representó el área limitada por una curva cerrada 
x = x(t), y = y(t), a < t < /3, la cual en ninguna parte se intersecta a 
sí misma (curva cerrada simple), por medio de la integral 


A = 


y(t)x(t) dt ; 



el valor que se obtiene es positivo o negativo dependiendo de que la fron- 
tera se recorrra en el sentido contra reloj o en cl opuesto. Esta fórmula 
sigue siendo válida como definicióa de A aun para curvas que presentan 
autointersecciones. Falta, sin embargo, ver cómo A se relaciona con las 
áreas en tales casos. Supóngase que la curva C, dada por las ecuaciones 
x = x(t), y = y(t), se corta a sí misma en un número finito de puntos y 
de esta manera divide el plano en un número finito de porciones R 1} R¿,. ■.. 
Supóngase adcmás que las derivadas son continuas y que x 2 + y z =/= 0, ex- 
cepto quizá para un número finito de discontinuidades de salto (que pue- 
den corresponder a esquinas o no). Por último, supóngase que la curva 
tiene un número finito de rectas de apoyo x = constante, es decir, rectas 
verticales que son tangentes a dicha curva o pasan por uno dc sus puntos 
de autointersección. 
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A cada región R t sc le asigna entonces un cntero, el índice ji¡, definido 
de la siguiente manera: Se escoge un punto arbitrario Q de Ri que no 
esté sobre una recta de apoyo y se traza la semirrecta que se extiende desde 
Q hacia arriba en la dirección del eje y positivo. Se cucnta el número de 
veces que la curva C orientada según las t crecientes cruza la semirrecta de 
derecha a izquierda y se resta del número dc veccs en que el cruce se 



efectúa de izquierda a derecha; la diferencia es el índice /t¿. Por ejemplo, 
el interior de la eurva representada en la Fig. 4.17, p. 361, tiene el índice 
l-i. = 4-1; y en la Fig. A.7 las regiones R l3 . . . , R¿, R 0 tienen los índices 
/xi = — 1, ji 2 — —2, /a 3 = —-1, ju .4 = 0, /i 5 = 1 y /X 6 = 0. Este número 
,u¿ cfeetivamente depende sólo de las regiones y no del punto particular 
Q escogido._en R h como pucdc vcrse fácilmentc de la siguiente manera: 
Escójase cualquier otro punto Q' en Ri que no csté sobre una recta de apoyo 
y únasc Q con Q' por mcdio dc una linea quebrada contenida completa- 
mcnte en R¡ (Fig. A.8). Conforme esta línea se recorre de Q a Q', la 
difercncia entre el número de cruccs dc derecha a izquierda y el número 
de cruces dc izquierda a derecha es constante. Eslo es así porque entre dos 
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rectas de apoyo el númcro dc cruces de cada tipo no cambia, mientras que 
al atravesar la curva una recta de apoyo el número de cruces de ambos 
tipos sigue sicndo el mismo, o bien ambos se incrementan en uno, o bien 
decrecen en uno; y así, de cualquier manera, la diferencia no se altera. 
En este proceso una recta de apoyo que encuentra a la curva en varios 
puntos, digamos A, B, . .. , H, se considera como varias rectas de apoyo 
diferentes, FA, FB, . .. , FH, donde F es un punto situado verticalmente 



Figura A.7 Indices de las regiones Z?¡ que forman las curvas ccrradas 
y oricntadas. Figura A.8. 

por enciina de lodos los puntos A, B, ... , H. Nuestro argumento se aplica 
entonces a cada una de estas rectas. Por lo tanto, el número /x¿ tiene el 
mismo valor independientemente de que para determinarlo se use Q o Q’. 

En particular, si la curva no se corta a sí misma, su interior consiste 
de una única región R cuyo índic.e es +1 o — 1 según que la frontera se 
recorra en el sentido contra reloj o en el opuesto. Para hacer esto evidente, 
trácese una recta vertical (no de apoyo) que intersecte a la curva; y sobre 
ella determínese el punto más alto dc intersección P con la curva, y escó- 
jase un punto Q en R situado debajo de P y tan cercano a él que entre P 
y Q ningún otro punto de intersección exista. Entonces, por encima de Q 
se tienc un cruce de la curva que, si ésta se recorre en el sentido contra 
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reloj, es un cruce de derecha a izquierda, de manera que jx = +1; y en 
caso contrario jl = — 1. Según lo que se vio antes, este mismo valor de jx 
resulta para cualquier otro punto de R. Para una curva como la considerada 
y, de hecho, para todas las curvas cerradas, una de las regiones, la “exte- 
rior” a la curva, se extiende sin límite en todas direcciones; y vemos de 
inmediato que esta región tiene índice 0, y será ignorada en lo que sigue. 
Por lo anterior, la relación entre la integral A y las áreas de las regiones 
Ri está dada por el siguiente teorema: 



las áreas absolutas de las regiones R\, donde cada área Ri se cuenta ¡x\ 
veces. En símbolos: 


I 


yx dt = 2 |áreai?i 


demostragión. La demostración es sencilla. Supongamos, como tene- 
mos derecho a hacerlo, que la curva completa está por encima del eje x. 
(Agregando una constante a y no se altera el valor de Ia integral A para 
una curva cerrada.) Las rectas de apoyo cortan Ri en un número finito 
de porciones. Sea r una de estas porciones. Entonces, al tomar la integral 
— f yx dt — — f y dx para cada rama univaluada de la función y — y(x) 
e interpretarla como el área entre la curva y el eje x, encontramos que el 
valor absoluto del área de r es contada +1 veces por cada rama de derecha 
a izquierda encima de r, y — 1 veces por cada rama de izquierda a derecha 
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encima de r\ en total, /¿¿ veces. Lo mismo es cierto para cada una de las 
demás porciones de i?¿; por lo tanto, i?¿ se cuenta ¡xí veces. Así, la integral 
sobre la curva completa üene el valor 2 /¿i |área / 2 ¿|, como se estableció (Ver 
Fig. A.7). Esta fórmula concuerda con la que se encontró para curvas sim- 
plcs, como se ve a partir de la discusión sobre los valores de /i para tales 
curvas. 

La definición dada para el índice tiene la desventaja de haber sido 
formulada en términos de un sistema coordenado particular. De hecho, no 
obstante, puede demostrarse que el valor de ,/t¿ asignado a cada región 
es independiente del sistema de coordenadas y depende solamente de la 
curva. Esto puede verse fácilmente identificando /x¿ con el número total v¿ 
de veces que una porción de la curva, para t creciente de « a /3, rodea 
cualquier punto fijo Q,¿ de i?¿ en el sentido contra reloj; esto es, el número 
de veces que C se enrolla alrededor de Q. Probaremos la identidad de ju.¿ 
con v¿. 

Sea C dada paramétricamente por x = x(t), y = y(t) donde a < t < /?. 
Sea Q = (£,r)) un punto que no está sobre una recta de apoyo de C. To- 
memos Q como el origen de un sistema de coordenadas polares r, Q, en 
el cual 

- x - £ y - 7) 

r = y/(x — |) 2 + (y — 77 ) 2 , cos 6 = -sen 8 = --. 

r r 

E1 ángulo polar Q está determinado solamente a menos de múltiplos enteros 
de 2-71-; y, sin embargo, Q está determinado unívocamente como una función 
de t, por su valor Q 0 para ¿ = or, si pedimos que Q = Q(t) varíe continua- 
mente con t a lo largo de C. En t = (3 el ángulo Q tendrá el valor Q(¡3) = 

Q 0 + 2V 7 r, donde v es un entero. E1 número 

1 1 f* dfí 1 r 

r = s ra-»(.)] = s l - d - t dt = rX ie 

representa el número de veces que la curva orientada C rodea a Q. 

Así, la curva C cruza la semirrecta vertical que pasa por Q, para aque- 
llos valores de t en los que la expresión (\/2-n)\Q(t) — 7 r/ 2 ] tiene un valor 
entero n. Gonsidérense para un n fijo los valores t en el intervalo paramétri- 
co para los cuales (1/2-jt) (Q — -rr/2) = n. Sean <r n y r n los números de tales 
valores t para los cuales dQ/dt > 0 y dQ/dt < 0, respectivamente. Es obvio 
que el índice en el punto Q es 

fl 2 °» 2 T » 2 (°» T ») • 

» » » 

Por otra parte, <r n ~ r n puede solamente tener uno de los valores 1,0, — 1, 
pues la gráfica de Q(t) en el plano Q, t debe cruzar la recta Q = ir¡2 + 2 n- 7 r 
altemadamente desde arriba y desde abajo. Precisamente, se tiene <r n — r n = 
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s¡gn[0(/3) — 0(«)] si 7r/2 + 2nir está entre 0(a) y 0(¡3); de lo contrario, 
es a n — r n — 0. 

En consecuencia, ¡x es igual al número de valores de la forma tt/ 2 + 
2mr, con un n entero que está entre 0(a) y 0((3), tomado con el signo de 
0(J3) — 0 (a); o sea, g. cs igual a v. 

Puesto que 0 — arc tan [(y ~ rj) / (x — |)], se tiene 

dO _ y(x - g) ~ x(y — r¡) 
dt (x — |) 2 + (y — t )) 2 

Esto conduce a la siguiente representación integral para el índice de la 
curva C cerrada, orientada, con respecto al punto (£, r)) : 

_ f* K* “ é) ~ x(y ~ t } ) 

' L (x - i ) 2 + (y ~ rj) - 

que puede escribirse en forma simple (ver pp. 384-385) sin referencia ex- 
plícita al parámetro t, como 

l _ J_ f (* - £) dy - (y - rj) dx 

1 27r Jc ( x — £) 2 + (y ~ v ) 2 

La caractcrística notable de estos rcsultados cs que el entero /i, o el v, 
quc describc una rclación topológica cntrc cl punto Q y la curva C, puede 
determinarse analíticamente a partir de la representación paramétrica dc 
C, evaluando una integral. 


PROBLEMAS 


SECCION 4.lc, páglna 328 

1. Bosquejar Ia hipocicloide para a — 4c (astroide) y encontrar su ecuación no 
paramétrica. 

2. Demostrar que si c/a es racional Ia hipocicloide general se cierra después de 
que cl círculo móvil ha girado un número entero de vcces, en tanto que si c/a es 
irracional la curva encuentra a la circunferencia del círculo fijo en una infinidad 
de puntos y nunca se cierra. 

3. Obtener la representación paramétrica 

x = at — b sen t, y a — b cos t 

para la trocoide ordinaria, esto es, para Ia trayectoria de un punto P sujeto a un 
disco de radio a que rueda a lo largo de una recta, siendo b la distancia de P al 
centro del disco (ver- Fig. 4.7). 

4. Encontrar las ecuaciones paramétricas de la curva + y 3 = 3 axy (la hoja 
de Descartes), escogiendo como parámetro t la tangente del ángulo entre el eje x 
y el rayo que va del origen al punto (x, y). 

SECCION 4. le, página 361 

1. E1 ángulo a entre dos curvas en un punto de intersección se define como el 
ángulo entre sus tangentes en ese punto. Encontrar una fórmula para cos « en térmi- 
nos de Ias reprcscntaciones paramétricas de las curvas. 
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2. Sean x = f(t) e y = g(t). Encontrar fórmulas para d 2 y/dx 2 y d 3 y/dx 3 en 
cérminos de las derivadas con respecto al parámetro t. 

3. Encontrar la fórmula en coordenadas polares para el ángulo a entre dos cur- 
vas r = f(e) y r = g(6). 

4. Encontrar las ecuaciones de las curvas que en todas partes se intersectan 
bajo el mismo ángulo a con las rectas que pasan por el origen. 

5. Demostrar lo siguiente: si x = f(t) e y = g(t) son continuas en el inter>'alo 
cerrado [ a, b ] y derivables en el intervalo abierto (a, b), con x' 2 + y' 2 > 0, entonces 
existe al menos un punto sobre el arco abierto 

x = f(t), y = g(t), (a < í < b), 


en que la tangente es paralela a la cuerda que une los puntos extremos. 

6. Sea P el punto de un círculo que describe una cicloide conforme el círculo 
rueda sobre una recta dada. Sea, además, Q el punto de contacto del círculo con la 
recta. Demostrar que en cualquier instante la normal a la cicloide en P pasa por Q. 
¿Qué propiedad análoga se tiene para la tangente en F? 

7. Probar que la longitud del segmento de la tangente a la astroide 

x — 4c cos 3 e, y = 4c sen 3 6, 
cortado por los ejes de coordenadas es constante. 

*8. Demostrar que las dos familias de elipses e hipérbolas, (0 < a<¿>), 
x 2 y 2 

+ : = 1, para 0 < X < a. 


a 2 - X 2 

r 2 


b 2 - X 2 

y 2 

b 2 — T- 


= 1, para a < r < b, 


son cofocales (esto es, tienen los mismos focos) y se intersectan a ángulos rectos. 

9. (a) Demostrar que para la elipse el ángulo entre los dos rayos que van de 
cada foco a un punto sobre la curva es bisectado por la normal en ese punto. 

(b) Demostrar que para la hipérbola ese ámgulo es bisectado por la tangente. 


SEGGION 4.1/, página 366 

1. Probar que la curva definida por 

0 < * < 1 

x = 0 

definida por 

0 < X < 1 

x = 0 

no es rectificable. 

2. Probar que si la función / está definida y es monótona en el intervalo cerrado 
[a, b ], entonces el arco definido por 

y = f(x), (a < x < b), 

es rectificable. 


V = < 


x ¿ sen -, 
x 


0 , 


tiene longitud finita, pero que la curva continua 


V = i 


1 

x sen -, 
x 


L o, 
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SECCION 4.1 g, página 370 

1. Una integral elíptica de segunda clase tiene la forma 



VI — k 2 sen 2 0 dd. 


( a) Demostrar que la longitud de arco de la elipse x = a cos 0, y = b sen 0 
puede expresarse en términos de una integral elíptica de segunda clase, 

( b ) Hacer lo mismo para lo trocoide 


x = at — b sen t, y = a — b cos t. 


* (c ) Demostrar que la longitud de arco de la hipérbola puede expresarse en tér- 
minos de integrales elípticas de nrimera v segunda clases. 


SECCION 4.IA, página 372 

1. Sea P un punto del círculo que al rodar genera una cicloide, y sea Q el 
punt» más bajo de dicho círculo en cualquier instante dado. 

Demostrar que Q bisecta el segmento que une a P con el centro de la circunfe- 
rencia osculatriz de la cicloide en P. 

2. Encuéntrese el centro de curvatura para y = x 2 cuando x — 0. Determinar 
el punto de intersección de las normales a la curva para x — 0 y x — e. Calcular la 
distancia de la intersección al centro de curvatura. Sugerir una definición alternativa 
para el centro de curvatura. Dcmostrar que esta definición es equivalente a la defi- 
nición dada en el texto. 

3. Considérese la cuestión de si la circunferencia osculatriz cruza la curva en el 
punto de contacto. 

*4. Demostrar que la circunferencia de curvatura de la curva C en un punto P 
es el límite de las circunferencias que pasan por los tres puntos P , P lf P z , conforme 
P j y P. n sc acercan a P. 

5. Sea r = f(0) la ecuación de una curva en coordenadas polares. Probar que 
la curvatura está dada por la fórmula 

2r' 2 — rr" + r 2 

k — -——, 

( r '2 + r 2 ) 9 « 

donde 

, ^ dj = d*f_ 

do T do 2 

6. La curva para la cual el segmento de tangente definido por el punto de 
contacto y la intersección con el eje y ticne longitud siempre igual a 1, se llama trac- 
triz. Encontrar su ecuación. Demostrar que el radio de curvatura en cualquier punto 
de la curva es inversamente proporcional a la longitud del segmento de normal defi- 
nido por el punto sobre la curva y la intersección con el eje y. Calcular la longitud 
de arco de la tractriz y encontrar las ecuaciones paramétricas en términos de la 
longitud de arco. 

7. Sea x = x(t), y = y(t) una curva cerrada. Una longitud constante p es 
medida sobrc la normal desde el punto de su intersección con la curva. E1 extremo 
de este segmento describe una curva que se llama “curva paralela” a la original. 
Encontrar el área, la longitud de arco y el radio de curvatura de la “curva pa- 
ralela”. 

8. Demostrar que las únicas curvas cuya curvatura es una constante fija k son 
circunferencias de radio \/k. 
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*9. Si la curvatura de una curva en el plano xy es una función monótona de la 
longitud de arco, demostrar que la curva no es cerrada y que no tiene puntos dobles. 

SEGCION 4.1*, página 378 

1. Demostrar que la expresión para la curvatura de una curva x = x(t), y = 
y(t) no es alterada por una rotación de ejes y tampoco por un cambio de parámetro 
dado por t = <P(t), donde <P'(t) > 0. 

SECCION 4.3 d, página 411 

1. Demostrar que si la aceleración es siempre perpendicular a la velocidad, la 
velocidad (escalar) es constante. 

2. E1 vector velocidad, considerado como un vector de posición, describe una 
curva conocida como odógrafa. Para una partícula que se mueve sobre una curva 
cerrada, investigar si la odógrafa de la partícula puede o no ser una recta. 

3. Suponiendo que el círculo que rueda se mueve con velocidad constante, en- 
contrar la velocidad y la aceleración del punto P que genera la cicloide. 

4. Sea A un punto fijo en el plano y supóngase que el vector aceleración de un 
punto móvil P está siempre dirigido hacia A y es proporcional a \Z\AP\ 2 . Demostrar 
que la odógrafa es una circunferencia (ver problema 2). 

5. Sea A un punto fijo sobre un círculo. Sea P el punto del círculo móvil que 
se mueve de manera que el vector acelcración apunta hacia A. Probar que la acele- 
ración es proporcional a |^4P¡' 5 - 

SECCION 4.5, página 420 

1. Una partícula que se mueve sobre una recta está sujeta a una resistencia que 
produce una retardación ku 3 , donde u es la velocidad y k una constante. Encontrar 
expresiones para la velocidad (u) y el tiempo (t) en términos de s, Ia distancia des- 
de la posición inicial, y v 0 , la velocidad inicial. 

2. Una partícula de masa unitaria se mueve sobre el eje x sujeta a una fuer- 
za f(x) = — sen x. 

(a) Deterrninar el movimiento de Ia partícula si en el tiempo t = 0 se encuentra 
en x = 0 y tiene velocidad = 2. Demostrar que cuando t —> oo Ja partícula se 
aproxima a una posición límite, y encontrar esta posición. 

(b) Si las condiciones son las mismas, excepto que v 0 puede tener cualquier va- 
lor, demostrar que para v 0 > 2 el punto se mueve hacia una distancia infinita cuan- 
do t—> oo, y que para v 0 < 2 el punto oscila en torno al origen. 

3. Escójase un sistema de ejes con origen en el centro de la Tierra, cuyo radio 
se denota por R. De acuerdo con la ley de la gravitación de Newton, una partícula 
de masa unitaria que esté sobre el eje y será atraída por la Tierra con una fuerza 
— A iM/y 2 , donde /j. es la “constante gravitacional” y M es la masa terrestre. 

(a) Determinar el movimiento de la partícula después de que ésta se suelta 
desde el punto y 0 (> R); esto es, si en el tiempo t = 0 está en el punto y = y 0 y 
tiene velocidad v 0 = 0. 

(b) Encontrar la velocidad de la partícula en el momento de su impacto con la 
Tierra. 

(c) Usando el resultado de (b), calcular la velocidad de una partícula que cae 
a la Tierra desde el infinito. 1 

*4. Una partícula en reposo sobre el punto más alto de una circunferencia es 
ligeramente perturbada y se desliza hacia abajo por acción de la gravedad. ¿En qué 
punto dejará de moverse sobre la circunferencia? 


1 Esta es la misma que la mmuna velocidad con la que debería dispararse un 
proyectil para que dejase la Tierra sin regresar jamás. 
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*5. Una partícula de masa m se mueve sobre una elipse r = k /(1 — ecosff). 
La fuerza sobre la partícula es cm/r 2 , dirigida hacia el origen. Describir el movi- 
miento de la partícula, encontrar su período y demostrar que el radio vector de la 
partícula barre áreas iguales cn tiempos iguales (“Ley de las Areas”, de Kepler, para 
el movimiento planetario). 

SECCION 4A.1, página 442 

1. Demostrar que la evoluta de una epicicloide (ejemplo, p. 348) es otra epi- 
cicloide similar a la original que puede obtenerse de ésta por rotación y contracción. 

2. Dcmostrar que la evoluta de una hipocicloide (ejemplo, p. 348) es otra 
hipocicloide que puede obtenerse de la primera por rotación y dilatación. 
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Desarrollo de Taylor 


5.1 Introducción: Series de potencias 


Fue un gran triunfo en los primeros años del Cálculo el descubrimiento 
hccho por Newton y otros de que muchas func.iones conocidas podían ex- 
presarse como “polinomios de orden infinito” o “series de potencias”, con 
coeficientes calculados mediante leyes elegantes y claras. Las series geomé- 
tricas para 1/(1 — x) y para 1/(1 + x 2 ), 

( 1 ) -- — 1 + A' + X 2 + • ' • + x n 4- • • • 

1 — X 


(i*: 


1 + x~ 


1 — * 2 + X 4 — X 6 + 


+ 


+ 


válidas en el intervalo abierto \x\ < 1, son prototipos (ver capítulo 1, pá- 
gina 90). 

Desarrollos análogos dc la forma 


f(x) — ao + a,\X + • • • + a n .v n + • 


00 

= 2 dvX v , 

v = 0 

con coeficientes numéricos a v , serán deducidos en este capítulo para mu- 
chas otras funciones. 

Los siguientes son ejemplos notables: 


X X X 

e x = l+x + — + — + ••• + — + 


91 


3! 


sen x — x 


x' ¿ ^ X ¿ L ( 1) n x' ¿n ^ 1 

3Í + 5Í ~ ’ + (2 n + 1 ) ! 


+ ... . 
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— + — + 
2 ! 2 ! 


4- 


( _ 1 )n x 2n 

(2n)! 


Estos desarrollos en series son válidos para todo x. 


Teorema general del binomio de Newton. E1 desarrollo 


1 + x)° = 1 + ~x + + 


00 


- 2 



* v 


es válido para |*| < 1 y cualquier exponente a. 


Para explicar el significado preciso de tales desarrollos, considérese el 
polinomio de orden n fonnado por la suma de los n + 1 primeros términos 
de la serie, esto es, la n-ésima e ‘suma parcial”, 


$ n = 2 a v x v . 

V — o 

La fórmula 

00 

f(x) = 2 a vX v , para |x| < a 

V = 0 

significa entonces: Para n —» oo la sucesión S n tiende al valor de la fun- 
ción f(x) en cada punto del intcrvalo |x| < a. Se dice entonces que la serie 
infinita converge a f(x) en el intervalo \x\ < a. La diferencia 


Rn(x) - f(x) - S n (x), 

el “residuo” de la serie, mide la precisión con la cual el polinomio S n (x) 
aproxima a la función f(x) en x. Por ejemplo, 

(1 b) - = 1 + * + x z + • • • + x n + R n (x), 

donde el residuo R n (x) = * n+1 /(l — x) tiende a cero para |x| < 1 confor- 

00 

me n crcce; y resulta así la serie gcométrica infinita 2 * v = 1/(1 — x). 

v ~° 

Encontrar cn casos específicos estimaciones sencillas para R n que sean fá- 
cilmente utilizables es una tarca de importancia tanto teórica como práctica. 

En este capítulo estamos interesados en tales desarrollos para una am- 
plia clase de funciones, incluyendo todas las funciones trascendentales “ele- 
mentales”. Es notable el hecho de que en estos desarrollos de funciones 
trascendentes los coeficientes sean expresiones simples en ténninos de 
enleros. E1 tratamiento de cstos dcsarrollos se hará mediante el teorema 
de Taylor. Más adelante, en el capítulo 7, se discutirá un enfoque dife- 
rente por medio del estudio directo de las serics de potencias. 
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Debe haccrse notar que a menudo, como ocurre para la serie geométrica 
de la Ec. (la), el desarrollo infinito no es válido fuera de algún inter- 
valo de x en el caso de la serie geométrica, el intervalo x 2 < 1), aunque 
la función representada por la serie esté bien definida fuera de este in- 
tervalo. 


5.2 Desarrollo del logaritmo y de la tangente inversa 


a. E1 logaritmo 

Gomo ejemplos sencillos se deducen primero los desarrollos para las 
funciones logaritmo y tangente inversa usando integración y a partir de 
la serie geométrica 

_i_ = i + / + t 2 H-+ t n ~ l + r„(í) 

con r n (t) = t n /(\ ~ t). 

E1 integrando en la fórmula 

C* dt 

-'ogd-^Í.T^T 

se reemplaza por la suma anterior y se realiza la integración término a tér- 
mino, obteniéndose para * < 1 

log (1 - x) = *+ y + y + ^-H-^ ~ + R n{x), 

donde el residuo es 



Por tanto, para cualquier entero positivo n la función — log(l — x) es 
aproximada por el polinomio de grado n 


X+ Y + T + + V 


donde el residuo R n indica el “error” de esta aproximación. 

Para evaluar la exactitud de dicha aproximación se estima el residuo 
R n . Si primero se supone que — 1 < x < 0, entonces en todo el intervalo 
de integración el valor absoluto del integrando t n /( 1 — t) nunca excede a 
|r¡ = (-i) n í n . Así, 



n + 1 
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por tanto, para todo valor de ,v en el intervalo cerrado — 1 < v < 0, in- 
cluyendo x = —l, cste rcsiduo puedc hacerse tan pequeño como se quiera 
con sólo escoger n suficientemente grande (ver p. 84). Cuando .v > 0, el 
punto extremo x = í debe omitirse y x tiene que restringirse al intervalo 
0 < x < 1. Aquí el integrando no cambia de signo y su valor absoluto no 
supera a /”/(1 — x) . Así sc obtiene para 0 < x < 1 la estimación 

1 C x n+1 

|R»| < -¡- \t'dt = - yt— r-j r- 

1 — x J (1 — .v) (n + 1) 

Otra vez, por tanto, si a: cs fijo el residuo es arbitrariamente pequeño para n 
suficientemente grande. Por supuesto, la estimación anterior no tiene signi- 
ficado para v = 1. 

En resumen, 

X 2 x n 

(2) log (1 - X) = -X ~ —- - —-— - Rn 

l 3 n 


donde el residuo R n tiende a cero conforme n crecc, suponiendo que .v está 
en el intervalo semiabierto — 1 < v < 1. 

De hecho, este razonamiento establece una estimación “uniforme” para 
el residuo, independiente de r y válida para todo a: en el intervalo 
— 1 < .* < 1 — /i, dondc h es cualquier número tal que 0 < h < 1, a sa- 
ber, |Z? n | < l/[(n + l)h]. 

E1 hecho de que el residuo R n tienda a cero en el intervalo semiabierto 
~ 1 < x < 1 queda expresado diciendo que en este intervalo la función 
logaritmo está dada por la serie infinita 1 


(3) 


x 2 v 3 x 4 

log (1 — x) — — X — —- — - — -— • • • 

51 ‘ 234 


Si en esta fórmula se inserta el valor particular x == — 1, se obtiene una 
fórmula notable: 

(4) log 2 = 1 - i + i - i + - . . 

Esta es una de las relaciones cuyo descubrimiento produjo una honda irn- 
presión en los iniciadorcs dcl cálculo. 

Para el intervalo abierto — 1 < x < I sólo se neccsita rcemplazar x por 
— a: en (2) para obtener 

(2 °) Iog (1 + x) = x - +-+ (-l)”' 1 — - R n ', 

2 3 4 n 


1 Se deja como ejercicio al lector verificar que para todos los valores de x tales 
que |at| > 1 el residuo no solamente deja de tender a cero sino que, de hecho, R n 
crece más allá de toda cota al crecer n; de manera que para tales valores de x el 
polinomio ya no es una buena aproximación del logaritmo, sino que einpeora al 
aumentar n. 
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donde 


S * - t n dt C x 


Tomando n par y restando (2) de (2 a) se tiene 


t n dt 
1 + t 


1 / \ x \ y** — i _ 

9 lo g( - ) = ar tanh .v = x + -- + — 4- f - ■ + R n , 

2 \ 1 — x) 3 5 n — 1 


donde el residuo R n está dado por 

1 C x t n 

Rn=^(Rn~ Rn) = \ dt, 

y arc tanh * se define corno en la p. 254. 

Si se obscrva que 1/(1 ~ t 2 ) <1/(1 ~ * 2 ), se encuentra, mediante una 
cstimación elemental de la integral, que 


\Rn\ 


< 


n + 1 



de esta manera el residuo R n tiende a cero conforme n crcce, lo cual se 
cxprcsa escribiendo el desarrollo como una serie infinita: 

/r 1 . 1 + .V .V 3 X r ‘ X 7 

( J ) 7 ) lo g -= ar tanh .v = .v + — -f ••• , 

2 1 — v 0 0/ 

para todos los valores de a' con \x\ < 1. Es de notar, este resultado tam- 
bién podría derivarse directamente integrando la serie geométrica para 
1/(1 -V-). Esta fórmula presenta la ventaja de que al recorrer x el in- 
tervalo de —1 a 1, la expresión (1 +a)/(1 — x) corre sobrc todos los 
números positivos. Así, si cl valor de v se cscoge en forma adecuada, la serie 
nos permite calcular el valor del logaritmo de cualquier número positivo 
con un error no mayor que el valor estimado arriba como cota para R n . 


b. La tangente inversa 


La tangentc inversa pucde tratarse de manera similar a la usada para 
el logaritmo, partiendo con la fórmula 


1 

__ _ 1 — t 2 + t l - +-•••+( — l)"- 1 /-”- 2 + r n 


donde es ahora r„ — ( — 1) 


1 + t 2 ' 
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Por integración [ver Ec. (14), p. 284] se obtiene 
arc tan x = x 


y <í y •) V t 


Rn, 


y se ve de inmediato que en el intervalo cerrado — 1 < Ar < 1 el residuo R n 
tiende a cero conforme n crece, pues 


i«.l < ( 


1*1 


£ 2n dt = 


2n + 1 


De la fórmula para el residuo puede también fácilmente demostrarse que 
para |xj > 1 el valor absoluto del residuo crece más allá de toda cota con- 
forme n crece. 

De esta manera se ha deducido la serie infinita 


(6) arc tan * 



+ ••• + (-l) w 


2 n — 1 


+ - 


válida para el intervalo cerrado Jjvj < 1. Puesto que arc tan 1 — tt/ 4, se ob- 
tiene para * = 1 la serie dc Leibnitz-Gregory 


0 ) 


*=!-*+*-+ 
4 3 5 


una expresión tan notable como la encontrada antes para log 2. 


5.3 Teorema de Taylor 

Taylor, alumno de Newton, observó que el desarrollo elemental de poli- 
nomios sc prestaba a una amplia generalización para funciones no polino- 
miales suponiendo que estas funciones fuesen suficientemente derivables y 
con dominios restringidos adecuadamente. 

a. Representación de Taylor para polinomios 

Es ésta una fórmula algebraica complctamente elemental relativa a un 
polinomio en x de orden n, por ejemplo 

f(x) = «o + a^x + a 2 x 2 + • • • + a n x n . 

Si se reemplaza x por a + h = b y se desarrolla cada término en poten- 
cias de h resulta inmediatamente una representación en la forma 

(8) f (a + h) = c 0 + c-ih + c 2 h 2 + * • • + c n h n . 
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La fórmula de Taylor está dada por la relación 

(8a) ív = L /<*'(<■), 

v ! 

para el coeficiente c v en términos de / y sus derivadas en x — a. Para de- 
mostrar esto, consideremos la cantidad h = b — a como la variable inde- 
pendiente y apliqucmos la regla de la cadena, según la cual derivar con 
rcspecto a h es lo mismo que derivar con respecto a b — a + h. De esta 
manera, derivando una y otra vez la fórmula (8) con respecto a h y subs- 
tituyendo h — 0 se obtienen sucesivamente los resultados 

c 0 = f(a) t Ci = f(a), ...,v\c v = / (v) (a), 

y, por consiguiente, la fórmula de Taylor para polinomios: 

(9) í(a+h) =f(a) + hf'(a) +ff"(a) + ■ ■ ■ + 'f /<"> (a). 

La derivada (n + l)-ésima se anula para un polinomio de grado n, de 
manera que nuestra fórmula (9) termina naturalmente. 

La fórmula (9), tal como se la establece, no es más que un elemental 
reordenamiento algebraico de un polinomio en potencias de a + h para dar 
un polinomio en potencias de h. 

b. Fórmula de Taylor para funciones no polinomiales 

Newton y sus discípulos inmediatos aplicaron audazmente la fórmula (9) 
a funciones no polinomiales, para las cuales el desarrollo no termina auto- 
máticamente en el n-ésimo término. En vez de cortar el desarrollo permi- 
tieron que n tendiera a infinito, procedimiento que para muchas funciones 
especiales importantes será justificado posteriormente. 

Suponiendo que la función / es derivable por lo menos n veces en un 
intervalo que contiene los puntos a y a + h, ya no podemos escribir f(a + h) 
como una expresión de la fórmula de (9) consistente de un número finito 
de potencias de h, sino que debe tomarse en cuenta la discrepancia intro- 
duciendo un “residuo” adicional R n , lo cual se hace escribiendo formal- 
mente 

(10) f(b) =f(a + h) =f(a) +hf'(a) + ■ ■ ■ + ff'ia) + R,. 

n\ 

De hecho (10), no es sino la definición del término residuál de corrección 
R n e indica la esperanza de que R n se vuelva pequeño y, más aún, tienda 
a cero para n —» oo. Si, efectivamente, el residuo tiende a cero, entonces la 
fórmula (10) en el límite n —» oo conduce al desarrollo 
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(11) f{a 4- h) = f{a) 4- hf'(a) + ■ • • + /<»> ( a ) + •• • 

n ! 

para f(x) como una serie infinita de potencias de h. 

E1 problema crucial, que mucho supera en dificultad al de las manipu- 
laciones algebraicas de la sección 5.3 a, es entonces el de encontrar esti- 
maciones para el residuo R n de manera que la cxactitud dc la representación 
mediante el polinomio de Taylor de orden n en h, 

n / (v) ( a) 

(12) T n (h) =21.-12./*, 

,, i’! 

y el paso al límite para n —> oo, puedan exjilorarse rigurosamentc. E1 po- 
linomio de Taylor T n (h) es una ajjroximación a f(a + h) en cl sentido de 
quc en h = 0 Ias funciones T n y /, así como sus derivadas hasta el orden n, 
coinciden, de manera que la diferencia /?„ = /— T n se anula en x = a 
junto con las n primeras derivadas. 

5.4 Expresiones y estimaciones para el residuo 
a. Expresiones de Cauchy y de Lagrange 

Una representación directa dcl rcsiduo R n que permite hacer estima- 
cioncs de su valor absoluto, ¡ R„\. es lo que constituye el núcleo del teorema 
dc Taylor. Los rcsultados se obtienen fácilmcntc sobrc la base del teorema del 
valor medio del Cálculo. Están, además, relacionados con la aproximación 
lineal de fnnciones mediante diferenciales (vcr j>. 200). 

Primcramcntc cxaminemos de nuevo esta ajjroximación. 

I.a definición dc derivada en un punto a establccc simplemente que 
f(a + h) = f(a) -h hf'(a) + he, donde e —> 0 para /t —> 0. Podemos lograr 
una aproximación algo más fina averiguando si e es, cn efecto, de orden 
por lo mcnos igual al de h, siemjjre que tanto /' corno f" existan y sean 
continuas en nuestro intervalo J. I.a cstimación se obtiene si escribimos 
nuevainente a + h — h, introducimos un residuo R mediante 

(13) f(b) — f(a) + (b — a)f'(a) + R, 

y considcramos ahora b fijo v el punto inicial a variablc. Esta ecuación 
define R como una función de a en el intervalo J. Derivando entonces con 
resjjecto a la variable a sc obtiene cero jjara el miembro izquierdo, pues 
f(b) es constante, y la rcgla para derivar un jjroducto muestra que 

0 = f'(a) - f'(a) + (b - a)f'(a) + R'(a) 
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y, por tanto, 

(14) —R'{a) — (b — a)f"(a). 

Ahora bien, para a = b tenemos obviamente R(b) =0. Por el teorema del 
valor medio del Cálculo se tiene — R(b)]/(b — a) = —R'(£), don- 

de $ es algún valor entre a y b; y, debido a que R(b) = 0, concluimos por 
consiguiente que R(a) = — (b — a)R'(£) = —hR'(£). Entonces, por (14) 
se tiene R'($) = — (b — £)f"(£), y, por tanto \R'U)\ < h\f"(£)\ puesto 
que \b — || < h. Como |/"(£)| es acotado en un intervalo en torno a a, 
obtenemos finalmente una estimación que muestra que el residuo o “error” 
R n es pequeño al menos hasta el segundo orden en h: 

( 15 ) \R(a)\<h*\r(Z)\. 

Del caso especial n = 1 pasamos ahora al de cualquier orden n. La 
caracterización directa del residuo R n se logra mediante el mismo artificio 
que para n = 1. Suponemos que a y b = a + h son puntos de un inter- 
valo / en el cual f(x) está definida y tiene derivadas continuas hasta de 
orden n + 1. Consideramos a como la variable independiente y mantene- 
mos fijo el punto extremo b. En la fórmula (10), p. 465, que define R n (a), 
escribimos b — a en vez de h. A1 derivar y tomar en cuenta que f(b) es 
constante, se encuentra, por la regla del producto, que casi todos los tér- 
minos se cancelan, quedando la fórmula 

(b - a) n 

(16) 0 = -—— / <n + n (a) +R n '(a) 

n\ 


para todo valor a en el intervalo. Puesto que para a = b el residuo R n es 
cero, csta expresión directa para su derivada como función de a caracteriza 


completamentc a R n como una integral 
o sea: 


(17) 


J‘/2/(0 dt = 

Rn(a) = J 6 {b ■ — r'(t) dt. 


{>•• 


(0 dt; 


Esta es una representación integral exacta para el residuo. 

Una estimación para R n análoga a la obtenida antes para n = 1 se 
desprende directamente del teorema del valor medio del Cálculo, aplicado a 
(16): 

R n (a) — R n (b) R n (a) (b - $) n 

~ - -Rn'(Z) =± —^-/ n+1 (l); 


b — a 


b — a 


n ! 


o sea 


(b ~ a) (b - £)» 

Rn(a) =- —- -/ n+1 (l), 


n ! 


( 18 ) 
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donde £ es un valor no especificado que se elige adecuadamente entre a y b. 
La misma estimación puede también obtenerse aplicando a la expresión 
(17) el teorema del valor medio del cálculo integral (capítulo 2, p. 163). 


Forma de Cauchy para el residuo. Si se define £ = a -\r dh — a + 
0(b — a) , se obtiene la fórmula de Cauchy para el residuo en Ia fórmula 
de Taylor (10) : 

(19) B,(a) = ^-(1 - + «h), 

donde 0 es una cantidad entre 0 y 1 no especificada. 

Puede también aplicarse a la integral (17) para R n el teorema genera- 
lizado del valor medio del cálculo integral (ver p. 164), tomando para la 
“función peso” p(t) la expresión p(t) = (b — t) n , que no cambia de signo 
en el intervalo de integración. 1 Entonces, 

1 C b (b - a) M+1 

(20) «„ = -/*"“>«) \ (b-t)*dt = \ 

n\ J a (» + 1)! 

Forma de Lagrange para el residuo. Haciendo de nuevo £ = a + Oh 
se obtiene la forma de Lagrange para el residuo, 

h n+l 

(21) R.(a) = ■ ,..: /■"•»(«+ »h), 

[n + 1) ! 

con una cantidad adecuada 0 tal que 0 < 0 < 1. La forma de Lagrange es 
particularmente sugestiva, y, por lo tanto, más coinúnmente aplicada, puesto 
que hace que el residuo en la fórmula 

(22) f(a + h) = f(a) + Y\f( a ) + + ' ' • 

+ —.f""(a) + R n = P„(h) +R n 
n ! 


se parezca al término /i Mfl / (n+1) (a) / (n + 1) ! que aparecería en el desarro- 
llo (22) para un orden mayor, con sólo reemplazar el argumento a por el 
valor intermedio a + Oh. 

Para una función / cuya derivada / (n+1) es continua en un intervalo ce- 
rrado conteniendo al punto a, la cantidad |/ (n+1) (£)| tiene una cota fija M. 
Puesto que entonces 


\Rn\ < 


~ (n 4- 1)! 


M, 


1 E1 teorema generalizado del valor medio fue demostrado para el caso de una 
p{t) positiva; pero vale igualmente cuando p{t) es negativa en todo el intcrvalo 
de integración. 
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el polinomio de Taylor P n (h) da para un n fijo una aproximación a la 
función f(a + h) con un error de orden al menos n + 1 en h. 

Nuestro interés se enfocará principalmente sobre la cuestión de si el 
residuo R n tiende a cero conforme n crece; y si éste es el caso, decimos 
que la función se ha desarrollado en una serie de Taylor infinita 

(23) f(a + h) = f(a) + If-J(a) + L/"(a) + ^ f"’(a) + ■ ■ • ; 

en particular, si primero se hace a — 0 y después se escribe x en lugar de h, 
se obtiene la “serie de potencias” 

n*) =/( o) +n //{0) + ir /,,{0) + “' 

En la sección 5.5 se discutirán algunos ejemplos. 

Para las aplicaciones, igualmente importante es el desarrollo finito de 
Taylor para un n fijo, con el término del residuo. Si se hace h tender a 
cero en esta fórmula, según la terminología del capítulo 3, p. 273, los dife- 
rentes términos de la serie tienden a cero con diferentes órdenes de mag- 
nitud en h. La expresión f(a) representa el término de orden cero en la 
serie de Taylor; la expresión hf'(a), el término de primer orden; la expre- 
sión h 2 f"(a)/ 2! el término de segundo orden, etc. De la forma para el 
residuo se observa que al desarrollar una función hasta el término de orden 
n se comete un error que tiende a cero con orden (n + 1) conforme h 
tiende a cero. Mientras más próximo a a esté a + h, mejor será la repre- 
sentación de la función f(a + h) mediante el polinomio de aproximación 
P n (h). En los casos de mayor interés la aproximación en la inmedíata vecin- 
dad del punto x puede mejorarse aumentando el valor de n. 

b. Una derivación alternativa de la fórmula de Taylor 

La representación integral (17) para el residuo R n en el teorema de 
Taylor se basó en la fórmula (16) para R n (a). Debido a la importancia 
del teorema, damos aquí una versión diferente de su derivación, que lleva 
directamente a expresar R n mediante repetidas integraciones por partes 
comenzando con la fórmula 

(24) f(b) - f(a) = f‘ f(t) dt. 

Para transformar (24) usando sucesivamente integración por partes, se 
introducen las funciones 


<t>l(t),<j >2 (t) , ... ,4>v(t) , ••• 5 
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por medio de las relaciones 

(25) <£o(0 ~ {t) — (j) V -i{t), 

y de las condiciones 

(26) <}>v(b) =0, para v > 1, 

donde b se considera como un parámetro fijo. Claramente, Ias condiciones 
(25) y (26) determinan en forma sucesiva todas las <f> v (t). Como puede 
verificarse de inmediato, las <¡> v (t) son precisamcnte los polinomios 


<}> v (t) 


(t ~ b)V 


De paso observamos que las funciones <p v se obtienen una de otra mediante in- 
tegraciones sucesivas, dejando indeterminadas las constantes de integración; por consi- 
guiente, las condiciones de definición (25) podrian satisfacerse también por otras 
funciones que cumplieran condiciones colaterales diferentes a las (26) (ver p. 210). 

Puesto que <j> v (a) = ( —\) v (b — a) v /v\ y <}> v (b) = 0, se obtiene 


f(b) ~f(a) = C+ofdt = r+’fdt = </>,/' b - [ 0 <hf"dt ; 

J a J a i J a 


e integrando por partes otra vez el último término, resulta 


¡(b) — f(a) = (b — a)f'(a) - fVf' 


dt 


(b — a) 2 r b 

= (b-a)f(a) 4- ^-^-L.f'ia) + l 


<hf"dt, 


y repitiendo n veces el proceso, 


(b — a) 2 (b - a) n 

f(b) — f(a) = (b-a)f'(a) + 1 ¿¡ f(a) + ■ ■ • + i—_L/ ,nl M 

+ r (-1 )*«.(í)/‘“ + "(0 dt 

■- (b-a)f(a) + ^-~ —f”(a) +•••+ /<"' (a) + R n , 


donde, por definición de <j> n , 

R» = J" /' n+1, (í) 


Hemos así demostrado nuevamente el 


Teorema de Taylor. Si una función f(t) tiene derivadas continuas 
hasta de orden n + 1 en un intervalo cerrado que contiene los puntos a y b, 
entonces: 
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f(b) =f(a) + (b — a)f(a) + ••• + - — / (,, (a) + R» 

donde el residuo R n , que depende de n, a y b, está dado por 

(27) R n = -Syf' (b ~ 0"/ <n+1) (0 dt. 

71 • J a 

Mediante cambios dc notación se obtienen expresiones ligeramente di- 
ferentes para la fórmula de Taylor. Así, reemplazando a por x y b por x + h 
se tiene 

(27a) f(x + h) =f(x) + hf'(x) + • • • + ^ / (w) (x) + R n , 

n ! 


y si t — x + t, 

(276) R n = 


l fx + h 


'x + h - í) n / <n+1, (0 dt¡ 


n'J, 


(/l — t)"/ ( w+1) ( a ' 4“ t) dr. 


Haciendo x = 0 y escribiendo x en lugar de h, se obtiene 1 


(27 c) 


f(x) =/( 0) +-^/'(0) + 2 TH 0 ) +••• 


+ í!/<»)(°) +R, 
n ! 

con el residuo 

j¡. = if (A'-í)r tu (iMí. 

Jo 

Aplicando el teorema del valor medio del cálculo integral, o su forma ge- 
neralizada, a la integral anterior, se llega, respectivamente, a la fórmula 
de Cauchy 

(1 — 9) n 

Rn = - --i-x w + 1 / (w+1) (^) 

n\ 


y a la fórmula de Lagrange 

Rn 


(n + 1)! 


f< n + 1) (6x) 


1 Este caso especial del teorema, algunas veces se lo llama, sin justificación his- 
tórica, teorema de Maclaurin. E1 teorema general de Taylor fue publicado en 1715; 
el resultado especial de Maclaurin, en 1742. 
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para el residuo, tal como se vio antes (p. 467). Aquí 9 es un número no 
especificado pero elegido adecuadamente y tal que 0 < 6 < 1 (no nece- 
sariamente el mismo en ambas fórmulas). 

Como un ejercicio, el lector podría construir funciones <p v que satisfa- 
gan (25) pero para las cuales las condiciones (26) se reemplazan por las 
relaciones 

<f> v (t) dt = 0 

para v > 1 (ver capítulo 8, Apéndice A). 


5.5 Desarrolios de funciones elementales 


Los resultados generales anteriores nos permiten desarrollar en serie de 
Taylor las funciones elementales más sencillas. En el capítulo 7 se discu- 
tirán los desarrollos para otras funciones. 


a. La función exponencial 

En primer lugar desarrollamos la función exponencial, f(x) — e x . En 
este caso todas las dcrivadas son idénticas a f(x) y tienen el valor 1 para 
* = 0. La forma de Lagrange para el residuo (p. 468, ecuación (21) con- 
duce de inmediato a la fórmula: 


X X ” X'* X** X n ' ^ 

— 1 T —- T — T —• T ■ ■ ■ T — T--— 

1! 2! 3! n\ (n T 1)! 


0 < 6 < 1 . 


Si ahora dejamos que n crezca más allá de toda cota, el residuo R n tiende 
a cero para cualquier valor fijo de x. Para demostrar esto, nótese primero 
que e 6x < e\ x \ puesto que e x es una función monótona creciente. Sea m 
cualquier entero mayor que 2|x|. Entonces para todo k m se cumple 

\Al k < i y 


de manera que 


< 


IK.I < 


1 

= K 

. M .. 

. M 

1)! 

m! 

m T 1 

n T 1 

. |*»| 

1 

|2at!” 

1 

m ! 

2« + i - 

- m - m! 

2» J 

N 

m 

— • p\ x 1 • 

1 


m\ 

— t 1 1 

2"* 



Puesto que los dos primeros factores de la derecha son independientes de n, 
en tanto que 1/2 W —>0 para n —> oo, nuestra afirmación queda dcmostrada. 
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La función e* se representa 3 por consiguiente, mediante la serie infinita 


= 1 + — + — + — + 
1! 2! 3! 


x v 

= 2 - 
v=o v! 


Este desarrollo es válido para todos los valores de x. En particular, para 
a: = 1 se obtiene de nuevo la serie infinita que sirvió para definir el nú- 
mero e en el capítulo 1 (ver p. 100). 

Por supuesto, para cálculos numéricos debe usarse la forma del teore- 
ma de Taylor con residuo. Por ejemplo, para x = 1 (compárese con el 
cálculo similar de la p. 101) se tiene 


‘ - 1 + 1 + ^r + é + 


+ — + - 

n! (n + 1 )! 


Si se desea calcular e con un error máximo de 1/10,000, lo único que se 
necesita es tomar n tan grande que el residuo sea menor que 1/10,000 y, 
puesto quc estc rcsiduo es ciertamente menor 1 que 3/(n + 1)!, basta es- 
coger n = 7, ya que 8! > 30,000. De esta manera se obtiene el valor aproxi- 
mado e - 2.71825, cuyo error es menor que 0.0001. 


b. Desarrollos de sen x, cos x, senh x, cosh x 

Para las funciones sen x, cos x, senh x, cosh x se encuentran las siguien- 
tes fórmulas* 


/(*) 

— sen x 

cos X 

senh x 

cosh x 

f(x) 

— COS X 

— sen x 

cosh x 

senh x 

n*) 

= — sen x 

— cos X 

senh x 

corh x 

r(x) 

— — COS X 

sen x 

cosh x 

senh x 

r>(x) 

= sen x 

cos X 

senh x 

cosh x 


Así, en los polinomios de aproximación para sen a: y senh x los coefi- 
cientes de las potencias pares de x se anularán, en tanto que para cos a: y 
cosh a: los coeficientes que se anulan son los de las potencias impares. 

1 Aquí se ha usado el hecho de que e < 3. Esto surge (ver p. 101) de nuestra 
serie para e; pues siempre es cierto que 1/n! < l/2 n_1 , y por consiguiente 

e<l + l+ 4 + 4+ ..= —— = 3. 

1 - 1 
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Cuando se usa la forma de Lagrange para el residuo, (21), p. 468, las 
series de Taylor para nuestras funciones resultan ser: 


senx-x - —+ —+ 


+ 


+ 


- 1 * M * 

COS X 1- — + - 


— 1 ) n x 2n + 1 

(^+ryr 

(-l) n + 1 x 2n + 3 cos (9x) 

(2n + 3)! ; 

(-1) n * 2n 


+ ... + 


+ 


(2n)! 

( 1) n + *x ~ n + 2 cos (Ox) 


senh x — * + -— + —+ 
o! 5! 


( 2 n + 2 )! 

* 2n + 1 

•• + 


+ 


( 2 n + 1 )! 

* 2W+3 cosh (0x) 


(2 n + 3)! 


cosh x - 1 + 4r + ~ + 
2! 4! 


+ 


+ 


(2n)! 

x zn + 2 cosh ( Ox) 
(2n + 2) ! 


donde, por supuesto, en cada una de nuestras fórmulas 9 denota un nú- 
mero diferente en el intervalo 0 < 9 < 1, número que, además, depende 
de n y de x. Puesto que en cada una de estas fórmulas el residuo tiende a 
cero conforme n crece, lo cual puede verse por exactamente el mismo argu- 
mento que el usado para e x , pueden hacerse las aproximaciones tan precisas 
como se desee. Se obtienen así las cuatro series infinitas, válidas para cual- 
quier valor de x, 

r 5 co 

-+•••= 2 


X X 

sen * = *~ 3! + 5! 


-1) v jc ! 


cos a; = 1 


— + — - + 
2! 4! 


v+o (2v + 1)! 5 

1) v x 2v 


v =0 (2v)! 


x 2v + 1 


*"h* _ * + lr + ll + ‘'‘ = ,?. ( 2,+ l)!' 

x 2 x 4 1:0 a- 2v 

c°** = l + 2! + 4!+'" = ,? 0 W 

Las últimas dos pueden también obtenerse formalmente a partir de la serie 
para e x de acuerdo con las definiciones de las funciones hiperbólicas (ver 
p. 250). 
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c. La serie binomial 

Volvemos a las series de Taylor para las funciones log (1 + x) y arc tan x, 
ya tratadas directamente en la sección 5.2. Sin embargo, trataremos la ge- 
neralización del teorema binomial para exponentes arbitrarios, lo cual cons- 
tituyó uno de los descubrimientos matemáticos de Newton más espectacu- 
lares. Deseamos desarrollar la función f(x) = (l.+ x)" en una serie de 
Taylor para el caso en que x > — 1 y « es un número arbitrario, positivo 
o negativo, racional o irracional. Se escoge la función (1 + x) a en vez de 
porque para esta última no es cierto que todas las derivadas sean con- 
tinuas para x = 0, excepto en el caso trivial de valores de a enteros no 
negativos. Primero calculamos las derivadas de f(x), obteniendo 

f'(x) = «(1 + aO" -1 , 

r(x) =«(«-1) (i + *r j ,..., 


/ <v) (x) — a(<x — 1) ’•■(« — v' + 1 ) (1 + a:)" 

En particular, para * = 0 resulta 

/'(0) - «, 

f"(0) =«(«- 1), ..., 

/ tv) (0) = a(a — 1) •••(«—■ v + 1). 

E1 teorema de Taylor establece entonces que 

(1 + x)"= 1 +«* + “(*" 1} + + --- 

_J_ a ( a - 1) (« - 2) • • • (« -- n + 1) ^ R 
n\ 

Convergencia 

Debemos todavía discutir el residuo. Este problema no es muy difícil 
pero, sin embargo, no es tan simple como los casos tratados anteriormente. 
Obtendremos una estimación para el residuo directamente y también como 
un caso especial del resultado general de la sección A.4. Esto nos permi- 
tirá concluir que, siemp"e que \x\ < 1, el residuo R n para el desarrollo 
binomial tiende a cero. Así, la expresión (1 + x) a podrá desarrollarse en 
una serie binomial infinita 


(1 + xf = 1 + — x 4- 

1! 


a(a — 1) 

2 ! 


+ •• • 


oo 


=1 

V- 0 
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donde, por brevedad, se han introducido los coeficientes binomiales ge- 
nerales 


j+j _ q(a — 1) • • ‘ (a — v + 1) 


(para v > 0), 


(;)-■ 

*Para ver directamente que R n —> 0 para n —> oo en el caso en que 
— 1 < x < 1, se hace uso de la forma de Cauchy para el residuo, (19), 
p. 468: 

(1 - 0) n 

R n = -- —!—x n + 1 f {n + 1) (6x) 

n\ 

= - (1 ~, 9)n a(cc ~ 1)(« - 2) ••• (« - n)x w + 1 (l + 0x) a -*-' 
n\ 

(O<0<1). Pucsto que \x\ < 1, se tiene 0 < (1 — 0) / (1 + Ox) < 1, de 
manera que 


R n | <(1 + Ox)*- 1 I oco* J 




Existe un número q tal que |*| < q < 1- Entonces es obvio que también 



<q 


para todo m suficientemente grande (digamos, m > 7V) . Así, para n > N 
se cumple 

\Rn\ < (1 + 0 + |«|)V- + 

E1 factor (1 + x6) a ~ 1 es acotado (por 2"" 3 si « > 1, y por (1 — g)"" 1 si 
(a< 1), de manera que, claramente, i? n —»0. 

Una fórmula un poco más general da una cxpresión para (a + b) a . Sólo 
tiene que factorizarse a a y aplicarse el desarrollo binomial con x = b/a para 
obtener, con a > 0 y \b\ < a, 


(a + bf = »*(l +-)’ = íi’(l + a- + ^-ü (*)> ...) 

\ a/ \ a 1-2 \aJ J 


a* + - a^b + — -+ 

1 1-2 


5.6 Aplicaciones geométricas 

E1 comportamiento de una función f(x) en una vecindad del punto 
x = a, o el comportamiento de una cierta curva en la vecindad de uno de 
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sus puntos, puede describirse en detalles mediante el teorema de Taylor, 
ya que éste nos permite descomponer el incremento de la función, con- 
forme se recorre una vecindad del punto x = a + h, en una suma de canti- 
dades de primer orden, segundo orden, etc., en h. 


a. Contactos entre curvas 


Contacto de orden superior 

Si en un punto x = a dos curvas, y = f(x) e y = g(x), se intersectan 
y tienen una tangente común, se dice que las curvas se tocan una con otra 
o que tienen contacto de primer orden. En este caso los desarrollos de 
Taylor para las funciones f(a + h) y g(a + h) tienen los mismos términos 
de orden cero y de primer orden en h. Si, además, en el punto x = a las 
segundas derivadas de f(x) y g(x) son iguales entre sí, se dice que las cur- 
vas tienen contacto de segundo orden. Entonces, los términos de segundo 
orden en los desarrollos de Taylor de / y de g también serán idénticos. Si 
se supone que ambas funciones tienen derivadas continuas por lo menos 
hasta de tercer orden, entonces la diferencia 

D(x) = f(x) - g(x) 
puede expresarse en la forma 

D(a + h) = f(a + h) — g(a + h) 

= ^D"'(a + 0h) =^F(h), 

donde la expresión F(h) tiende a f"(a) — g'"(a) conforme h tiende a cero. 
Por lo tanto, la diferencia D(a + h) se hace nula al menos de tercer orden 
con h. 

Puede proseguirse de esta manera y considerarse el caso general en que 
las series de Taylor para f(x) y £(*) coincidan hasta los términos de n-ésimo 
orden: esto es, 

f(a) = g(a), f(a) = g'(a), .. .,/ (n) (a) =g {n) (a). 

Se supone que las (n + l)-ésimas derivadas son continuas. Bajo estas con- 
diciones se dice que las curvas definidas por nuestras dos funciones tienen 
contacto de n-ésimo orden en el punto x = a. La diferencia de las dos fun- 
ciones es entonces de la forma 


D(a + h) = f(a + h) — g(a + h) = ++L 


h n + l 

(■rT+iyT 


F(h), 


D (n + 1) (a + Oh) 
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donde la cantidad F(h) = D in + 1) (a + Oh) tiende a f (n + 1) (a) — g (n + 1) (a) 
conforme h tiende a cero, puesto que 0 < 6 < 1. De esta fórmula se ve que 
en el punto de contac.to. la diferencia f(x) — g(x) se anula con, por lo 
menos, (n + l)-ésimo orden. 



Los polinomios de Taylor definidos por 

X — Q ( X — Q) n 

P n (x) — f(a) +- Tr / , («) + • • • + -— n(a) 

sc caractcrizan geométricamente como las “parábolas” de orden n que tie- 
ncn contacto del mayor orden posible con la gráfica de la función en el 
punto dado. Por tanto, estas parábolas se llaman a veces parábolas oscu- 
ladoras. (Solamente para n — 2 son estas curvas “parábolas” en el sentido 
ordinario.) 

Para la función y — e x la Fig. 5.1 muestra las tres primeras parábolas 
osculadoras en el punto x — 0. 
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Dos curvas, y — f(x) e y = g(x), que tienen contacto de orden n en un 
punto a : — a, podrían posiblemente tener contacto de orden aún mayor; 
esto es, la ccuación f (n + 1) (a) —g in + 1) (a) podría también ser cierta. Si 
no es este el caso, es decir, si f (n + 1) (a) =/= g {,, + 1) (a), se dice que el orden 
del contacto es exactamente n. 1 

Contacto de orden par o impar 

Usando nuestras fórmulas y la intuición, podemos establecer un hecho 
notable a menudo no observado por los principiantes. Supóngase que el 
contacto entre dos curvas es exactamcnte de orden par; csto es, un número 
par n de derivadas de las dos funciones tienen el mismo valor en el punto 
cn cuestión, en tanto que las (n + l)-csimas derivadas difieren entre sí. 
Las fórmulas anteiiores muestran entonces que la diferencia f(a + h) — 
g(a + /i) tienen signos difcrentcs para pequeños valores positivos de h y 
también para valores ncgativos numéricamente pequeños de h. Por tanto, 
las dos curvas se cruzan en el punto de contacto. Esto ocurre, por cjemplo, 
para cl contacto de segundo orden si las terceras derivadas tienen valores 
diferentes. Por el contrario, contactos de ordcn prccisamente impar (por 
ejeinplo, un contacto ordinario de primer orden) implica que la diferencia 
/(<z + /i) — g(a + h) tenga el mismo signo para todos los valores de h 
positivos o negativos numéricamente pequeños; por consiguiente, las dos 
curvas no se cruzan en una vecindad del punto de contacto. E1 ejcmplo 
más simple cs el contacto de una curva con su tangente. La tangente puede 
cruzar la curva sólo en puntos en que el contacto es por lo menos de se- 
gundo orden; cruzará efectivamente la curva en puntos en que el contacto 
es par, por ejemplo, un punto de inflexión ordinario, en el cual f"(x) ■= 0 
pero f'"(x) =/=■ 0. En los puntos en que el contacto es de orden impar la tan- 
gente no cruza Ia curva; esto ocurre, por ejemplo, en un punto ordinario 
de la curva en que la segunda derivada no es cero, tal como para la curva 
y = x 4 en el origen. 

Del capítulo 4, p. 378, se sabe que para la circunferencia de curvatura 
en el punto x = a, dado por la función y = g(x) en una vecindad de 
ese punto, no sólo se tiene g(a) = f(a) y g'(a) =f'(a), sino también 
g"(a) = f"(a). Por tanto, la circunferencia de curvatura es al mismo 
tiernpo la circunferencia osculadora de la curva en el punto considerado, 
es decir, es la que en ese punto tiene contacto de segundo orden con la 
curva. En el caso límite de un punto de inflexión o, en general, de un 
punto en el cual la curvatura sea cero y el radio de curvatura infinito, 
la circunferencia de curvatura degenera en la tangente. En casos ordi- 


1 Que el orden dcl contacto entre dos curvas es una genuina relación geomé- 
trica no afectada por cambios de ejes, es un hecho que puede confirmarse fácilmente 
por medio de las fórmulas para cambio de ejes (ver capítulo 4, p. 378). 
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narios, cuando el contacto en el punto que se considera no es de orden 
superior al segundo, la circunferencia de curvatura no sólo toca la curva 
sino que también la cruza (ver Fig. 4.23, p. 377). 

Como conclusión, se debe mencionar que a veces un contacto de orden 
exactamente igual a m se describe diciendo: las curvas tienen m 4- 1 pun- 
tos en común infinitamente próximos. Por supuesto, el significado preciso 
de tal afirmación se refiere obviamente a un proceso de límite. Si las curvas 
tienen en efecto m + 1 puntos distintos P,P 1? ...,P m en común y si se 
deja que todos los puntos tiendan a P, modificando una de las curvas 
si es necesario, entonces podría esperarse que la posición límite fuese la de 
dos curvas con un contacto de orden m. Por ejemplo, si se dibuja una 
circunferencia que pase por tres puntos P, P x P 2 de una curva C y luego 
se hace quc P x y P 2 tiendan a P, puede verse que la circunferencia tiende 
a la circunferencia de curvatura de C en P. (Ver problema 4, p. 455.) 


b. Sobre la teoría de máximos y mínimos relativos 

Como ya se ha visto en el capítulo 3, pp. 264-265, una función f(x) cuya 
primera derivada se anula en x = a tiene un máximo relativo en ese punto 
si f"(a) es negativo y un mínimo si f'(a) es positivo. Estas condiciones 
son, por tanto, suficientes para la existencia de un máximo o un mínimo. 
Pero de ninguna manera son necesarias, pues en el caso en que f'(a) = 0 
existen tres posibilidades: cn ese punto la función puede tener un máximo, 
un mínimo o ninguna de las dos cosas. Ejemplos de las tres posibilidades se 
tienen en las funciones y — — x 4 , y = x 4 e y = x 3 en el punto x = 0. E1 
teorema de Taylor nos permite de inmediato establecer un teorema general 
sobrc condiciones suficientes para máximo o mínimo. Solamente se necesita 
desarrollar la función f(a + h) en potencias de h. E1 punto esencial es en- 
tonces determinar si el prirner término que no se anula contiene una poten- 
cia par o impar de h. En el primer caso se ticnc un máximo o un mínimo 
scgún que el coeficiente dc h sea negativo o positivo; en el segundo caso 
se tiene una tangente de inflexión horizontal y no se tiene ni máximo ni 
mínimo. E1 lector puede por sí mismo completar el argumento usando la 
fórmula para el residuo. 1 


1 La condición necesaria y suficiente dada antes (p. 263) es, sin embargo, más 
general y más conveniente para las aplicaciones: suponiendo que la primera deri- 
vada f(x) se anule solamente en un número finito de puntos, una condición necesaria 
y suficiente para la existencia de un máximo o de un mínimo en esos puntos es que la 
primera derivada /' (x) cambie de signo conforme Ia curva pasa a través del punto. 
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Apéndice I 

A.1.1 Ejemplo de una función que no se puede desarrollar en una serie 
de Taylor 

La posibilidad de expresar una función mediante una serie de Taylor 
con residuo de orden (n + 1) depende esencialmente de la continuidad y 
la derivabilidad de la función en el punto considerado. Por esta razón logx 
no puede representarse por medio de una serie dc Taylor en potencias de x; 
y lo mismo es cierto para la función x Vi , cuya derivada es infinita en x — 0. 

Para que una función pueda ser desarrollada en una serie de Taylor 
infinita todas sus derivadas deben necesariamente existir en el punto en 
cuestión. Esta condición, sin embargo, de ninguna manera es suficiente. 
Una función tal que todas sus derivadas existan y sean continuas en todo 
un intervalo no necesariamente es desarrollable en serie de Taylor; esto es, 
el residuo R n en el teorema de Taylor puedc no tender a cero al crecer n , 
no importa cuán pequeño sea el intervalo en el cual se desee desarrollar 
la función. 

Un ejemplo importante y scncillo de este fenómeno lo constituye la 
función 

y = f(x) = e~ l,x * para x=£Q, /(0) —0, 

que ya ha sido considerada en el apéndice del capítulo 3, p. 276. Esta 
función y sus derivadas son continuas en cualquier intervalo, aún en x = 0, 
como ya se ha visto, y en este punto todas las derivadas se anulan, es decir, 
/ (n, (0) = 0 para todo valor de n. (Geométricamente esto significa que la 
recta y = 0 ticne contacto de orden infinito con la curva en el punto 
a: = 0). Por tanto, en el desarrollo de Taylor 

/(0) + fr /"(°) + ■•■ 

todos los coeficientes del polinomio de aproximación P n {x) se anulan sin 
importar qué valor se escoja para n. Así, el residuo permanece igual a la 
función misma y, por tanto, excepto para x = 0, no puede tender a cero 
conforme n crece, ya que la función es positiva para todo otro valor de x. 

De paso se observa que esta función es útil para la construcción de funciones que 
exhiben fenómenos no esperados por la intuición. Por ejemplo, la función 

g(x) = e _1 / x, sen (1/x) 

complemcntada con g(0) = 0 es una función con derivadas de todo orden, Ias cua- 
les se anulan en x = 0. La gráfica de y = g(x) cerca de x = 0 intersecta el eje x 
una infinidad de veces oscilando otras tantas. 
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A.I.2 Ceros e infinítos de funciones 

a. Ceros de orden n 

E1 desarrollo dc Taylor de una función f(x) permite caracterizar el 
ordcn con el cual se anula la función cn un punto x = a. Se dice que una 
función f(x) tiene un cero de multiplicidad cxactamente n en ,r — a, o 
que se anula ahí exactamentc con orden n, si f(a) — 0, f'(a) — 0, f"(a) = 0, 
• • -j/ (n-1) ( a ) — 0 y f {n) (a) =?4 0. Se supone expresamente que en la vecin- 
dad del punto la función tiene derivadas continuas al menos hasta de 
orden n. De la definición sc sigue que la serie de Taylor para la función 
en la vecindad de dicho punto puede escribirse en la forma 

(28) f(a T h) ^-yF^h) = h ] f )n) (a -i 6h), 0 < 1, 

expresión en la cual, conforme h ticnde a ccro, el factor F(h) =n\f(a-\-h) /h n 
tiende a un límite difcrente d /2 cero, a sabcr el valor f (n) (a). Por consi- 
guicnte, f(a + /i) tiene el mismo ordcn que h n para h —■» 0, o sc anula con 
orden n (en el sentido de la definición dada en el capítulo 3, p. 273). 

Análogamcnte, desarrollando las dcrivadas f'(x), f" (x) , . . . ,f [v) (x ) mc- 
diantc cl teorcina dc Taylor con la forma dc Lagrange para el residuo, se 
obticne una serie de exprcsiones 

/'(" + *) - - (^ryr /u " (a + eh) > 

(29) 

/ v (a + /l) - F.(ll) = ■ /»»(« + eh), 

(n — v) ! (n — v) ! 

en todas las cuales los factores 0 pueden ser diferentes en tanto que los 
factores Fi,F¿, ...,F V ticnden continuamente a f in) (a) conforme h —> 0. 
Por tanto, /' se anula con orden n ~ 1 , f" con orden n — 2, etc. 

En estas fórmulas, por supuesto, sc hace la hipótesis de que f(x) se 
anula con orden n 0 v. 

b. Infinito de orden v 

Si una función <f>(x) está definida cn una vecindad del punto x = a, 
excepto quizá en ese punto, y si puede escribirse <}>(x) = f(x)/g(x) de 
manera que cn x = a el numerador no se anule pero el denominador tenga 
un cero de multiplicidad v, se dice que <}>(x) se vuelve infinita de orden v en 
cl punto at = a. Si en x = a el numerador tiene un cero de multiplicidad p. 
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v si u > v. la función tiene en ese punto un cero de multiplicidad jx — v\ 
si ¡x 'v, ia función dene una iriíiniuau ue uiuen v — ¡x eu cl puiilo en 
cuestión. 

Estas definiciones están de acuerdo con las convenciones adoptadas 
antes (ver sección 3.7) relativas al comportamiento de una función. 


A.I.3 Expresiones indeterminadas 


Discutiremos ahora de manera más precisa las “expresiones indetermi- 
nadas” de la forma <f>(x) — f(x) /g(x) tal que f(x) y g(x) se anulan ambas 
en el mismo punto x = a, como ocurre para la función (sen x) /x en x — 0. 
A tales funciones les asignaremos siempre el valor 

(30) <}>( a ) — lim <f>(a + h) 

h~>0 


suponiendo que este límite exista. 

Estos valores límite pueden ser caracterizados mediante una sencilla 
regla, conocida como regla de UHospital, para lo cual supondremos la 
continuidad, en un intervalo que contenga al punto a, de todas las deriva- 
das de / y g que aparezcan. Supondremos además que el denominador 
g(x) se anula en * — a con orden v no mayor que el orden correspondiente 
para el numerador, de manera que la función <f>(x) no se vuelva infinita 
cn * = a. La regla establece entonces que 


(31) 


<f>(a) 


_ / (v) (a) 

g iv) (a) ' 


Por la dcfinición de continuidad, la función <f>(x) es entonces continua 
en x — a y, puesto que es continua en todas partes, siempre que g(x) ^ 0, 
es continua en un intervalo en torno de a. 

La prueba se sigue inmediatamente de los resultados de A.2. Aplicando 
las Ecs. (28) tanto a / como a g, se encuentra que la función <f> está dada. 
en una vecindad de a, por la relación 


<¡>(a + /í) 


f(a + h) = / (v) (a + Oh) 
g(a + h) g (v) (a + eji) 5 


de la cual se sigue (31) al considerar la continuidad del numerador y del 
denominador y el hecho de que g (v) (a) no se anula. E1 significado de las 
últimas ecuacioncs puede expresarse de la siguiente manera: si el numera- 
dor y el denominador de una función <}>(x) = f(x)/g(x) se anulan en 
x — a, puedc dcterminarsc el valor límite de la función para x —> a deri- 
vando numcrador y denominador el mismo número de veces hasta que al 
menos una de las dcrivadas no se anule en ese punto. Si se encuentra en 
el dcnominador una derivada no nula antes que en el numerador, la frac- 
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ción tiende a cero. Por el contrario, si la derivada no nula aparece primero 
en el numerador, el valor absoluto de la fracción crece más allá de toda 
cota. 

Se tiene así un método para evaluar la llamada “expresión indetermi- 
nada” 0/0, esto es, para determinar el limite de un cociente en el que 
tanto el numerador como el denominador tienden a cero. 

Estos resultados pueden obtenerse de manera un tanto diferente si se 
basa la deducción en el teorema generalizado del valor medio en vez del 
teorema de Taylor (ver p. 243). Según esto, si g'(x) en una vecindad 
del punto a, se tiene 

f(a + h) - f(a) = f(a + dh) 
g(a + h) - g(a) g(a + Bh) 5 

donde 6 es el mismo en numcrador y denominador. Por tanto, en el caso 
particular en que f(a) = 0 = g(a), 

f(a + h) _ f'(a + Bh) 
g( a + h) g'(a + Bh) ' 

Aquí 6 es un valor en el intervalo 0 < 9 < 1, y si se hace k — 9h se ob- 
tiene 

f(a + h) _ f(a + k) 

Z g(a + h) Lo g'(a + k) 1 

suponiendo que el límite de la derecha existe. 

Si f(a) — 0 — g'(a), se procede de la misma manera hasta llegar a 
un primer índice jjl para el cual ya no se sigue teniendo / <M) (a) = 0 = g [l °(a). 
Entonces 

„ f(a + h) _ f'>(a + l) _r>(a) 

l Zg(a + h) ™ g^(a + l) g {l>) (a) ’ 

expresión que incluye el caso en que ambos miembros son infinitos. 

Ejemplos. Los siguientes ejemplos, importantes por sí mismos, ilustran 
la aplicación de la regla de L’Hospital. 

sen x cos 0 _ 

lim-—--1; 

*-0 X 1 


1 — cosx 
hrn - 

ar—0 X 


sen 0 
1 


0 ; 


lím 


1 


= lím 


2e 2 


0 log (1 + x) x—o 1/(1 + *^ 


= 2 ; 


1 — cos x sen x cos a: 

lim ---= hm —— - lim ——— 


1 

2 ' 


r-*0 


X 




2x 


r-> o 
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Otras jormas indeterminadas. Gomo siguiente paso se observa que 
otras de las llamadas formas indeterminadas pueden también reducirse al 
caso ya considerado; por ejemplo, el límite de 

1 _ 1 
sen * x 

cuando x tiende a cero es el límite de la diferencia de dos expresiones que 
se hacen infinítas, o bien, es una “forma indeterminada” oo — oo. Me- 
diante la transformación 

1 1 _ x — sen x 

sen xx x sen x 

se llega de inmediato a una expresión cuyo límite, cuando x tiende a cero, 
puede encontrarse aplicando la regla. Así resulta 

„ 1 — cos x sen x 

hm ---= lim --= U. 

x^o x cos x + sen x *_> 0 2 cos x — x sen x 


Derivadas de formas indeterminadas 

Las expresiones </>(*) = f(x)/g(x) definidas por la regla en x = a no 
solamente son continuas sino que tienen derivadas tzunbién continuas, su- 
poniendo que / y g tienen derivadas continuas de orden suficientemente 
alto. 

Bastará aquí establecer este hecho en el caso en que g se anula en a 
con primer orden, o sea, g(a) = 0, g/(a) ^ 0. Para x^a, 

±n N _ g(x)f'(x) -/(at)^(x) _ z(x) 

* [X) (£(*))* N(x)’ 


donde tanto el numerador como el denominador se anulan en * = a, pues 
f(a) — g(a) ~ 0. Por tanto, el valor límite puede determinarse aplicando 
la regla 


lím <j/(x) = lím 

X~K¡ X-*C 


'(*) 
N'(x) ‘ 


Claramente, d(N(x))/dx = 2g(x)g(x), d(z(x))/dx = g(x)f'(x) — 
f(x)gf'(x), las cuales se anulan de nuevo para x = a. Aplicando la regla de 
L’Hcspital una vez más, 


lím <fS(x) 

x~>a 


z"(x) 
Ñ"(x) ’ 


y observando que N"(x) = 2g(x)g"(x) + 2(gf(x )) 2 , que no se anula en 
x = a, se encuentra que 


lím <f/(x) 


g'(a)f"(a) — f'(a)g" (a) 


x-+a 


2 (g'(a)) 
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y este límite es, sin duda, la derivada de <fS(x) en x — a (ver capítulo 3, 
p. 282). 

Reglas análogas para formas indefinidas valen para x—» oo. Así, por 
ejemplo, sean f(x) y g(x) funciones tales que lím/(Ar) = límg(x) = 0, en 

X-+00 X-+00 

tanto que lím f(x) y lím g'(x) existen y son diferentes de cero. Entonces 

x—>00 X—*CC 

lím f'(x) 

f(x) 

hm —— = —-——-— 

«-»« g(x) hmg'(jf) 

X—>00 

La demostración surge otra vez del teorema del valor medio del cálculo 
diferencial. 

*A.I.4 La convergencia de la serie de Taylor para una función 
con derivadas no negativas de todos los órdenes 

Se incluye a continuación un teorema general sobre la convergencia del 
desarrollo de Taylor para funciones cuyas derivadas son todas no negativas. 

Considérese la clase de funciones f(x) derivables hasta cualquier orden 
en el intervalo cerrado a < x < b y tales que todas sus derivadas son no 
negativas en este intervalo: 

f (v) (x) >0, v= 1,2, .... 

Demostraremos que: Para cualquiera de tales funciones cl correspondiente 
desarrollo de Taylor de f(x + h) en potencias de h converge, y la serie re- 
presenta el valor de f(x + h) cuando x y | = x + h están en el intervalo 
abierto (a,b) y \h\ < b — x. 

La demostración se inicia observando que f(x) >0, por hipótesis, y que, 
en consecuencia, 

0</M -/(<.) =Cf'U)d£ 

< f/'«) di = l(b) -/(«) = M. 

Además, para *y¿ = .v + Aenel intervalo (a, b) , puede escribirse 

f(x + h) - f(x) = hf(x) 4-b -— ~-h n + R n . 

n\ 

Supóngase primero que h > 0, o sea, x < £ < b. Entonces todos los térmi- 
nos del miembro derecho son no negativos, 1 de manera que ninguno de ellos 

1 Esto se deduce para R n partiendo de Ias fórmulas de Cauchy o de Lagrange y 
con la hipótesis >0. 
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es mayor que el valor del miembro izquierdo o que M. Así resulta que 

Q / (w) (x) Af_ M 
~ n\ — (£ — x) n ‘ 


Para £ —» b surge que 


(32) 




< 


M 


(.b - x) n ' 


Ahora bien, por la fórmula de auchy ((19), p. 468) para el residuo, se 
sabe que existe algún 6 en el intervalo 0 < 6 < 1 tal que 


0 


(1 — Q) n 

< R n = - - J ~ h< n + l) f' n + 1) {x + 


6h) 


^ h n + 1 (n + 1) (1 - 6) n M 
~ (b - x - 6h) n + 1 ' 

Puesto que | = x + h < b, puede escogerse un número positivo p de ma- 
nera que 

0 < h < ---, o sea, b — x — 6h > h( 1 + p — 6). 

1 + p 

Se tiene entonces 

n/ n ^Mh n + 1 (n+\)(\~6) n 
- n - h n+1 ( 1 + p - 6) n+1 5 

o sea, 


0 <R n < 

ya que 


M(n + 1) 

(1 +P-6) 
1 6 

\ - 6 + p ~ 


( 1 - 6 V / M ( n + !) 
\i-e + p) -~p 

’ T+ p/( i - 6) ~ T+~p ^ 


1 

+ P) n 


Se sabe (capítulo 1, p. 93) que (n + 1) / (1 + p) n tiende a cero al cre- 
cer n, de manera que cuando 0 < h < b — x y n crece, R n tiende a cero; 
así, la serie de Taylor tiende a la función / para h > 0. 

Para h negativo, el que R n tienda a cero al crecer n se deduce aplicando 
la fórmula de Lagrange ((21), p. 468) para R n : 


|fin| = (7 +-ij T |/l ’ ,+1 i |/, ” +1>(jr ~^ |/i|)| - 

Ahora bien, / (n+2) es no negativa y, por tanto, / (n+1) es monótona no de- 
creciente. Se sigue entonces de la estimación (32) usada antes que 

f (n+1) (x - 6 \h\) ^ f< n+1) (x) ^ M 

(n + 1) ! - fn + 1)! ~ (b - x) n+1 ’ 
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Por consiguiente, 



y así resulta que R n tiende a cero conforme n crece, cuando 

0< — h < b — x. 

Entonces, para cualquier punto aí tal que a < x < b, el residuo R n en 
la serie de Taylor para f(x + h) en potencias de h tenderá a cero siempre 
que |/i| < b — x y h > — (x — a). 

Obsérvese que el resultado anterior es válido aun en el caso en que se 
suponga la desigualdad / (v) (x) > 0 válida sólo para valores de v suficien- 
temente grandes (digamos, para v > iV, siendo N algún entero, pudiendo 
tener f (v) (x) cualquier signo para v <. N). Para demostrar esto solamente 
es necesario reemplazar en la demostración anterior la función / por la 
función 

g(x) =/(x) +M(x-a+ i) N , 

donde M es alguna constante positiva. Entonces, (x) = f iv) (x) > 0 para 
v > N, y g (v, (Ar) = /< v, (*) + MN(N - \)---(N~v+l)(x-a+\) N - v > 
f iv) (x) + M para v < N. Así, g (v) (x) > 0 para todo v si M se escoge su- 
ficientemente grande. Esto prueba que g(x) puede desarrollarse en poten- 
cias de y el mismo resultado se deduce entonces para la función f, la 
cual difiere de g sólo por un polinomio. 

E1 teorema de la serie binomial (p. 475) es una consecuencia inme- 
diata de este resultado: Gámbiese ligeramente la notación y considérese 
primero la función <f>(x) = (1 — x) a en vez de (1 + £)". Las derivadas 
de <}> están dadas en tonces por 

«'“»(*)=( _ i) u (r) (i ~* ) *' vv! 

Puesto que los coeficientes binomiales, 

a\ __ a(a — 1) ‘ “ (a ~ v + 1) 
v) V! 

tienen signos altemantes cuando a — v es negativo, una de las dos funcio- 
nes, <}>(x) o —<p(x), pertenece a la clase de funciones con derivadas no 
negativas a partir de cierto orden, para x limitada a valores x < 1. Así, 
para a = — 1, b = 1, x = 0 y \h\ < b — .v = 1 nuestro teorema general 
afirma que 

(\~hy = ^(-\y( a \h v . 

v=0 \ V / 
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Si aquí se escribe a: en vez de — h, se obtiene el desarrollo binomial 


1 + *)“ = 2 

v = o\. v 


x v = 1 + ax -|- 


<x(a ~ 1 ) 


x 2 + 


«(« — 1) (« — 2) 


1-2 1-2-3 

para cualquier exponente a y cualquier x tal que —1 < x < 1. 


+ 


Apéndice II Interpolación 

*A.II.l E1 problema de la interpolación. Unicidad 

E1 polinomio de Taylor P n (x) aproxima a la función f(x) de manera 
tal que las gráficas de f(x) y P n (x) tienen contacto de orden n en un 
punto a, o sea, de manera que f(x) y P n (x) coinciden en n + 1 puntos 
“infinitamentc próximos” a a. Podría “descomponerse” el punto con abs- 
cisa a en n + 1 puntos distintos con abscisas Ar 0 , *i, . . ., x n y buscarse una 
aproximación para f(x) mediante un polinomio <j>(x) de grado n que coin- 
cida con f(x) en estos puntos. Este polinomio, como es fácil ver, está 
determinado unívocamente por un sistema de ecuaciones lineales. Mediante 
el paso al límite, xí —> x para todo i, se obtienen de nuevo los polinomios de 
Taylor. La “interpolación”, esto es, la aproximación mediante polinomios 
coincidentes con f(x) en puntos distintos, es de gran importancia en muchas 
aplicaciones. La siguiente discusión proporciona una idea sumaria de la 
teoría de la interpolación. 

Considérese el siguiente problema: Determinar un polinomio <f>(x) de 
grado n tal que en n + 1 puntos distintos, x 0 , x 1} ..., x n , tome los n + 1 
valores dados / 0 , /i, .. ., f n , o sea, 

<f>(x 0 ) — /o, <}>(Xi) — /l, • • •, </>(*«) /«• 

Si los números /i son los valores /i = f(xt) que toma una función dada, 
f(x) (posiblemente menos elemental), en los puntos Xi, entonces el polino- 
mio <¡>(x) se llamará el polinomio de interpolación de n-ésimo grado de la 
función f(x) para los puntos x 0 , x 1} .. .,x n . 

Existe a lo más solamente uno de tales polinomios de grado n, pues si 
existiesen dos de ellos, <f>(x) y \f/(x) distintos, su diferencia D(x) = <}>(x) — 
ip(x) sería un polinomio de grado m, con 0 < m < n y con n + 1 raíces 
distintas, lo cual no es posible según el álgebra elemental. 1 

Puede probarse la unicidad del polinomio de interpolación aún por otro 
método, basado en el 

1 Pues se tiene 

D(x) = Co(x — Xi) (x — Xz) ...(* — Xm), Co + 0, 
ya que x i} . . ., x n son ceros de D(x); por tanto, como D(xo) = 0, 

Co(x 0 — *i) (a:o — Xi) ... (Xo ~ Xrn) = 0, 

contrario al hecho de que x 0 , x,, .. ., x m son todos distintos. 
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Teorema general de Rolle. Si una función F(x) tiene derivadas 
continuas hasta el orden n en un intervalo y se anula por lo menos en 
n + 1 puntos distintos, x 0 , x 1; .. .,x n , del mismo, entonces existe un punto 
en el interior de dicho intervalo para el cual F (n) (£) = 0. 

Demostración. E1 teorema general se deduce fácilmente del caso es- 
pecial en que n = 1, que es el teorema de Rolle demostrado en la p. 196. 
Supónganse los números x c , x-y, ...,x n dispuestos en orden creciente. En- 
tonces, por el teorema del valor medio (o por el teorema de Rolle), la 
primera derivada F'(x) debe anularse por lo menos una vez dentro de cada 
uno de los n subintervalos (*i, Xi +1 ). Esta misma consideración aplicada 
a F*(x) y a los intervalos entre sus ceros nos dice que F"(x) se anula en 
n — 1 puntos. Aplicando repetidamente este argumento se demuestra el 
teorema. 

Apliquemos ahora este teorema a la diferencia 

F(x) = D(x) = <f>(x) - p(x) 

= d 0 x n 4- ¿Í!*” -1 + • * • + d n , 

que, por hipótesis, se anula en n + 1 puntos. Obtenemos un punto ¿ en el 
cual la n-ésima derivada se anula. D (n) (|) =0. Esta es, precisamente, n\d 0 , 
de manera que d 0 = 0, y la diferencia dada es un polinomio de grado a lo 
más igual a n — 1 y que se anula en n + 1 puntos. Aplicando nuevamente 
el teorema de Rolle se obtiene d x = 0; etc. O sea D(x) es idénticamen- 
te cero, como se afirmó. 

Estas consideraciones pueden extenderse al caso en que los x^ no son 
todos distintos entre sí, sino que, posiblemente r valores Xi coinciden, es 
decir, x 0 = x t = • • • = x r _i. En el problema de la interpolación para estos 
casos se requiere entonces que <f>(x) y las derivadas <f>'(x), . . ., <f> (r ~ 1) (x) 
tomen valores prefijados para * = x 0 , y, correspondientemente, también 
para los otros puntos x v . E1 polinomio D(x) es entonccs dc la forma 
c(x — x 0 ) r (x — x r ) • • •. E1 teorema general de Rolle y el teorema de uni- 
cidad, así como también las demostraciones, permanecen inalterados en 
este caso. 

A.II.2 Construcción de la solución. 

Fórmula de interpolación de Newton 

Construiremos ahora un polinomio de interpolación <f>(x) de grado n, 
tal que <f>(x 0 ) — /o, • • • ,<f>(x n ) = f n - Para construirlo paso a paso, comen- 
zamos con la constante / 0 , que es un polinomio <f> 0 (x) de orden 0 que toma 
el valor A 0 = / 0 para todo ^ y en particular para a: = x 0 . Sumamos a éste 
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un polinomio de primer orden que se anula para x = x 0 y es, por consiguien- 
te, de la forma Aj(x — x 0 ). A continuac.ión determinamos A-i de manera que 
la suma tenga para x = x x el valor correcto f v A1 polinomio de primer 
grado que resulta le llamamos <f>j(x). Sumamos ahora a <f> X (x) un polino- 
mio de segundo grado que se anula para x = x 0 y x = x 1} debiendo por 
consiguiente ser de la forma A.->(x — x 0 ) (x — Xi), cuya adición no cambia 
el comportamicnto en estos dos puntos. En scguida se determina el factor A 2 
de manera que el polinomio de segundo grado resultante, <¡> 2 (x), tome tam- 
bién el valor fijado, que es f., para x — x 2 en este caso. Este procedimiento 
se continúa hasta cubrir todos los puntos, obteniéndose así el polinomio 

(33) <f>(x) = <f>n(x) = Ao + Aj(x — X 0 ) + A 2 (x — x 0 ) (x — Xi) + • • • 

+ A„(x — x 0 ) • • • (x — x„-!). 

E1 método para la obtención de los coeficientes Ai en la expresión de <f> se 
aclara substituyendo x = x 0 , x = x t , . . ., x = x„ en este mismo orden; y así 
se obtiene el sistema de n + 1 ecuaciones 

/o A 0 

U = Ao + A i(x x - Xo) 

(34) 

f-¿ — A 0 + A a (x 2 — x 0 ) + A 2 (x 2 — x 0 ) (x 2 — xi) 


/„ — A 0 + Aj(x n — x 0 ) + • • • + 

+ A n (x n X 0 ) (x„ Xi) ( x n ^n-i) • 


Obviamente, los coeficientes A 0 ,A x , ..,A n pueden determinarse en forma 
sucesiva de manera tal que satisfagan estas ecuaciones, pudiendo construirse 
así el polinomio de interpolación. 

Cuando los valores x v son equidistantes , o sea x v = x v _ x + h, el resultado puede 
cscribirse explícitamente en una forma más elegante. Las ecuaciones para los A¡ se 
convicrten ahora en 

/o = ^o 
/i = A o + hA, 

(35) }., = A 0 + 2 hA^ + 2! hAA 2 

f. Á = A 0 + 3 hA x + 3 • 2 h*A 2 + 3! h*A 3 


n\ 

fn = A o + nhA i + ••• (- 7 - 7 ~r h%A i + • • ' + n! hnA n■ 

(n ~ 0 ¡ 

Las soluciones pueden fácilmente ser expresadas como diferencias sucesivas de /: 
Dada cualquier sucesión (finita o infinita) de términos f 0 ,f v f 2 , . • llamamos a las 
expresiones 


A/ 0 = /i — / 0 , A/j = {., - f v Af 2 = / 3 - / 2 , 
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las primeras diferencias de las f k . Aplicando nuevamente el proceso de diferencias 
a la sucesión de A f k , se obtienen las expresiones 

A 2 / 0 = A/, — A/ 0 , A2/, = A/, - A/j, A2/ 2 = A/ 3 - A/ 2 , 

o sea, 

A 2 / 0 = / 2 - 2/j + / 0 , A^/, = / 3 - 2/ 2 + /,,..., 

que son Ias segundas diferencias de las f k . La n-ésima diferencia se define recursiva- 
mente como A"- 1 /;^ — A n_1 / fc . Y cuando se la expresa directamente en términos 
de las / fc , está dada por la fórmula 

(36) A n /j- = 4 +n - ( J ) fk+n-l + ( 2 ) fk+n-2 -+ ( “ 1 >"/*> 

obtenida mediante un simple argumento inductivo que se deja al lector como ejer- 
cicio. Con esta terminología, los coeficientes A v pueden escribirse en la forma 

1 

(37) A v = — /i _v A v / 0 , 
como puede verificarse por inducción. 1 

Fórmula de interpolación de Newton. Haciendo £ = (x — x fí )/h se tiene 
x — x r = h(£ — r) . Las expresiones (x — x fí ) (x — x^) ■ ■ ■ (x — x v ) adoptan enton- 
ccs la forma £(£ — 1 )•••($ — v)h v+1 . Así se obtiene para los polinomios <p(x), 
a partir de (33), (37), Ia fórmula de interpolación de Newton : 2 

</>(*) = 0(* o + £*0 = /0 + ( 1 ) A ^° + ( 2 ) A ^° + ' + ( n ) A ”/o- 

Si /o> /i> / 2 » ••• son l° s valores de una función f(x) en los puntos x fí ,x v x 2 , . . ., 
donde / tiene derivadas continuas hasta la de orden n, entonces Av/^/Ziv es una 
aproximación a la derivada / (,,) (*o). En la p. 495 se demostrará que 

1 

lím —-Av/ 0 = /<v)(* 0 ). 
fe-+o nV 


1 Debe verificarse que los valores A, dados por (37) satisfacen las ecuaciones (35); 
o sea, que para cualquier sucesión / 0 , / 1 , / 2 , .. ., Ia identidad 

fx “/0 + (j) A /u + (^) A 2 / 0 + • • • + Qa / 0 

sc satisface. Suponiendo que esto se cumple para un cierto k, debe demostrarse que 

/..,=/. + (*) A /-+ (*)iy. + - 

= (/„ + A/ 0 ) + (()(A/„ + A’/ 0 ) + Q(Ay„ + A»/,)+ • • ■ 

(k + 1\ /A: + l\ 

= /u + ( J j A /u + ( 2 j A 2 /o + • • • 


que es la identidad para el caso de k + 1. 

2 Como en la p. 476, aquí se definen los coeficientes binomiales 


general y enteros de posición k, por medio de 


C) 


o- 


para un £ 

-{(€- !)•■•(«-* + DA! 
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Puesto que también 


lím h k 
h-m 



{x - x 0 ) k 


k\ 


se ve que en este caso <p{x) tiende al polinomio de Taylor P n (x) cuando h tiende 
a cero. 


Obsérvese que de la misma manera es posible la construcción del poli- 
nomio de interpolación en el caso en que, por ejemplo, los primeros r va- 
lores, x 0 , ...,x r - 1} coinciden y se prefijan los correspondientes valores / 0 , 
fo, . . .,/ ( 0 r-1) para <f>(x 0 ), <f/(x 0 ), .. ., <f> (r ~ 1) (x 0 ), los cuales coinciden con 
los valores 

f(*o),f(xo), ■ ■ ■,f (r ~ 1 ) (x 0 ), 

siendo / una función dada. Para <f>(x) se escribe la forma 
<f>(x) = A 0 + A i(x — x 0 ) -f A«(x — x 0 ) 2 

-f • • • + A r (x — x 0 ) r + A r+1 (x — x 0 ) r (x — x r ) + • • • ; 
y entonces se determinan los A v en forma sucesiva a partir de las ecuaciones 
/o = A 0 /o' = Ar /o" = 2 A, 


/ 0 (r-1 ) = (r- 1)! A r -i 
fr = A 0 + Ai(x r — X 0 ) + * ’ • + A r (x r ~ X 0 ) r 

f r+l A 0 + v4i(A' r+ i AT 0 ) + 


+ A r (x r+ 1 — *o) r + A r+1 (x r+ i ~ x 0 ) r (x r+1 — x r ) 


A.II.3 La estimación del residuo 

En vista de las consideraciones anteriores, no importa cómo estén dados 
originalmente los valores / 0 , /i, •■,fn- Por ejemplo, si estos valores fuesen 
obtenidos mediante observaciones físicas, el problema de construir el poli- 
nomio de interpolación estaría resuelto completamente, resultando <f>(x) 
como una función “suave” o “lisa” definida para todo x, que toma los va- 
lores observados para los puntos en cuestión, los cuales podrían usarse para 
“predecir” valores aproximados de f(x) en otros x. Sin embargo, si la fun- 
ción f(x), que toma en los puntos xjc dados los n + 1 valores fk, está defini- 
da también para valores intermedios x, se tiene que encarar el problema de 
estimar la diferencia R(x) = f(x) — <f>(x), llamada error de interpolación. 
A1 principio sólo se sabe que R(x 0 ) = R(x i) = ■ ■ • R(x n ) = 0. Para dis- 
poner de mayor información deberán hacerse hipótesis adicionales relativas 
al comportamiento de la función f(x) y que afecten al residuo R(x). Se 
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supondrá, por consiguiente, que en el intervalo en consideración f(x) tiene 
derivadas continuas, al menos hasta la de orden n + 1. 

Se observa en primer lugar que para cualquier elección de la constan- 
te c, la función 


K(x) = R(x) — c(x — x 0 ) (x — Xx) ■ • • (x — x n ) 

se anula en los n + 1 puntos x 0) .. ,,x n . Escójase ahora cualquier valor y 
distinto de x 0 , x l} . . .,x n . Se puede entonces determinar c de manera que 
K(y) — 0, o sea, 

c = _ R{y) __ 

(y - Xo) (y - X,) ••• (y - x n ) ' 

Existen, por tanto, n + 2 puntos en los que K(x) se anula. Aplicando a 
K(x) el teorema de RoIIe generalizado, se ve que existe un valor x — £ entre 
el mayor y el menor dc los valores x 0 , x x , . . ., x n , y, tal que i£ (n+1) (£) = 0. 
Puesto que R(x) = f(x) — <¡>(x), y en vista de que <j>(x), por ser un poli- 
nomio de orden n, tiene derivada (n + l)-ésima idénticamente nula, re- 
sulta que 

/(n + 1) (|) - c(n + 1)! = 0, 


[habiéndose usado el hecho de que (n + 1) ! es la (n + l)-ésima derivada 
de (x — x 0 ) • • • (x — x n )]. Así se ha obtenido para c una segunda expresión, 
c = / (n + 1) (£) /(n + 1)!, que contiene a £ y que de alguna manera depende 
de y. Usando ahora la ecuación K(y) = 0, en la cual y es completamente 
arbitraria y puede entonces ser reemplazada por x, se obtiene la represen- 
tación 


(38) 


R(x) = 


(x — X 0 ) (x — Xi) • • • (x — Xn) 

(n + 1)! 


/ (tt + 1) (l), 


donde £ es algún valor comprendido entre el menor y el mayor de los puntos 

Xy • • • 5 Xfi» 

En esta forma el problcma general de Ia interpolación para una función 
f(x) dada queda resuelto completamente. Se tiene para f(x) la represen- 
tación 


(39) f(x) = A 0 + A x (x — x 0 ) + A' ¿ (x — x 0 ) (x — x x ) + * * • 

+ A n (x — x 0 ) (x — x x ) • • ■ (x — X n -! ) + R n , 


donde los coeficientes A 0 , A 1} . . ,,A n pueden ser encontrados sucesivamente 
a partir de los valores de / en los puntos x c , x x , .. ., x n , usando las fórmulas 
de recurrencia (34) de la p. 491, y donde el residuo R n es de la forma 


(40) 


Rn 


(x — X 0 ) (x 


x x ) ■■■(x- Xn) /(B + 1) 


[n + 1)! 


/ (n + 1) (^), 


siendo $ un número escogido adecuadamente entre el mayor y el menor de 
los valores x, x 0 , x x , . . ., x n . 
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Si la fórmula (39) que da f{x) se escribe para n — 1 en vez de n y el 
resultado se resta de la original, se obtiene 

A n (x — x 0 ) (x — x-i) ••• (x — x n -j.) + R n — R n - X = 0. 

Para x = x n resulta R n = 0 y, por tanto, el coeficiente A n (usando (40) con 
n — 1 en vez de n) tiene la representación 


donde £ es entre el menor y el mayor de los valores x 0 , x íy .. ., x n . Represen- 
taciones análogas existen para ^4 n -n A n -±, . . ., A 0 . En esta forma se ve que 
si los x 0 , Xj, . . .,x n se aproximan entre sí tendicndo hacia uno y el mismo 
punto, posiblemente el origen, la fórmula de interpolación (39) se convier- 
te, término a térmnio, en la fórmula de Taylor ((27 a), p. 471), con la 
forma de Lagrande ((21), p. 468) para el residuo. La fórmula de Taylor 
puede en esta forma considerarse como un caso límite de la fórmula de 
interpolación de Newton. 

Esta fórmula nos permite dar un significado preciso a una expresión 
usada muy a menudo en geometría. La parábola osculante, que tiene con- 
tacto de orden n en un punto con una curva dada, se dice también que 
posee “(n + 1) puntos consecutivos en común” con dicha curva en ese 
punto. De hecho, esta parábola osculante se obtiene encontrando una pará- 
bola que tenga n + 1 puntos en común con la curva y haciendo después 
que esos puntos se aproximen entre sí. En forma analítica esto corresponde 
justamente a la transición del polinomio de interpolación al polinomio de 
Taylor. De manera semejante puede caracterizarse la condición de oscu- 
lación de dos curvas arbitrarias. Por ejemplo, la circunferencia de curvatura 
es aquélla que tiene tres puntos consecutivos en común con la curva dada. 

Es de esperarse que la fórmula de interpolación aplicada al caso de una 
func.ión cuyos valores en puntos definidos se conocen dé los valores de ésta 
con un alto grado de prccisión entre dichos puntos (tanto |/ (v + 1) (£)| como 
\x — Xj \ son entonces acotadas). Si el valor x cae fuera de los intervalos 
de los puntos x 0 , x-j, . . .,x n , se habla de extrapolación. Mediante tal extra- 
polación puede obtenerse una precisión bastante buena siempre que el 
punto x csté lo suficientcmente próximo a los puntos dados. La fórmula 
dc Taylor, en cierto sentido, correspondc a extrapolacióv completa. En 
gencral, sólo cs adccuada en la vecindad de un punto. 

A.II.4 La fórmula de interpolación de Lagrange 

Para terminar, se resuelve el problema de la interpolación usando una 
fórmula, debida a Lagrange, ligeramente distinta y que difiere de la fórmu- 
la de interpolación de Newton j)or contcner cada término individual sólo 
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uno de los valores dados de la función. Además, la fórmula da <¡>(x) en 
forma completamente explícita, sin necesidad de fórmulas de recurrencia. 
Se introduce, por brevedad, el polinomio de grado (n + 1), 

\f/(x) — (x — Xo) (x — Xx) • • • (x — x n ), 

que corresponde a los puntos x v dados. Derivando con la regla del pro- 
ducto y substituyendo luego sucesivamente x por los valores x 0 , . . ., x n , se 
obtienen las relaciones 

ip'(xo) = (x 0 — Xi) (x 0 ~ x») • • • (x 0 — x n ) 

\f/ (x v ) = (aTv X 0 ) ••" (x v ' *v-i) ( Av A‘v+i), "■• (Xv X n ) , 

P'(Xn) — (X n ~ X 0 ) (x n ~ X x ) ••• (x n — X n -i) . 

Obsérvese que 

\p(x) _ (x — Xo) • • • (x — X v—i) (* — Xv+i) • • • (x — X n ) 

(x — x v )\fj'(x v ) (x v — X 0 ) • • * (xv — AT V -i ) (x v — X v+x ) ' * ' (a> ~ A„) 

es un polinomio de grado n cuyo valor en el punto x = a es 1 y en los 
puntos Ai restantes es 0. Se ve entonces de inmediato que la expresión 

(41) <¡>(x) = \¡j(x) 

f_ h _+_ ti _+ ••• +- k -" 

(a — Ao)f'(Ao) (a Xi) \p' (xi) (x — x n )lp'(x n ) _ 

es el polinomio de interpolación deseado. Esta es la fórmula de interpola- 
ción de Lagrange. 


PROBLEMAS 


SECCION 5.4¿, página 469 

1. Dar la derivación formal completa de la fórmula del residuo (27), de p. 471, 
usando inducción matemática. 

2. (Una variante de la demostración del teorema de Taylor) 

(a) Si g(h) tiene sus primeras (n + 1) derivadas continuas en el intervalo 
0 < h < A y si g( 0) = g’( 0) = • • • = g (n) ( 0 ) = 0, en tanto que |g<» + D (/i) | < M 
en [0, +4], donde M es una constante, demostrar que |£ (n) (/i)l < Mh, ¡g (n + 1) (/i)| < 
Mhy 2!, . . ., |g (n - i) (/i)| <Mhi/i\, ...,\g(h)\ < Mh n /n\, para todo h en el in- 
tervalo. 

(h) Sean f(x) una función suficientemente derivable en a < x < b, y T n (h) el 
polinomio de Taylor para f(x) en x = a. Aplíquese el resultado de (a) a la función 
g(h) — R n = f(a + h) — T n (h) para obtener la fórmula de Taylor con una esti- 
mación grosera para el residuo. 

3. Supóngase que f(x) tiene una derivada continua en el intervalo a < x < b, 
y sea f"(x) > 0 para todo valor de x. Entonces, si | es cualquier punto en el inter- 
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valo, la curva en ninguna parte queda por debajo de su tangente en el punto x = £, 

y = fU)- 

(Usar el desarrollo de Taylor hasta el tercer término.) 


4. Deducir la fórmula integral para el residuo R n integrando pcr partes 

>h 

f{x + h) — f(x) = \ f(x + r) dr. 




5. Integrar por partes la fórmula 


y así obtener 


n\ J o 


(h - T) n f in +' l >(x + t) dr, 


h n 


R n = f{x + h) -f(x) - hf'(x) --/<")(*). 


*6. Supóngase que de alguna manera se ha obtenido una serie para la fun- 
ción f(x), a saber 

f(x) = a 0 + a t x + a.,x 2 + • • • + a n x n + R n (x), 

donde a 0 , a 1} ...,a n son constantes, R n (x) tiene n derivadas continuas y R n (x)/x n 
—> 0 cuando x —> 0. Demostrar que a k = (/ fc (0 )/k\) (k = 0, .. n), esto es, que la 

serie es una serie de Taylor. 


SEGCION 5.5, página 472 

1. Encontrar los primeros cuatro términos no nulos en la serie de Taylor para 
las siguientcs funcioncs cn la vecindad de x = 0: 


(a) *cot* 


V sen x 

( b) —— 


(d) e sen * 

(e) e e * 


V* 

(c) secx (/) log sen x — log x. 

2. Encontrar la serie de Taylor para arc sen x en la vecindad de x = U„ usando 


r dt 

arc sen x = \ — -■ . 

Jo VI - í 2 

Comparar con el problema 2, sección 3.2. 

*3. Encontrar los tres primeros términos no nulos de la serie de Taylor para 
sen 2 x en la vecindad de x = 0, mediante la multiplicación de la serie de Taylor 
para sen x por sí misma. Justificar este procedimiento. 

*4. Encontrar los tres primeros términos no nulos de la serie de Taylor para 
tan x en la vecindad de x — 0, usando la relación tan x = senx/cosx. Justificar el 
procedimiento. 


*5. Encontrar los tres primeros términos no nulos de Ia serie de Taylor para 
V cos x en la vecindad de x = 0, aplicando el teorema del binomio a Ia serie de 
Taylor para cos x. Justificar el procedimiento. 


*6. Encontrar la serie de Taylor para (arcsenx) 2 . Comparar con el proble- 
ma 2, sección 3.2. 


*7. Encontrar las series de Taylor para las siguientes funciones en la vecin- 
dad de x = 0: 


(a) senh- 1 x 



e~t 2 dt. 


(c) 


r 

J 0 


sen t 

- dt. 

t 
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*8. Estimar el error que se comcte al usar sólo los n primeros términos en el 
problema 7. 

*9. La función elíptica s(u) ha sido definida (sección 3.14a) como la inversa 
de la intcgral elíptica 

f * J dx 

“(í)= \ ' --— • 

Jo V (1 — x 2 ) (1 — k 2 x 2 ) 

Encontrar el desarrollo de Taylor para s(u) hasta el término de grado 5. 

*10. Evaluar los siguientes límites: 


(a) lím x 


(b) lím 




(d) lím 




(e) líin 1 — 


(=0 


*<*> “"*[(' +) Hl>s ( 1 + í)]' 

*11. Encontrar los tres primeros términos de la serie de Taylor para [1 + (\/x)) T 
■en potencias de 1/x. 

*12. Dos partículas con cargas dc signo opuesto, +e, —e, situadas a una pe- 
qucña distancia d una dc la otra, forman un dipolo electrico con momcnto M ed. 
Demostrar que la energta potcncial: 

( a ) En un punto situado sobrc el eje del dipolo a una distancia r del centro 
del mismo, es (M/r~)( 1 + e), donde e es aproximadamentc igual a d‘ ¿ /\r 2 . 

(b) En un punto situado sobre la bisectriz perpendicular al dipolo, es 0. 

(c) En un punto con coordcnadas polares r, 0, relativas al centro y al eje del 
dipolo, cs \M cos (6/r-)]( 1 + e) , donde e es aproximadamente igual a 

(d 2 /8r 2 ) (5 cos 2 6 — 3). 

(La energía potencial de una carga puntual unica c¡ en un punto situado a una 
distancia r de ella es qr/r; y la energía potcncial de varias cargas es la suma de las 
energías potenciales de las cargas por scparado.) 


SECCION 5.6, página 476 

1. Demostrar que si f(u) — 0 y f(x) tiene derivadas en x — a hasta de un 
orden suficientemente alto, cntonces f(x) n tienc al menos un contacto de orden 
(n — 1) con el cje x. 

2. La curva y — f(x) pasa por el orígen O y toda al eje x en ese punto. 
Demostrar quc el radio de curvatura de ia curva en O está dado por 

x 2 

p — lím 

*3. K es una circunfcrencia que toca en un punto P a una curva dada y pasa 
por un punto cercano Q situado sobre la curva. Demostrar que el límite de circun- 
ferencia K para Q—>P es la circunferencia de curvatura de la curva en P. 

*4. Demostrar que el orden de contacto entre una curva y su circunferencia 
osculante es al menos igual a tres cn puntos en que el radio de curvatura es un 
máximo o un mínimo. 

*5. Demostrar que la circunferencia osculante en un punto en que el radio de 
curvatura es un máximo o un mínimo no cruza a la curva a menos que el contacto 
sea de orden superior al tcrcero. 



Sec. 5.6 


Aplicacion.es geométricas 497 


*6. Encontrar los máximos y mínimos de las siguientes funciones: 

(a ) cos x cosh x ( b) x + cos x 

*7. Determinar los máximos y mínimos de la función y = e- l / x ' (ver p.- 263). 
SECCION A.I.3, página 483 

1. Demostrar que si / es continua en el intervalo {0, 1], entonces 

límxf —dz = f( 0). 

X->0 J X ^ 2 

2. Demostrar que la función y — ( x 2 ) x , y( 0) = 1 es continua en x = 0. 




6 


Métodos numéricos 


La tarea de resolver un problema analítico queda siempre inconclusa. 
Demostrar la existencia y algunas de las propiedades básicas de la solución 
se considera por lo general satisfactorio, pero quedan siempre importantes 
preguntas por responder. Así, cuando la solución es definida mediante un 
proceso de límite, usando una integral, por ejemplo, surge el problema de 
encontrar realmente aproximaciones numéricas a este límite y de estimar 
la exactitud de estas aproximaciones. Tales cuestiones no sólo son de im- 
portancia básica desde el punto de vista teórico, sino que son también inevi- 
tables cuando se desea aplicar el análisis a la descripción y al control de los 
fenómenos naturales, los cuales pueden describirse en principio sólo de 
manera aproximada. 

Se plantea así el difícil problema de llevar la solución al punto en 
quc puedan obtenerse rcspuestas numéricas y estimaciones de su exactitud. 

Recientemente, con el advenimiento de las máquinas calculadoras auto- 
máticas de alta velocidad, los aspectos teóricos y prácticos del “análisis 
numérico” han recibido un gran impulso. Estos aspectos son presentados 
en una gran variedad de libros de texto. 1 Durante siglos, sin embargo, mu- 
chos de los matemáticos inás notables, como Newton, Euler y, en particular, 
Gauss, han aportado grandes contribuciones a los métodos numéricos. 

En este volumen no es posible presentar una visión completa del aná- 
lisis numérico, pero, al menos, se discutirán algunos de los resultados clásicos 
más simples. 


1 Véanse, porejemplo: HiJdebrand, Introduction to Numerical Ancdysis, McGraw- 
Hill Book Co., 1956; Houscholder, Principles of Numerical Analysis, McGraw-Hill 
Book Co., 1953; Whittaker and Robinson, The Calculus of Observations, Blackie 
and Sons, Ltd., 1929. 
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6.1 Cálculo de integrales 

Aunque la existencia de la integral de una función (continua) es ase- 
gurada por la teoría que se dio en el capítulo 2, la evaluación o “cuadra- 
tura” 1 de dicha integral no puede realizarse mediante funciones elementales, 
salvo en casos relativamente raros. Deberán desarrollarse, por consiguiente, 
métodos de integración numérica y también de estimación de la exactitud 
de tales aproximaciones numéricas. 

Para calcular en forma aproximada la integral 

(1) / = ^ f(x) dx 

con a < b, se subdivide el intervalo a < x < b en n partes iguales, cada 
una de longitud h — (b — a) /n, mediante los n + 1 puntos 

(2) x v — a + vh, nh — b — a, v —0, 1, ...,n. 

Entonces, 

/ = 2 /v, 

Vzz 1 

donde 

(3) /v=r t(x)dx. 

J *y. X 

E1 problema de calcular la integral / queda reducido al de obtener buenas 
aproximaciones para las áreas ] v de anchura h en las cuales se ha dividido 
el área total representada por /. 

a. Aproximación mediante rectángulos 

La aproximación más directa, sugerida por la definición original de la 
integral, conduce a la relación 

/ = 2 A, 

V L 

~ fl ifi + /-’ + ‘ ' ’ + fn), 
donde, por brevedad, se ha hecho 

fv — f(xv) . 

Aquí (y en todo este capítulo) el símbolo ~ significa “es aproximada- 
mente igual a”. 

1 La palabra “cuadratura” indica el proceso de “cuadrar”, esto es, de medir el 
área dentro de una curva encontrando un cuadrado de área igual (como en el pro- 
blema de “cuadrar el círculo”). 
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Para estimar la exactitud o el “error” de esta aproximación, supóngase 
que f(x) es continua, con una derivada acotada uniformemente en el inter- 
valo a < x < b: \f(x) | < M x . Puede entonces demostrarse fácilmente (ver 
problema 4, p. 527, 6.1), que 


(4) 

o sea, 


(5) 


I h ~ hf v \ < 


MJi 2 
~~ 1 >— 5 


J h 2 /v 

V 1 


< n 


M-íh 2 


— iMi(b — a)h. 


Así, el error de la aproximación para la integral mediante la suma finita 
es del orden de h, la “anchura de malla”, en la terminología del capí- 
tulo 3, p. 273. 


b. Aproximaciones refinadas — Regla de Simpson 

Una mejor aproxiinación se obtiene casi sin esfuerzo adicional si las 
áreas J v se aproximan, no mediante franjas rectangulares, sino mediante 
trapezoides angostos, como en la Fig. 6.1a. La fórmula de aproximación 
(fórmula del trapezoide) es entonces 

J ~ ih(f 0 + fi) + ih(fi + /j) + • • • + iM/n-l + fn) 

h 

(6) = /í(/i + /2 + * • * + fnr-i) + 2 (/0 + fn), 

pues cada valor dc la función, excepto el primero y el último, aparece 
dos veces. 

Una aproximación que resulta por lo general un poco más precisa que 
la fórmula del trapezoide es aquélla en que la v-ésima franja se aproxima 
mediante un tropezoide limitado superiormente por la tangente a la curva 
en el punto medio Xv-i + h/2 del intervalo x v -i < x < x v . E1 área de este 
trapezoide es simplemente 

hfv- 1/2 = hf ^x v -i + ^ ^ , 

y por adición se obtiene la fórmula de la tangente, 

(7) / ~ A(/ 1/3 + /3/2 + • • • + (/(2-n-l)/2) • 

Como se verá en la p. 506, el error de esta aproximación es del orden de h 2 
cuando la segunda derivada de / es continua en el intervalo a < x < b y 
\f'(x) | < M 2 , siendo M 2 alguna cota constante. 
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Figura 6.1 ( a) La fórmula del trapezoide. ( b ) La fórmula de la tangente. 

Finalmente, se menciona la famosa aproximación de Simpson, la cual 
con poco mayor trabajo conduce a una aproximación mucho más precisa 
si la cuarta derivada de / existe y es uniformemente acotada en el inter- 
valo dado. 


ir>wi <m„ 
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donde M 4 es una constante. La fórmula de Simpson para n — 2 m es 
4 h 

( 8 ) J ~ -g" (/l + /s + /5 + " • + f 2 ny- 1 ) 

+ y (/2 + /4 + /«H-1- /2m-2) + 3 (/0 + / 2 ”*) • 



Figura 6.2 Regla de Simpson. 


La fórmula es obtenida fácilmente si la región formada por las franjas v y 
(v + 1) se aproxima mediante una franja de anchura 2 h limitada supe- 
riormente por la parábola que coincide con / para las tres abscisas x v -i , 
x v — Xv-i + h y Xv+i = Xv-i + 2 h (ver Fig. 6.2). La fórmula de interpola- 
ción de Newton (p. 492) conduce a Ia ecuación de esta parábola: 

, , / x fv ~ /v -1 

y — fv-i + {x — Xv-x) •- - — 

(a: A"v-i) (x x v -i h) f v ~ 1 2 fv + /v-i 

+-5-F-' 

teniéndose, por tanto, la aproximación 

S X ftl P* +2/» 

” ydx = J y dx 

= 2A/v-. + 2/i(/, - (/,„ - 2/, + 

= 5 (/.-. + 4 /,+ /,.,). 

La fórmula se obtiene ahora para n par (n = 2ra) sumando todos estos 
valores aproximados para v = 1, 3, 4, .. ., 2 m — 1, o sea, todas las áreas de 
los pares de franjas. 
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*Exactitud 

No es difícil estimar la exactitud de las anteriores aproximaciones. Toda 
cuadratura consiste en aproximar la función f(x) en un intervalo por medio 
de una función <j>(x) fácilmente integrable (un polinomio). Entonces, una 
estimación del error de la fórmula de integración puede obtenerse estimando 

I/(*) - 

En la fórmula de la tangente (p. 503) se reemplaza f(x) en el inter- 
valo [xv-i, *v] por su tangente en el punto medio — (h/ 2), esto es, por 

<¡>{x) = f( Xv ~ l) + ( X _ Xv + I) 1 (* v ~ \ )' 

Usando el teorema de Taylor con Ia forma de Lagrange para el residuo: 

/(*) =*(*) + + 

donde £ está entre x y x v — h/2. Por tanto, el error correspondiente a una 
franja se estima en 


\Jy ~ /l/v-...íl = | [/(*) “ <K X )] 

Jxv-l 

< [*’ i/(x> - m i < w, - x, + 'jf dx 



Para el error total en la fórmula de la tangente al considerar todos los 
intervalos, 1 se encuentra entonces la cota superior 


h 3 h 2 

n ñ Ml = T\ MÁh ~ a) 


Esta derivación se usará como modelo para estimar el error en las otras 
fórmulas de cuadraturas. Así, en la regla del trapezoide (6) f(x) se aproxi- 
ma en el intervalo [x v -i, x v ] por cl polinomio de interpolación lineal 

<f>(x) — f v -1 "b (x ~ x v -i) — .' 


Usando la estimación para el error del residuo en la fórmula de interpo- 
lación [ver p. 494, Ec. (40)] con n— 1, se encuentra 

f(x) - <f>(x) = i(x - Xv- x ) (x - Xv)f"(i), 

1 Este es el error total inherente al uso de la fórmula de aproximación, el así 
llamado error “por truncamiento”. En la práctica aparecen otros errores debido al 
redondeo que se hace en los cálculos. E1 efecto total de los errores por redondeo 
aumenta generalmente con el número de pasos efectuados, o sea, al disminuir h, en 
tanto que el error por truncamiento disminuye. 
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donde | está entre x v -i y x v . Por tanto, el valor absoluto del error en el 
cálculo dc ] v es a lo más 

pv /r 3 

M, \ |i(x — x v -t) {x — x v ) | dx = — M 2 , 

y el error total es a lo más n veces la cantidad anterior: 

h 2 

~M,{b - a). 

La misma técnica puede aplicarse a la regla dc Simpson, (8), tomando 
como <¡>(x) cl polinomio cuadrático que coincide con / en los puntos x v -\, 
x v , Xv+i. Así resulta un error en J v + J v+1 del ordcn de h*. Realmente, sin 
embargo, pucde mejorarse en un orden de magnitud la estimación del error 
usando un polinomio cúbico <f>(x), el cual da una mejor aproximación que 
el cuadrático para / en el intervalo [at v _j,x v+1 ] y tiene aún la misma integral, 
conduciendo, por tanto, a la misma fórmula de aproximación (9) para J. 
Simplemente se usa el polinomio de intcrpolación que coincide con f(x) 
en los puntos * v _j, x v , x v+1 y para el cual <f>'(x v ) - f'M- Tiene la forma 

«£(*) = A 0 + A x (x — x v _i) + A,(x — x v _j) (x — x v ) 

+ A¿(x — .v v - : ) (x — x v ) (x — x v+1 ). 

Aquí los tres primeros términos representan el polinomio de interpolación 
cuadrático que coincidc con / en Ios tres puntos x v -i, x v , x v+1 . La constan- 
te A 3 tíene que determinarse a partir de la condición <¡>'(x v ) — f'(x v ). 

E1 último término, 

A 3 (x — x v + h) (x — x v ) (x — x v — h) = A 3 [(x — x v ) 2 — h 2 } • [x — x v ], 

es obviamente una función impar de x — x v , y, por consiguiente, no con- 
tribuye a la integral entre los límites x v — h y x v + h. Para el error cn la 
aproximación de / se ticne entonces la estimación siguiente [ver (40), p. 494, 
con n = 3 y con dos de los puntos de interpolación coincidiendo en * v ]: 


/ ~ $ - 47 ( x - Xv-x) (x - x v ) 2 (jf - X v+1 )/ (4) (^). 

Esto conduce a la siguiente estimación para el error total en el cálculo de 
J v + Jv+i : 

h 5 

90 

y, por tanto, para el error total se tiene la estimación 

n h 5 h* 

2 90 Mé ~ 180 ^ ~ ^ Mi ’ 
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Naturalmente, puede lograrse una mayor precisión aproximando la fun. 
ción f(x) en una franja por un polinomio de orden aún más alto. 

Ejemplos. Apliquemos estos métodos al cálculo de 



Dividiendo el intervalo 1 < a : < 2 en diez partes de longitud /i — Vio y 
usando la regla del trapezoide ( 6 ) se obtiene 


Xi = 1.1 

/, = 0.90909 

x 2 = 1.2 

/ 2 = 0.83333 

x 3 = 1.3 

/ 3 = 0.76923 

= 1.4 

U = 0.71429 

.Vfl = 1.5 

/ 5 = 0.66667 

v c = 1.6 

/o = 0.62500 

* 7 = 1.7 

/ 7 = 0.58824 

II 

co 

/ 8 = 0.55556 

x 0 = 1.9 

/ 9 = 0.52632 


Suma 6.18773 

o 

II 

o 

}fo = 0.5 

Xio — 2.0 

i/,o = 0.25 


6.93773 

loge2 

25 0.69377. 


Puesto que Ia gráfica del integrando tiene su lado convexo hacia el eje .v, 
este valor es demasiado grande. 

Usando la regla de la tangente (7) se tiene 


x 0 + }h = 1.05 
Xi + }h = 1.15 
x» + }h = 1.25 
x s + }h = 1.35 
x^ + }h = 1.45 
at 5 + }h = 1.55 
•v G = 1-65 
x 7 + }h= 1.75 
x s + }h = 1.85 
x 9 + }h = 1.95 


log e 2 


/ 1/2 = 0.95238 
/ 3/2 = 0.86957 

/r >/2 = 0.80000 

/ 7/2 = 0.74074 
/ 0/3 = 0.68966 
/i , /2 = 0.64516 

/ 13/2 = 0.60606 

/»/,. = 0.57143 
/it/o = 0.54054 
/ 19/2 = 0.51282 


6.92836 • Ví« 
0.69284, 


valor que, debido a la convexidad de la curva, es demasiado pequeño. 
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Con la misma subdivisión se obtiene un resultado más preciso usando la 
regla de Simpson (8). Resulta 

= 1.1 /i = 0.90909 

at , = 1.3 f a = 0.76923 

x, = 1.5 / 5 = 0.66667 

x 7 = 1.7 / 7 = 0.58824 

* 0 = 1.9 / 9 = 0.52632 


Suma 3.45955 • 4 


13.83820 

* 2 = 1.2 / 2 = 0.83333 

.v, = 1.4 f, = 0.71429 

x G =1.6 U = 0.62500 

.v¡¿ =1.8 / s = 0.55556 


Suma 2.72818-2 


En realidad, 


5.45636 

13.83820 

• V 0 = 1.0 /o = 1.0 

Xiu = 2.0 / 10 = 0.5 


20.79456 • %o 
log e ^0.69315. 


loge 2 = 0.693147. .. . 


6.2 Otros ejemplos de métodos numéricos 
a. E1 “cálculo de errores” 

E1 “cálculo de errores” es simplemente una aplicación numérica de un 
teorema básico del cálculo diferencial: una función f{x), derivable un nú- 
mero suficiente de veces, puede ser representada en la vecindad de un punto 
por una función lineal con un error de orden superior al primero, por una 
función cuadrática con un error de orden superior al segundo, y así suce- 
sivamente. 

Considérese la aproximación lineal para la función y = f(x). Si 
y + Ay = /(.x + Ax) = f(x + h), por el teorema de Taylor se tiene 

A y = hf’( X ) +y f'tt), 
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donde £ = x + Oh (0 < 9 < 1) es un valor intermedio no necesariamente 
conocido en forma precisa. Si h — Ax es pequeño, se obtiene la siguiente 
aproximación de interés práctico 

Ay ^ hf'(x). 

Así, el cociente incremental se reemplaza por la derivada, que lo aproxima, 
y el incremento de y se reemplaza por la aproximación dada por la expresión 
lineal en h. 

Este sencillo resultado se usa para propósitos numéricos de la siguiente 
mancra. Sean x e y dos cantidades físicas relacionadas por y = f(x). Se 
pregunta entonces qué cfecto tiene sobre la determinación de y una impre- 
cisión en la medición de x. Si en vez del valor “verdadero” x se usa el 
valor aproximado x + h, el correspondiente valor de y difiere del valor 
verdadcro y = f(x) en la cantidad Ay = f(x + h) — f(x). Por tanto, el 
crror está dado aproximadamente por la relación anterior. 

Mediante ejemplos se ilustra la utilidad de tales aproximaciones li- 
neales. 

Ejemplos. (a) Supóngase que en un triángulo ABC (vcr Fig. 6.3) 
los lados b y c sc detcrminan con precisión en tanto que el ángulo a = x 
se determina con un error |A.v| < 8. ¿Cuál es el error correspondiente en el 
valor del tercer lado y = a = V 6 2 + c 2 — 2 bc cosa? 


B' 



Figura 6.3 


Se tiene A a~ (bc sen a Aa) /a; y el porcentaje de error es por consi- 
guiente 

100 A a 100 bc 

-~-sen <x Aa. 

a a 2 


En el caso especial en que b — 400 metros, c = 500 metros y a = 60°, re- 
sulta y — a = 458.2576 metros, de manera que 


200000 

458.2576 


X W3A a. 
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Si A a pudiera medirse con un error máximo de 10 segundos de arco, es 
decir, si 

Aa = 10" = 4846 x 10 _ 8 radianes, 
se encontraría que en el caso más desfavorable 

Aa ~ 1.83 cm. 


Así, el error sería a lo más del 0.004% aproximadamente. 

( b) E1 ejemplo que sigue ilustra la utilidad de la “linealización” en 
problemas físicos. 

Experimentalmente se sabe que si una varilla de metal tiene una lon- 
gitud / 0 a la temperatura t 0 , entonces a la temperatura t su longitud será 
/=/o(l+«(í — t 0 )), donde ce depende sólo de t 0 y del material que com- 
pone la varilla. Ahora, si un reloj de péndulo conserva la hora exacta a la 
temperatura t 0 , ¿cuántos segundos se atrasará diariamente si la tempera- 
tura se eleva a í x ? 

Para el período de oscilación T(l) se ticnc (ver pp. 429-430) 

T(l) =2r Jí- 

' g 

por tanto, 

dT = TT 

dl ~Wg 

Si el cambio en longitud es Al, el cambio correspondiente en el período de 
oscilación es 


AT 


7 r Al 

V/o g ’ 


donde — l 0 ( 1 + <x(t x — t 0 )) y Al = al 0 (t x — t 0 ). Este es el tiempo de re- 
traso por oscilación. E1 ticmpo de retraso en un segundo es AT/T ~ Al/2l 0 ; 
por tanto, en un día el reloj se atrasa 43,200 A l/l 0 — 43,200 a(t a — t 0 ) se- 
gundos. 

En cste y muchos otros casos en que la función considerada es un 
producto de varios factores, puedcn simplificarse los cálculos tomando lo- 
garitmos en ambos miembros antes de derivar. Para el presente ejemplo 
sc ticne: 


y al dcrivar, 


log T = log 2tt — i log g + i log /; 
1 dT _ 1 

T 


Rcemplazando dT¡dl por AT/Al, resulta 

A T _ Al 

~T~ 2/ 5 


lo cual coincide con el resultado anterior. 
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*b. Cálculo de 7 r 


Un ejemplo diferente, en el que se emplean recursos artificiales, es el siguiente. 
Es un ejemplo clásico, aunque quizá las máquinas calculadoras modernas lo han 
hecho obsoleto. 

La serie de Leibnitz, tt/ 4 = 1 — % + V> — V¡ + ' • • [Ec. (7), sección 5.2, 
p. 464], obtenida a partir de la serie para la tangente inversa, no es adecuada para 
el cálculo de ir debido a la extrema lentitud de su convergencia. Sin embargo, se 
puede calcular rr con relativa facilidad mediante el artificio siguiente. Si en el teore- 
ma de adición para Ia tangente, 


tan (a + /3) 


tan a tan ¡3 
1 — tan a tan /3 ’ 


se introducen las funciones inversas a = arc tan u, (3 = arc tan v, se obtiene la fónnula 

arc tan u + arc tan v = arc tan 

Ahora bien, escogiendo u y v de manera que (u + v)/(\ — uv) = I, se obtiene el 
valor ir /4 en el miembro derccho y, si u y v son números pequeños, puede fáx;ilmente 
calcularse el miembro izquierdo por medio de series conocidas. Por ejemplo, si se 
hacen u = %, v = %, como hizo Euler, se obtiene 



(9) 


- = arc tan V> + arc tan %. 
4 


Si, adcmás, sc observa que 


% + Vr 
1 - v¿i 


1 

2 ’ 


se tiene arc tan V = arc tan % + arc tan de manera que, por (9), 


- = arc tan Vj + arc tan Vr- 
4 

Usando esta fórmula Vega calculó el número rr con 140 cifras decimales. 

Por medio de Ia ecuación (Vf> + %),/(l — Vio) — Vz, se obtiene además 

arc tan V 3 = arc tan % + arc tan % 

en donde: 

v 

— = 2 arc tan % + arc tan V 7 + 2 arc tan %. 

4 

Este desarrollo es sumamente útil para el cálculo de ir por mcdio de la serie 
arc tan x = x — x 3 /3 + x~’/5 — • • • ; pues si se substituye x por uno de los valores 
Vf>, V 7 ó Ys, se obtiene con pocos términos un a!to grado de precisión ya que éstos 
disminuyen rápidamente. 

E1 lector que no tenga especial interés en estas manipulaciones, que requieren 
habilidad aunque sean artificiosas, puede conformarse con entender el principio. 


*c. Cálculo 4e logarítmos 


Para el cálculo numérico de logaritinos la serie logarítmica [Ec. (5), 
p. 463] 

1 + x 


. X ó X' y 

llog _=, + _ + _ + 
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donde 0 < * < 1, mediante la substitución 

1 + x _ p- __ 1 

r-- x ~ p- - i 5 ' Y ~ 2 p- - i ’ 

se transforma en la serie 

log p = i log (p — 1 ) -f- i- log {p + 1) + —--- 

Ip- - 1 


3(2 p i 2 - l) 3 

donde 2 p~ — 1 > 1 o p- > 1. Si p es un entero y p + 1 puede descompo- 
nerse en factores enteros más pequeños (por ejemplo, si p + 1 es par), esta 
última serie expresa el logaritmo dc p mediante los logaritmos de enteros 
menores, más una serie cuyos términos disminuyen muy rápidamente y 
cuya suma puede por tanto calcularse con suficiente precisión usando sólo 
unos cuantos términos. A partir de esta serie puedcn entonc.es calcularse 
sucesivamente los logaritmos de cualesquier números primos y, en consc- 
cuencia, dc cualquier número, suponiendo que ya sc haya calculado el 
valor log 2 (por ejemplo, mcdiantc su representación integral, como en 
las pp. 508-509). 

La exactitud de esta dcterminación de log p puede estimarse más fácil- 
mente por medio de la serie geométrica que usando la fórmula general del 
residuo. Para el residuo R n de la serie, esto es, la suma de todos los térmi- 
nos que siguen al término l/n(2p- — l) n , se tiene 

Rn K Jn + 2) (2ÍF-1)** 2 ( 1 + (2 p 2 - 1)* + (2/r -T+ 

11 

“ Tn + 2)(2fr - l) n ' (2p- - 1 )=-T ’ 
y esta fórmula da inmediatamente la estimación rcquerida para el error. 

Calculemos, por ejemplo, log e 7 (con la hipótesis de que log 2 y log 3 ya han 
sido determinados numcricamente), usando los cuatro primeros términos de la serie 
Tenemos 

P = 7, 2/>2 - 1 = 97, 

1 1 

log 7 = 2 log 2 + 1 log 3 + — + — + • • • ; 

y / ó • y / 

i 

%7 S 0.01030928, -~ 0.00000037, 

3 • 97 3 

2 log 2 ~ 1.38629436, i log 3 ~ 0.54930614; 

y, por tanto, 

log e 7 ~ 1.94591015. 
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La estimación del error es 

1 1 1 
n 5-97* 972 - 1 ^ 36 X 10» 

Sin embargo, obsérvese que cada uno de los cuatro números que se han sumado fue 
dado con un error de 5 X 10 -9 , de manera que la última cifra decimal en el valor 
calculado de log 7 podría estar afectada por un error de ±2. De hecho, sin embargo, 
esta última cifra es también correcta. 

6.3 Solución numérica de ecuaciones 

Se agregan aquí algunas observaciones sobre la solución numérica de la 
ecuación f(x) = 0, donde f(x) no es necesariamentc un polinomio. 1 Se co- 
mienza con un primer valor de prueba x 0 para una de las raíces y luego 
se afina esta aproximación. Queda abierta la cuestión de cómo se escoge el 
primer valor de aproximación para la raíz y cuán buena es esta aproxima- 
ción. Puede, por ejemplo, hacerse una conjetura o, mejor aún, obtenerse 
una primera aproximación a partir de la gráfica de la función y = f(x), 
cuya intersección con cl eje x indica la raíz deseada. 

Luego se intenta afinar la aproximación mediante un proceso o trans- 
formación que llcve el valor x 0 a una “segunda aproximación”, y se repite 
este proccso. Resolver numéricamcnte la ecuación f(x) = 0 consiste en 
llevar a cabo esas aproximaciones sucesivas en forma repetida (o, como 
se dice, “iterar” el proceso) con la esperanza de que los valores iterados 
x u x 2 , ...,x n converjan satisfactoriamente a la raíz £. A continuación se 
consideran dichos procedimientos y se discute su precisión. 

a. Método de Newton 

Descripción del método. E1 procedimiento iterativo de Newton se basa 
en un principio fundamental del cálculo diferencial: el reemplazo de una 
curva por una tangente en la inmediata vecindad del punto de contacto. 
Partiendo con un primer valor aproximado, x 0 , para una raíz £ de la ecua- 
ción f(x) = 0, se considera el punto de la gráfica de la función y = f(x) 
cuyas coordenadas son x = x 0 , y — f(x 0 ). Con el fin de encontrar una 
mejor aproximación para la intersección £ de la curva con el eje x, se deter- 
mina el punto x x en el cual la tangente en x = * 0 , y = f(x 0 ) intersecta al 
eje x. La abscisa x, de esta intersección representa una nueva y, en ciertas 
circunstancias, mejor aproximación que v 0 para la raíz deseada, |, de la 
ecuación. 


1 Estamos, por supuesto, interesados solamente en la determinación de raíces 
reales de f(x) =0. 
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De la figura 6.4 se obtiene de inmediato 


/(* o) 

Xo — Xi 


f(xo ); 


y, por tanto, la nueva aproximación 


( 10 ) 


X! = X 0 — 


f(* o) 

nx.v 


Partiendo con Xj como aproximación, se repite el proceso para encontrar 
x 2 = Xj. — f(xj)/f(x i), y así sucesivamente. 

La utilidad de este procedimiento depende esencialmente de la natura- 
leza de la curva. En la situación que se indica en la Fig. 6.4, las aproxi- 
maciones sucesivas x n convergen con precisión creciente a la raíz deseada £. 


y 



Figura 6.4 Método de aproximación de Newton. 


Sin embargo, la Fig. 6.5 muestra que, con una elección plausible del 
valor original x 0 , nuestra construcción no necesariamente converge a la 
raíz requerida. Es necesario, por consiguiente, examinar en general las cir- 
cunstancias bajo las cuales el método de Newton proporciona aproximacio- 
nes útiles a la solución de la ecuación. 


Convergencia cuadrática del método de Newton 

Suponiendo que en un intervalo suficientemente amplio en torno a la 
raíz £ la segunda derivada f”(x) no es “demasiado grande” y la primera 
derivada f'( x ) no “demasiado pequeña, el hecho principal relativo a la 
aproximación de Newton es que los “errores” sucesivos 


h x — £ — x¡, 


h -2 = £ ~ x 2 , . . ., h n = £ — x n , . . 
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convergen cuadráticamente a cero en el sentido de que \h n+1 \ < ¡ih n 2 para 
una constante fija ¡x. Lo anterior indica una razón de convergencia extre- 
madamente rápida. La desigualdad, escrita en la forma |A n +i,jU.| < \h n ¡J-\ 2 , 
implica, por ejemplo, que cuando \h n ¡i\ < 10 _m se tiene \h n+1¡ ¡i\ < 10 -2 ” 1 , 
o sea, el número de “dígitos significativos” en p.x n se duplica en cada etapa. 

La demostración de la convergencia cuadrática es inmediata. De las 
relaciones Xn+i = x n — f (x n ) ¡f (x n ) y /(|) = 0, se encuentra que 


h n+ 1 £ AT + x £ X n 


/(¿) -fM 

f(Xn) 


Por la fórmula de Taylor, 


/(*) -f(Xn) = U~X n )f'(x n ) +i(| 


Xn)T(v), 


y 



con r] comprendido entre £ y x n . Por tanto, 


( 11 ) 


h n+ 1 


. 

2 /'(*») " 


Para establecer la convergencia, supóngase que x n pertenece ya a un inter- 
valo fijo ¿-S<x<| + Senel cual \f"\ tiene el valor máximo M 2 , \f'\ 
el valor mínimo m-i (positivo), y 8 es tan pequeño que iSAL./mi < 1. Ha- 
ciendo ¡x = se tiene ¡x8 < 1 y 

| h n+1 j < ¡x \h n \ 2 < fx8 ¡ú n j < |/i»|. 


Esta desigualdad muestra, en primer lugar, que x n+1 pertenece nuevamente 
a la misma vecindad 8 de £, de manera que el argumento puede repetirse. 
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De esta manera, si x 0 está en la vecinclad 8 de £, lo mismo ocurrirá para 
todos los x n subsiguientes. De |/z»n| < /xS \h n \ se deduce entonces que \h n+1 I < 
( fx8) n + 1 \h 0 \, lo cual implica que h n —> 0, o sea, que x n —>£- Además, la ley 
del decrecimiento cuadrático, |/z„ + i| < p. \h n \ 2 , se cumplirá para los errores. 
Resulta entonces evidente que el método de Newton proporciona una suce- 
sión x„ que efectivamente converge a la solución £ siempre que f' y /" 
existan y sean continuas cerca de |, que / / (|) y que x 0 esté suficien- 
ternente cerca de la solución. E1 carácter cuadrático de la aproximación 
es a menudo una ventaja decisiva del método de Newton respecto a otros 
(ver p. 522). 

*b. La Regla de la posición falsa 

E1 método de Newton es el caso límite de un método más antiguo, el 
de la “regla de la posición falsa”, en el cual aparece la secante en lugar de 
la tangente. Supongamos quc se conocen dos puntos {x 0 ,y 0 ) y (xi, yi) en la 
vecindad de la intersección con el eje x requerida. Si reemplazamos la curva 
por la secante quc une cstos dos puntos, la intersección de ésta con el eje x 
pucde ser una mejor aproximación a la raíz 1 requerida de la ecuación. 
Para la abscisa | del punto de intersección se tiene (Fig. 6.6) 



Figura 6.6 La regla de la posición falsa. 


1 Esto equivale esencialmente a apücar la interpolación lineal a la función inversa. 
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lo cual conduce a 


o sea, 
(13) 


¿ __ XofjXi) - xjjxp) 

¡{x-l) - f(x o) 

_ XofjXi) — X 0 f(x 0 ) + Xnf(Xo) — Xifj Xp) 
f(x ,) — f(x o) 


I — *o — 


f(x o) 

/(^1) - /(*o) ' 


*1 — *0 


Esta fórmula, que determina la aproximación £ con respecto a x 0 y x l5 cons- 
tituye la regla de la ‘posición falsa”. Es útil cuando uno de los valores de 
la función cs positivo y el otro es negativo, como en la Fig. 6.6, por ejem- 
plo, en donde y 0 > 0 y yx < 0. 

La fórmula de aproximación de Newton resulta como un caso límite 
cuando x y x 0 , pues el denominador del segundo término del miembro 
derecho de la fórmula (13) tiende a f'(x 0 ) conforme x x tiende a x 0 . 

Aunque la regla de la posición falsa puede considerarse como más ele- 
mental que el método de Newton, este último tiene la gran ventaja de 
requerir como aproximación inicial un solo valor de x en vez de dos. 


c. E1 niétodo iterativo 

El esquema de iteración. Consideremos ahora un esquema de grandes 
posibilidades en la solución de ecuaciones escritas en la forma 

x = $(x), 

donde <¡> es una función continua con una derivada también continua. 
La solución de ecuaciones de la forma f(x) — 0 puede reducirse a la de 
x ~ <¡>(x) haciendo <f>(x) ~x—c(x)f(x), donde c(x) es cualquier fun- 
ción diferente dc cero. 

En el método iterativo, 1 particularmente s ugerente, se empieza también 
con un valor de aproximación inicial x 0 escogido adecuadamente y lucgo 
sc determina una sucesión de valores x 1} x 2 , x 3 . . ., por medio de las con- 
diciones 

x n+ i — <¡>(x n ), n - 0, 1, 2, ... . 

Si csta sucesión “de iteración”, x n , converge a un Iímite $, entonces % ~ <f>(£) 
es una solución de nuestra ccuación, pues en ese caso lím x„ +1 = | y 

\ím<¡>(x n ) = </>(£) debido a la continuidad de la función <f>. 

1 Llamado algunas veces “mélodo de aproximaciones sucesivas”. El método es 
usado en muchos contextos matemáticos diferentes para la solución de ecuacioncs 
de una clase u otra. 
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Convergencia. La sucesión de valores x n en el proceso iterativo con- 
verge, con una hipótesis muy general, a una solución: Si la primera aproxi- 
mación x n está en un intervalo 2 / en torno a £, en el cual 

!</>'(*) I < q 

con una constante q < 1, entonces x n converge a £. 

Puesto que, por hipótesis, x 0 está en /, se tiene 

*i “ £ = ~ 

E1 miembro dcrecho de esta ecuación, es por el teorema del valor medio, 
igual a (*o — $)<¡>'(x), siendo x un punto de /. Así, por nuestras hipó- 
tesis es 

|*i ~ £\ < q \ x o - l|, 

de manera que Xi pcrtcnece a / y, por tanto, también es 

1*2 — £| < q |*i - < g 2 |*o - £|. 

En general se obtiene 

|*n - l'¡ < q n !*o - 

y, como q n —> 0 conforme n —» oo, nuestro aserto queda demostrado. 

De lo anterior se ve, además, que la sucesión de iteración x n no con- 
vergc cuando <¡>'(x) > 1 en un intervalo que contiene a £; y si |<£'(£)| = 1 
no cs posiblc hacer una afirmación de validez general. 

Puntos fijos atractivos y repulsivos 

Es útil considerar el proceso de iteración en términos de transforma- 
ciones. La función y = <}>(x) representa una transformación que proyecta 
un punto x del eje numérico sobre un punto imagen y de dícho eje (ver 
p. 44). La solución | es entonces un punto que no cambia bajo la transfor- 
ción <¡>, denominado punto fijo, y el problema en este caso consiste en en- 
contrar un punto fijo de la transformación. Este problema puede resolverse 
rnediante la iteración sicmpre que \<¡>'(£) \ < q < 1, como ya se ha visto. 

La transformación y = <j>(x) en la vecindad de la raíz o punto fijo £ 
tiene, para |<£'(x)| < q < 1, la propiedad dc ser una contracción, esto es, 
de disminuir la distancia dcl punto original al punto fijo. Los puntos fijos de 
transformaciones de contracción se llaman puntos fijos atractivos. Su cons- 
trucción mediante iteraciones converge como los términos de una serie 
geométrica de cocicnte q. 

Si la raíz | o el correspondiente punto fijo de nuestra transformación 
está en un intervalo en el cual |</>'(x)| > r, donde r es una constante ma- 


Aunque se desconocc |, a menudo es posible determinar a priori tal intervalo. 
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yor que 1, la transjormación es de expansión, el proceso de iteración diverge 
y el punto fijo se denomina repulsivo. 

Si en el punto fijo se tiene ]<£'(£) | = 1, no es posible hacer afirmaciones 
generales relativas a la convergencia de las iteraciones. Tales puntos fijos 
se denominan a veces indijerentes. 

Debe recalcarsc lo siguiente: un punto fijo £ de una transformación <¿> 
es automáticamente también un punto fijo para \p, la transformación in- 
versa: £ = p(£). Si [<£'(£) ¡ > 1 en la vecindad de una raíz £ y x = p(y) 
es la función inversa de (p, entonces ¡ i// (£) | < 1. Así, £ es un punto fijo 
atractivo para esta transformación invcrsa, y es posible reemplazar el esque- 
ma de iteración originalmente divergente por uno convergente para la 
transformación inversa. Como un ejemplo, considérese la ecuación 

x = tan x. 

De las gráficas de las funciones y = x e y = tan x resulta claro que éstas 
se intersectan en algún punto del intervalo tt < x < % 7r y que la ecuación 
tcndrá un raíz £ en ese intervalo (Fig. 6.7). Puesto que 

d tan x 1 

—7 - = ——> 1 , 

dx cos- x 



Figura 6.7 Intersccción (£, £) de las cur\'as y = tan x y y = x. 
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el procedimiento de iteración con un punto cualquiera x 0 del intervalo no 
converge. Sin embargo, se obtiene una sucesión de iteración convergente 
si se escribe la ecuación en la forma inversa (usando la notación arc tan x 
para la rama principal), 


Puesto que aquí 


x = arc tan x + tt. 


d 1 

— arc tan x = -< 1 

dx 1 + x 


la sucesión definida por x,^ = arc tan x n + -n y, digamos, x 0 — i r, con- 
verge a |. 


d. Iteraciones y procedimiento de Newton 


Como ya se ha mencionado, el problema de resolver una ecuación de la 
forma /(x) =0 puede reducirsc al de resolver la ecuación x = </>(x) si se 
escoge para </> cualquier expresión de Ia forina 

4>{x) = X - c(x)/(x), 

donde c(x) cs una función que no se anula. Si se desea resolver la ecua- 
ción resultante x = 0 (x) por iteración es necesario asegurar, escogiendo 
c(x) adecuadamente, que el punto fijo £ de la transformación </> es “atrac- 
tivo”, esto es, que |</>'(£) | < 1. En estas condiciones, se tiene para la solución 
|de/(|)= 0 : 

= 1 - C(Í)IU) - <:({)/'({) = 1 - c(t)f'tt). 


Lo más sencillo es tomar para c(x) la expresión 1 /f(x). Entonces, en efec- 
to, | </>'(£) | = 0 < 1. Esta elec.ción de c(x) conduce a la sucesión de iteración 


X n +1 


<l>(x n ) = x n 


f(*n) 

f(Xn) ’ 


que es precisamente la sucesión de aproximaciones (10) (pp. 514-515) del 
método de Newton. Para el error x n — | = h n se tiene la estimación 


|^n+l| |/>( X n ) </>(£)[ < <jll n , 

donde q es el máximo de |</>'(x)| en cl intervalo cuyos puntos extremos 
son £ y x n . Puesto que en este caso 


</>'(x) 


i(x)f"(x) 

r(x) 


y f(x) = f(x) —/(|) =/'( 17 ) (x — £), se ve que q mísmo es del orden 
de h n> confirmándose así nuevamente el carácter cuadrático de la aproxi- 
mación en el método de Newton. 
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Otra elección sencilla para c(x ) la constituye el valor constante 1 /f'(x 0 ), 
lo cual conduce a la fórmula de recurrencia 


Xn+l <}>(Xn) 


f(* o) 

f(x o) ‘ 


Aquí es <f>'(i) — 1 — f(£)/f(x 0 ). Si f es continua y diferente de cero se 
tendrá un punto fijo atractivo | cuando la aproximación inicial x 0 esté tan 
cerca de la solución £ que sea 




I !'{*,) - ftf) 
\n*o)\ 


Esta sucesión de iteración es algo más simple que la usada en el método 
de Newton; sin embargo, su convergencia será más lenta (parecida a la de 
una serie geométrica), como ocurre con la mayor parte de )os esquemas 
de iteración. 


Ejemplos. Como un ejemplo, considérese la ecuación cúbica 
f(x) = x 3 - 2x - 5 = 0. 

Puesto que /(2) — — 1 <0, /(3) — 16 > 0, es claro que existe una raíz en 
el intervalo 2 < * < 3. Además, como f(x) = 3x 2 — 2 > 3(2 ) 2 — 2 > 0, 
ese intervalo contiene sólo una raíz. Usando el método de Newton con la 
aproximación inicial x 0 = 2 se encuentra sucesivamente 


= _/(*.) _ 2 -i 

1 0 /'(*„) 3(2)= - 2 

„ = * - .ffiüi = 2.! - 0061 


f(Xj) 


3(2.1 ) 2 - 2 


— 2 . 1 , f(xf = 0.061, 


= 2.094568. 


Análogamente, puesto que /(2.1) >0, /(2) <0, la raíz | está entre 
2 y 2.1. En el intervalo 1.9 < x < 2.2 y, por consiguiente, también en el 
intervalo £ — 0.1 < x < £ -f 0 . 1 , se tienen las estimaciones 

\f"(x)\ = M <6(2.2) = 13.2, 

f(x) = 3x- -2 > 3(1.9) 2 -2 = 8.83. 
Se deduce entonces [ver (11), p. 516] que 

|£ — *»+l| < 9( , JQ ggj l x » ~ ^l 2 < k» 

en el supuesto de que \x n — || < 0.1. Como |x 0 — £| = || — 2| < 0.1, se 
obtiene sucesivamente 

(* a - $\ < (0.75) (0.1 ) 2 = 0.0061, 

|* 2 - < (0.61) (0.0061) 2 < 0.000042. 
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Si este grado de aproximación no es suficiente, puede obtenerse una aproxi- 
mación posterior, x¿, con un error < (0.75) (0.000042) 2 < 0.000 000 001 3. 

Todo x n posterior a x 0 debe ser mayor que |, como se desprende del 
hecho de que f y /" son positivas, lo cual implica que 

A**, = ~f"(v)hn 2 /2f(x n ) <0. 

Por otra parte, la aplicación de la regla de la posición falsa [(13, p. 518] 
a los valores x 0) da para la intersección del eje x con la secante que une 
los puntos (x 0 ,f(x 0 )) y (*i, f(x-i)) el resultado 


4 = 2,09425-. 

f(Xl) - f(x 0 ) 

Puesto que la curva es convexa en el intervalo considerado, la secante que- 
da por encima de la curva y la aproximación de | debe ser menor que la 
raíz t 

Como un segundo ejemplo, resolvamos la ecuación 
f(x) — X log 10 x 2 — 0. 

Tcncmos /(3) = —0.6 y /(4) = +0.4, y por consiguiente usamos x 0 = 3.5 
como primera aproximación. Usando tablas logarítmicas de diez cifras 
decimales obtenemos las siguicntes aproximaciones sucesivas 

x 0 — 3.5, Xi = 3.598, 

= 3.5972849, = 3.5972850235. 


Apéndice 


*A.l Fónnula de Stirling 

En muchas aplicaciones, particularmente en Estadistica y en la Teoría 
dc Probabilidadcs, se prcsenta la necesidad de disponer de una aproxima- 
ción sencilla para n! en la forma de una función elemental de n. Tal 
expresión está dada por el siguiente teorema, que lleva el nombre de su 
descubridor, Stirling (ver también capítulo 8 , p. 630). 


Conforme n —> co, 


(14) 


o, en forma más precisa, 


n\ 


V2 t r n n + í/ ~e~ n 


14a) yj2irn n + l/2 e- n < n! < <2im n ^ /2 e- n ( 1 + — 
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En otras palabras, las exprcsiones ?z! y V t? n n + 1/2 e~ n difieren solamente 
por un porcentajc pí'queño euando cl valor de n es grande —o, como usual- 
mente se dice, las dos ex¡)resiones son asintóticamente iguales — y, al misnio 
tiempo, el fartor 1 4- 1 /4 n proporciona una estimación del grado de exac- 
titud de la aproximación. 

Esta notable fórmula aparecc cuando se trata de evaluar el área bajo 
la curva y = logx. 1 Por integración (p. 297) se encuentra que A n , el área 
exacta bajo csta curva entre las abscisas x = 1 y x = n, está dada por 

(15) A n = ^ logx dx = x iog v - t ^ = n log n — n 4- 1. 

Sin embargo, si se estima el área usando la regla del trapezoide, trazando 
verticales |)or los puntos x = 1, x = 2, x = n como en la Fig. 6.8, se 
obtiene un valor aproximado T n [)ara el área [ver (6), p. 503]: 

/’„ - log 2 4 log 3 + • • • + log (n — 1) + 1 log n 

(16) 

— log n ! — 4 log n. 


y 



Haciendo la fii[)ótesis razonable de que A n y T n son del mismo orden 
de magnitud, se encuentra que n\ es del mismo orden dc magnitud quc 
n n + x/ ~e~", lo cual constituye la csencia dc lo expresado por ia fórmula de 
Stirling. 

Para precisar este argumento demostraremos primero que la diferen- 
cia a„ = A„ — T n es acotada, de lo cual se desprenderá inmcdiatamente que 
T n = A n (\ — a n /A n ) es del mismo orden de magnitud quc A n . La can- 

1 E1 inétudo etnplrado aquí es un caso especial de la fórmula de Euler MacLaurin 
que será discutida cn el capítulo 0, p. 642. 
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tidad a^, — ai : es la diferencia entre el área bajo la curva y el área bajo 
la secante, en la franja k < x < k + 1 . Puesto que la curva es cóncava y 
queda por cncima dc la secante, a kn — a k es positivo y a n — ( a„ — a n -i) + 
— a n - 2 ) + ••• + (a-¿ — ai) + a ,, monótona creciente. Además, ]a di- 
ferencia a k+i — a k es obviamcnte menor (ver Fig. 6.9) que la difereneia 


y = log x 



Figura 6.9 


entre el área bajo la tangentc en a* — k + i y el área bajo la secante. Por 
tanto, se tienc la desigualdad 


a k , r i - a k < log (k + i) - k log k - .1 log (k + 1 ) 

1 


= i iog( i + —) - nogTi + —-— 

" e \ 2 k/ L 2(k + £)J 

< 2 log( 1 + ~) - h log 


2(k + 1 )J 

Sumando estas desigualdadcs para k = 1,2, .. ., n — 1, se encuentra que 
todos los términos del lado derccho, excepto dos, se cancclan y (puesto 
que üi — 0 ) resulta 

a n < i log % - i log ^ 1 + ~ ^ < i log %. 

Como a n , además de ser acotada, es monótona creciente, tiende a un 
límite a conforme n —> oo. La desigualdad para a^, — a k da ahora 


a - a n = 2 (a/c + i ~ a k ) < $ log ( 1 + ñ~ 

k = n \ cn 

Ya que, por dcfinición, A n — T n = a n , por (15) y (16) se tiene 
logn! = 1 — a n + (n + i) log n — n, 


o bien, escribiendo /v, t = e 1-0 ". 


n\ = a n n n+1/ -e~ u . 
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La sucesión a n es monótona decreciente y tiende al límite a — c 1 a ; y, por 
tanto, 

1 = e a ~ a n g(l/2) )°S d + 1/2») 

a 


-V 


1 + — < 1 + —. 
2n 4n 


Se tiene, por consigniente, 


an n + 1 ' 2 e~ n < n\ < «n n + 1 / 2 c- n 



Sólo nos resta encontrar el valor verdadero del límite a. Para ello usa- 
remos la fórmula (80) del capítulo 3, p. 302: 


V rr — lírn 

42 —>00 


(n!) 2 2 2n 
(2n)! yj~ñ 


Reemplazando n! por a ri n n + 1/ -e~ n y (2n)! por a 2n 2- n+1/2 n 2n+1/2 e~- n se ob- 
tiene inmediatamente 

/— __ y «» 2 

V rr — lim •—-—:=z 

«->oo Ct'ln — 


a 


2 


a V 2 ’ 


por lo quc a — V 2tt. La demostración de la fórmula de Stirling queda así 
concluida. 

Además de su interés teórico, la fórmula de Stirling es una herramienta 
de gran utilidad para cl cálculo numérico de n! cuando n es grande. En 
vez de multiplicar un gran número dc enteros, sólo tiene que calcularse 
la expresión de Stirling por medio de logaritmos, lo que supone un número 
de operaciones considerablemente menor. Así, para n = 10 se obtiene el 
valor 3598696 mcdiante Ia expresión de Stirling (usando tablas de siete 
cifras), cn tanto que el valor exacto de 10! es 3628800. E1 porcentaje de 
error es apenas de %%>. 


PROBLEMAS 


SECCION 6.1, página 502 

1. Si f" (x ) > 0, demostrar que la regla del trapezoide conduce a un valor ma- 
yor y la regla de la tangente a uno menor que el valor exacto de la integral de /. 

2. Estimar el valor h — (b — a)/n necesario para calcular hasta la //-ésima 
cifra decimal, usando la rcgla de Simpson, el valor de 


(a) log 2 


I 


1 

- dx, 
x 


f 1 1 

( b) n = 4 \ - - dx. 

J o 1 + \ - 
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3. Estimar en términos de k y s (k < 1 y s < 1) el número de puntos necesarios 
para calcular con un error menor de e el valor de la integral elíptica 

dx 

u(s) = 




V (1 - *-)(1 - k 2 x *) 

4. Sca f(x) una función continua en el intervalo a < x < a + h, con una de- 
rivada acotada uniformeinente: \f'(x) \ < M x para una constante M v Demostrar que 
para cualquier punto fijo £ (ct < £ < a + h) se tiene la estimación 
I r ¡, +h 

\ f(x)dx-hfU) 


M x h 2 


5. Calcular numéricamente 


e~ x ' dx con un error raenor que 1/100. 


SECCION 6.2, página 509 

1. E1 período de un péndulo está dado por 


2ir 


VI 


donde l es la longitud del péndulo. Si dicho péndulo acciona un reloj quc se ade- 
lanta un minuto por día, determínese la corrección necesaria en l. 


2. Para medir la altura de una colina, se obscrva desde la planicie una torre 
de 100 metros situada en la cima. E1 ángulo de elevación de la base de la torre es de 
42° y la torre misma subtiende un ángulo de 6°. ¿Cuáles son los límites del error 
en la detcrminación de la altura si el ángulo de 42° está sujeto a un error de 1°? 


SECCION 6.3, página 514 

1. (a) Para resolver la ccuación x—f(x) muéstrese la mejor forma dc es- 

coger la constante a de manera quc cl esquema de itcración 

= *k + a l x k ~ f(*k)] 

converja lo más rápidamente posible en Ia vecindad de Ia solución. 

(b) Aplíquese estc método con el fin de resolver la ecuación VA, 

A 

x — —. 
x 


(c) Demostrar que si A > 1, el número de cifras decimales exactas por Io menos 
se duplica en cada paso del esqueina de iteración obtenido en (b). 

2. (a) Muéstresc la mejor forma de elcgir un polinomio 

g(x) = a + bx 2 


de manera tal que el esquema de iteración para V + , 


** + i “ x k + S (* ft ) j x k -- ) , 

*k 


converja lo inás rápidamente posible en la vecindad de la solución. 

(b) Estimar la rapidez de la convergcncia. 

(c) Mostrar cómo mejorar postcriorinente la convergencia mediante la elección 
adecuada de polinomios g(x) de grado superior. 


3. Investigar la posibilidad de esquemas adecuados dcl tipo tratado en los pro- 
blcmas 1 y 2, para el cálculo de V.4. 
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SECCION A. 1, página 523 

X)' n ! 1 

1. Probar quc lím -= - 

ji--* oo n e 


*2. Considerandc 


r n -t i/- 
J V- 


log (a + x) dx, a 0, demuéstrese que 


a (a + 1 )•••(«+ n) = a n n ! n a , 

donde a n tienc coino cota inferior un número positivo. Demostrar que a n es monótona 
decrecicntc para valores de n suficientemenle grandes. [E1 limite de a n conforme n —* co 
cs i/r(»).] 

rij! n„! • • • ! 

3. Encontrar una cxpresión aproximada para ---, donde n A + n„ + 


+ «, = «. 


1 


4. Demostrar que el coeficientc de x n en el desarrollo binomial de - - está 

1 V 1 - x 

dado asintóticamente por-. 

V ~n 
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Sumas y productos infinitos 


La serie geométrica, la serie de Taylor y cierto núinero de ejemplos pre- 
viamente discutidos en este libro, sugieren la conveniencia de estudiar aque- 
llos procesos dc límite pertenecientes al análisis en los cuales la suma de 
una serie infinita aparece desde un punto de vista más general. En principio, 
cualquier valor límite 

S = lím s n 

r—*oc 

puede expresarse como una serie infinita; sólo se necesita hacer a n = s n ~ 
para n > 1 y a x = s¡, obtenicndose 

5 n = ai + a z + • • • T a n , 

y así el valor S resulta scr cl límitc de s„, la suma de n tcrminos, cuando n 
crece. Este hccho se expresa diciendo que S es la “suma de la seric in- 
finita” 

«, d- + rt.-t + - - * . 

Una “suma infinita” tal cs simjdemente una manera de rej)resentar un 
límite cuando cada aproximación sucesiva sc encuentra a partir de la an- 
terior sumando un término más. Así, la exjjresión decimal de un número 
a es, en principio, simj)lemente la representación del número en la forma 
de una serie infinita a = a v + a z + a 3 + • * •, en la que, si 0 < a < 1, el 
término a n se reemplaza j)or a n x 10 _n , siendo a n uno de los enteros 0, 
1,...,9. 

Puesto que todo valor límite puede ser escrito en la forma de una serie 
infinita, un estudio esj)ecial de las scries j)uede pareccr superfluo. Sin em- 
bargo, tales valores limite aparecen con frecuencia, en forma natural, como 
series infinitas que exhibcn leyes de formación particularmente simj)les. 
No toda serie ticnc una ley dc formación fácihnente reconocible. Por ejcm- 
plo, el número i r pucde ciertaincnte ser representado como un dccimal 
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(quc es una serie Xc v 10 -v ), aunque no eonocemos una ley simple que nos 
permita establecer el valor de una cifra arbitraria, digamos, la número 7000, 
de este decimal. Si, no obstante, en vez de ello consideramos la serie de 
Leibnitz-Gregory para tt/ 4, tcndremos una expresión con una Iey general 
de formación perfectamente clara [ver (7), p. 464]. 

Análogos a las series infinitas, cn las cuales las aproximaeiones al lí- 
mite se forman por la adición repetida de nuevos términos, los llamados 
productos infinitos proporcionan aproximaciones al límite mediante Ia mul- 
tiplicación repetida por nuevos factores. Sin embargo, no profundizaremos 
mucho en la teoría general de los productos infinitos. E1 tema principal de 
éste y del capítulo 8 serán las series infinitas. 

7.1 Los conceptos de convergencia y divergencia 
a. Conceptos básicos 

Criterios de convergencia de Cauchy. Considérese una serie infinita con 
*‘término general” a n . La scrie 1 es entonces de la forma 

n 

"b a < 4* • ■ ■ = 2 a v . 

V=1 

E1 simbolo cn cl lado derecho, en el que aparece el signo de suma, es siin- 
plemente una manera abreviada de escribir la exprcsión de la izquierda. 
Si, conforme n crcce, la n-ésima suma parcial 

n 

s n — a\ + a < + • * ■ -|- a n = 2 °v 

V -1 

se aproxima a un límitc 

S ~ lím s n , 

se dice que la serie es convergente; en caso contrario, se dice que es di- 
vergente. En el primcr caso, S se llama la suma de la serie. 

Hemos encontrado ya muchos casos de series convergentes; como ejem- 
plos podemos citar la serie geométrica 1 + q + q 2 + • • *, que converge a 
la suina 1/(1 — q) cuando \q\ < 1, la serie para log 2, la serie para e, y 
otras. 

En el lcnguaje de las series infinitas, el critcrio de convergencia de 
Cauchy (ver capítulo 1, pp. 97-98) sc expresa como sigue: 

1 Para completar el formalismo incluimos Ia posibilidad de que ciertos a n se 
anulen. Si todos los términos a partir de cierto índice N (es decir, cuando n > N) 
se anulan, hablamos de una serie que terrnina. 
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Una condición necesaria y suficiente para la convergencia de una serie 
es que el número 

( 1 ) !^to ¿n| = ¡«rwl + On +2 + ' ' ’ + fl«| 

(m > n), llegue a ser arbitrariamente pequeño al escogerse para m y n 
valores suficientemente grandes. En otras palabras: Una serie es convergen- 
te si, y sólo si, se satisface la siguiente condición: dado un número posi- 
tivo e, es posible encontrar siempre un índice N — 'N(e) tal que la expresión 
anterior, ¡5 m — 5„¡, sea menor que e para m 7> N y n 7> N. 


E1 criterio de convergencia puede ilustrarse con la serie geométrica para q = E 
Si se toma e = Yi o, basta hacer N = 4. En efecto, 


s 


n 


1 



1 

2»»-1 


1 (l 1 1 \ 1 

-- I — r — + ' ' ' + - ) <- 

2»-iV 2 2 2 2 m_n J 2 n ~ 1 


1 

2*- 1 


1 



si n > 4. 


Cuando e se escoge igual a Mooj e s suficiente con tomar para el correspondiente 
valor de N el número 7, como puede verificarse fácilmente. 

Es obvio que la condición 


lím On — 0 

n~> oo 


es necesaria para la convergencia de una serie. Pues, dc lo contrario, el 
criterio de convergencia daría un resultado negativo para m = n +- 1. Sin 
embargo, esta condición necesaria de ninguna manera es suficiente. Por el 
contrario, es fácil encontrar series infinitas cuyos términos generales a* tien- 
den a 0 al crecer n pero cuyas sumas no existen, debido a que las sumas 
parciales s n crecen sin límite al hacerlo n. 


Ejemplos. Un ejemplo lo tenemos en la serie 

1 +■ —— + —~ +-*••+ —— + • • • , 

V 2 V 3 V n 

para la cual el término general es 1 / V n. Se ve de inmediato que 


1 1 n ,— 

í n > -r= + ’ ' ‘ + —=-— V n. 

V n V n V n 


La n-ésima suma parcial crece más allá de toda cota al crecer n, por lo 
que la serie diverge. 
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Lo mismo puede decirse en el caso, ya clásico, de la serie armúnica 


Aquí 


«n+i + • • • + a ¿n — 


T + "' + ¿ > ¿ + 


+ 1 = 1 . 
2 n 2 


Puesto que n y m = 2n pueden escogcrse tan grandes como se desee, la 
serie diverge, ya que el criterio dc Cauchy no es satisfccho. En efecto, por 
ser positivos todos los términos de la rc-ésima suma parcial, ésta tiende a 
infinito. Por otra parte, la serie formada con los mismos números, pero 
alternando los signos, 




\ + l 


+ 


+ í^ir: + 


conuerge [ver (4) eapítulo 5, p. 462] y tiene por suma log 2. 

No hay razón para afirmar que en toda serie divergente S n tiende a + oo 
o a — oo. Así, en la serie infinita 

1 — 1 + 1 — 1 + 1 + — * * *, 


se obserya que la suma parcial s n toma los valores 1 y 0 alternadamente y, 
como consccuencia de esta oscilación hacia atrás y hacia adelante, ni tiende 
a un Iímite definido ni aumenta numéricamente más allá de toda cota. 

E1 hecho siguiente, aunque evidente por sí mismo, es importante y debe 
hacerse notar. La convergencia o divergencia de una serie no es alterada 
insertando o eliminando un número finito de términos. Por lo que respeeta 
a la convcrgencia o a la divergencia, carece completamente de importan- 
cia el que la scrie comience con el término a 0 o con el a^ o el a 5 , o bien 
cualquier otro término elegido arbitrariamente. 


b. Convergencia absoluta y convergencia condicional 

La scrie armónica 1 + i i + i • • •, como es sabido, diverge; pero, 
cuando sc cambia en ella el signo de los términos cuyo denominador es par, 
resulta la serie para log 2, la cual cs convergente. Por otra parte, la serie 
geométrica 1 — q + q 2 — q 3 + — • • •, cuando 0 < q < 1, converge y tiene 
por suma 1/(1 + q) . Haciendo positivos todos Ios signos que en ella apa- 
reccn resulta la serie 


1 + q + q 2 + g 3 + • • •, 

que es también convergente y cuya suma es 1/(1 — q ). 
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Surge aquí una diferencia que debe ser examinada. Para una serie cuyos 
términos son todos positivos, existen sólo dos casos posibles: o es conver- 
gente o la suma parcial zz-ésima crece más allá de toda cota al crecer n. 
Esto es así porque, constituyendo las sumas parciales una sucesión monótona 
creciente, convergirían si permaneciesen acotadas. Hay convergencia cuando 
los términos individualcs tienden a cero con rapidez suficiente al crecer n. 
Se tiene, por otra parte, divergencia si los ténninos no tienden a cero o bien 
se ac.ercan a cero con extrema lentitud. Sin embargo, para series con tér- 
minos positivos y negativos puede ocurrir que los cambios de signo produz- 
can la convcrgencia en los casos en que un ineremento demasiado grande 
en las sumas parciales, debido a los términos positivos, sea compensado por 
los términos negativos, dc manera que, como resultado final, dichas sumas 
tiendan a un límite definido. 

Para entender mejor las diferentes posibilidades, considérese una serie 

00 

2 a v con términos positivos y negativos, y fórmese, para fines de compara- 

V=1 ' 

ción, la serie que tiene los mismos términos pero todos con signos positivos, 
esto cs, 

|a.| + |a_.| + • • • - 2 \a v \. 

v-l 

Si esta scrie convergc, entonces, para valores de n y m > n suficientemente 
grandes, la expresión 

|«» + l| + |Gn + ¿| + • • • + J Q-m | 

será, en efecto, tan pequeña como se desee. Teniendo en cuenta que 

(«iwi + • • • + a m \ < ja n+1 | + • • • + |a m | 

la expresión dc la izquierda es también arbitrariamente pequeña y, por el 

00 

criterio de Cauchy, la seric 2 a v original converge. En este caso se dice que 

V- 1 

la serie original es absolutainente convergente. Su convergencia se debe a la 
pequcñez absoluta de sus términos y no dcpcnde de cambios en los signos. 

Si, por otra partc, la serie con términos a n diverge en tanto que la serie 
original converge, se dicc que esta última es condicionalmente convergente. 
La convergencia condicional es el resultado de que los términos de signo 
opuesto se compcnsan mutuamcntc. 

Criterio de Leibnitz. E1 criterio de convergencia de Leibnitz, enun- 
ciado a continuación, es con frecuencia útil para investigar la convergencia 
condicional: 

Si los tcrminos de una serie tienen signos alternados y si, además, sus va- 
lores absolutos, |a n |, tienden monótonamente a 0 (de manera que |a n+1 | ^ 

cc 

Ja„j), la serie 2 °v converge. [Ejemplo: la serie de Leibnitz, (7), p. 464.] 
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Para la demostración, se supondrá que ¿q > 0, lo cual no resta genera- 
lidad al razonamiento, y se escribirá la serie en la forma 

b, - b 2 + b 3 - + •••, 

donde todos los tcrminos b n son ahora positivos, tienden a cero y satisfacen 
la condición 5„ +1 < b n . Agrupando los tórminos en dos formas diferentes, 

bi — (b- 2 — b 3 ) — (b 4 — b 3 ) — ••• 

y (b x - b 2 ) + (b 3 - b 4 ) + (b 5 - b 6 ) + • • •, 

n 

se ve de inmediato que las sumas parciaies x n = 2 °v satisfacen las dos re- 

i 

laciones siguientes 

Si > s 3 > s 3 > * • • > x L , n+1 > • • *, 

¿ 2 < < ''' < s Jn < • • *. 

Por otra parte, s 2n < < s¡. y +: n+1 > +>n > Í 2 - Las sumas parciales im- 

pares í 1? í 3 , . . . forman por consiguiente, una sucesión monótona decreciente 

S 


—o-o-o- o --o-o-—o-o-o- 

1S4 ¿>6 Ss Sg S7 S5 S 3 Si 


Figura 7.1 Convergencia de una serie alternante. 

que nunca cae por debajo de s 2 ; por tanto, esta sucesión posee un límite, L 
(p. 96). De la misma manera, las sumas parciales pares s 2 , s 4 , . . . forman 
una sucesión monótona creciente cuyos términos nunca exceden el número 
fijo s 1} razón por la cual esta sucesión debe tener un valor Iímite, U. Puesto 
que los números s 2n y s 2n +i difieren entre sí sólo por el número b 2n + 1 , que 
tiende a cero cuando n crece, los valores límite L y U son igualcs. O sea, 
las sumas parciales pares e impares tienden al mismo límite, el cual se 
denotará por S. Esto, sin embargo, implica que la serie es convergente, tal 
como se afirmó; y su suma es S. 

*Criterio de Abel 

Un criterio para la convergencia, que induye el de Leibnitz como un caso es- 
pecial, es el criterio de convergencia de Abel. Sea a x + a 2 + • • • una serie infinita 
cuyas sumas parciales s n = a t + • • • + a n son acotadas para cualquier valor de n. 
Sea, además, p v p 2 , .. . una sucesión de números positivos que tienden monótona- 
mente a cero. Entonces la serie infinita 

(2) p x a x + p 2 a. 2 + • ■ • 

converge. (Para el caso especial de la serie a x + a 2 + • • • = + 1 — 1 + 1 — 1 + —••• 
se encuentra que — p 2 + p 3 — • • • converge, lo que no es sino el criterio de 
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Leibnitz.) La demostración se realiza aplicando el criterio de Cauchy y usando una 
“suma por partes” para estimar 

\Pn+i a r++i + Pn+‘¿ a n +2 + ' ’ ' + Pm a m\ 

= \Pn+i (' f n+i ^n) + Pn+ 2 ^ s n +2 s n+i ) + ‘ * ‘ + Pm( s m s m-l ) I 
~~ I Pn+l s n + Pm s m + (Pn +1 Pn+‘¿) s n +1 + ( Pn+2 Pn+3^ s n+2 + 

+ (Pm-l Pm ) S m- 1 1 

— Pn+i^ + Pm^P + ( Pn +1 Pn+2 + Pn +2 Pn+3 + " ’ ’ + Pm-1 Pm ) ^ 

~ ^Pn+l-My 

donde M es una cota para los valores |í 4 |. Puesto que p n+1 —> 0, la convergencia de 
la seric (2) se dcsprcndc dcl criterio de Cauchy. 

*Resulta, en conclusión, otra observación general relativa a la funda- 

mental diferencia que existe entre la convergencia absoluta y la convergencia 

00 

condicional. Considérese una serie convergente 2 a v• Denótense sus térmi- 

V=1 

nos positivos por p u p 2 , p 3 , .. ., y sus térininos negativos por ~qi,~qz, 

00 

- q?„ ... A1 formar la n-ésima suma parcial, s n = 2 a v, de la serie dada debe 

V=1 

aparecer un cierto núinero (llamémosle n') de términos positivos y otro 
cicrto número (digamos, n") de términos negativos, debiendo tenerse 
n' + n" = n. Además, si el núrnero de términos positivos de la serie, así 
como también cl número dc sus términos negativos, es infinito, entonces 
los números n' y n" crccerán más allá de toda cota al crecer n. Se ve de 
inmediato que la suma parcial s n simplemente es igual a la suma parcial 

n' n " 

2 pv, dc los términos positivos más la suma parcial, — 2 qv, de los términos 

v=l V=1 

negativos. Si la scric dada es absolutamente convergente, la serie de térmi- 
00 

nos positivos, 2 pv, y la serie de los valores absolutos de los términos nega- 

V-1 ° 

00 

tivos, 2 convergen. Esto es así porque cuando m crece las sumas par- 

v=i r 

m m 

ciales 2 pv y 2 <7v constituyen sucesiones monótonas no decrecientes acotadas 

v=l V=1 

00 

superiormcnte por 2 |«v|. 

V=1 


La suma de una serie absolutamente convergente es, por lo tanto, igual 
a la suma de la serie formada por los términos positivos exclusivamente 
más la suma de la serie que consiste sólo de los términos negativos; en otras 
palabras, es igual a la diferencia entre las dos series con términos positivos. 

n n' n " 

En efecto, 2 a v = 2 pv ~ 2 qv', al crecer n, n' y n" crecen también 

v=l v=l V= 1 
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más allá de toda cota, y el límite de la izquierda debe, por tanto, ser igual 
a la difercncia entre las dos sumas de la derecha. Si la serie contiene sola- 
mente un número finito de términos de un signo particular, las cosas, en 

consecuencia, se simplifican. Si por, otra parte, la serie no converge absolu- 

00 00 

tamente pero lo hace en forma condicional, las serie 2 pv y 2 <Jv deben 

V-1 V=1 

ambas divergir; pues si las dos convergiesen, la serie original debería ser 

absolutamente convergente, lo que es contrario a la hipótesis. Si sólo una de 
00 

ellas diverge, digamos, 2 pv, en tanto que Ia otra converge, la separación 

V=1 

n' n" 

en partes positiva y negativa, s n — 2 pv ~ 2 Qv, muestra que la serie no 

V=1 V=1 

n' 

podría ser convergentc. En efecto, al crecer n, n' y 2 pv crecen sin límite, 

V=1 

n" 

en tanto que el término 2^vse aproxima a un límite definido, de manera 

V- 1 

que la suma parcial s n crece más allá de toda cota. 

Se ve, por tanto, que una serie condicionalmente convergente no puede 
considerarse como la diferencia de dos series convergentes, una de ellas for- 
mada por sus términos positivos y la otra por los valores absolutos de sus 
términos negativos. 

En estrccha rclación con este hecho, existe otra diferencia cntre las 
series absolutamente convergentes y las series condicionalmente convergentes, 
de la cual se hace cn seguida una breve mención. 

*c. Reordenamiento de términos 

Las sumas finitas tienen la propiedad de que en ellas es posible cambiar el 
orden de Ios términos o, como sc dice, reordenar a voluntad los términos, sin que 
por clo cambie e vaor de lla suma. Surgen en seguida las preguntas: ¿cuál es el 
significado exacto de un cambio en el orden dc Ios términos de una scric infinita? 
¿deja tal reordenamiento inalterado cl valor de la suma? Aunque para sumas finitas 
no existe dificultad en sumar, por ejemplo, los términos en orden inverso, en el 
caso de una serie infinita tal posibilidad no existe; no hay un último térinino por 
el cual empezar. Ahora bien, un cambio de orden en una serie infinita pucde sólo 
significar lo siguiente: se dice que una serie a¡ + a. ¿ + a 3 I ••• se transforma me- 

diante un reordenamiento en una serie b x + b., + b. A + • • • , si todo término a n de 

la primera serie aparec.e exac.tamente una vez en la segunda, y recíprocamente. Por 
ejemplo, a n puede desplazarse al reordenar, según una cantidad quc crezca más allá 
de toda cota al crecer n. Lo único que debe cumplirse es que a n aparezca cn alguna 
parte de la nueva serie. Si algunos de los términos son desplazados hacia lugares 
posteriores en la serie, otros términos deberán, por supucsto, scr desplazados hacia 
sitios antcriores Por cjemolo, la serie 

1 + <J + q ¿ + q { + <7 -t I- q H I- q~ + q 6 -h q 5 -h q 1G + • • • 
es un reordenamiento 1 de la serie geométrica 1 + q + q- + • • • . 

1 Para todo n > 0, los términos q k con 2" < k < 2 n+1 se escriben en orden 

invertido. 
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Con respecto al cambio de orden, entre las series absolutamente convergentes y 
las series condicionalmente convergentes existe una diferencia fundamental: 

En las series absolutamente convergentes, un reordenamiento de sus términos no 
afecta la convergencia y el valor de la suma de la serie queda inalterado, exacta- 
mente como en las sumas finitas. 

En las series condicionalmente convergentes, por otra parte, el valor de la suma 
de la serie puede cambiarse a voluntad reordenando adecuadamente sus términos; 
más aún, por reordenamiento puede hacerse que la serie diverja. 


EI primero de estos hechos, que se refiere a series absolutamente convergentes, es 
fácil de cstablecer. Supóngase inicialmente que la serie en cuestión tiene solamente 

n 

términos positivos, y considérese la n-ésima suma parcial, s n = 2 a v Todos los tér- 

v=i 

m 

minos de esta suma parcial aparecen en la m-ésima suma parcial t m = ^ b v de la 

v=i 

scrie reordenada, con sólo cscoger m suficientemente grande. Por tanto t m > s n . Por 
otra parte, es posible detcrminar un índice n' tan grande que la suma parcial 
n' 

s n , = 2 a v de primera scrie contenga todos los términos b v b.„ . . ., b m . Se deduce 

V I 

entonces que t m < V < A, dondc A es la suma de la primera serie. Así, para todos 
los valorcs de m suficientcmente grandes se tiene s n < t m < A, y puesto que s n puede 
haccrse quc difiera de A en una cantidad arbitrariamente pequeña, se concluye que 
la serie reordenada también convergc y, precisamente, lo hace al mismo limitc A 
que la serie original. 

Si la serie absolutamente convergente tiene términos tanto positivos como nega- 
tivos, puede considerarse, en realidad, como la diferencia de dos scries formadas 
exclusivarnente por términos positivos. Puesto que al reordenar los términos de Ia 
serie original cada una dc esas dos series sufre simplemente un reordenamiento y, por 
consiguiente, converge al mismo valor que antes, la serie original, cuando se reordena, 
converge también al mismo valor. Pues, por el caso considerado antes, la nueva seric 
es absolutainente convergente y, por tanto, es la diferencia de las dos series reorde- 
nadas consistentes de términos positivos. 

A1 principiante puede parecer trivial el ascrto recién demostrado. Sin embargo, 
puede mostrarse mediante un ejemplo acerca del comportamiento opuesto de las 
series condicionalmente convcrgentes que la demostración es realmente necesaria y 
que eri ella es esencial la convergencia absoluta. Consideremos la ya conocida serie 
para log 2 y cscribamos a continuación el resultado de multiplicarla por el factor i: 


1 1 1 1 I 1 1 

— + — — — 4 — — — +- 

2 3 4 5 6 7 8 

1111 

2 4 6 8 


log 2, 

- l°g 2 i 


y ahora sumemos, combinando los términos situados en las columnas verticales. 1 Re- 
sulta así 


111111 1 1 

— — — + — + — — — + — + — — — 
3 2 5 7 4 9 116 


4 


3 

2 lo g 2- 


Es claro que esta última serie puede obtenerse rcordenando la serie original. Sin 
embargo, cl valor de la suma de Ia serie ha sido multiplicado por el factor %. Es 
fácil imaginar la impresión que debió causar el descubrimiento de esta aparente 
paradoja a los matemáticos del siglo xvm, quienes estaban acostumbrados a operar 
con series infinitas sin considerar cuestioncs de convergencia. 


1 Para la adición de series véase sección 7.1 d. 
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*Damos la demostración del teorema anterior que se refiere al cambio en la 
suma de una serie condicionalmentc convergente, 2 a n , debido a un cambio de orden 
de sus términos, aunque no tendremos oportunidad de usar tal resultado. Sean 
p v p 2 , . . . los términos positivos y — q v — q 2 , . . . los términos negativos de la serie. 
Gomo el valor absoluto |a n | tiende a cero cuando n crece, los números p n y q n deben 

00 

también tender a ccro al crecer n. Además, como ya se ha visto, la suma V p v debe 

í 

co 

divergir, así como también 2 

í 

Se puede encontrar ahora fácilmente un reordenamiento de la serie original que 
tenga como suma un número arbitrario a. Supóngase, por conveniencia, que a es 
positivo. Entonces, súmense los primeros términos necesarios para justamente lo- 

grar que la suma 2 Pv sea mayor que a. Puesto que la suma 2 Pv crece con más 

allá de toda cota, siempre es posible hacer que Ja suma parcial sea mayor que a toman- 
do para ello suficientes términos. En estas condiciones, la suma diferirá del valor exacto 

tn, 

a en a lo má¡s p ni . Súmense ahora suficientes términos negativos —2 Qv P ara ase- 

í 

», m, 

gurar que la suma 2 Pv ~ 2 sea rnenor que a. Esto también es posible debido 

í í 

00 

a la divergencia de Ia serie 2 Qv La diferencia entre esta nueva suma y a es 

í 

n» 

q mv a lo sumo. A continuación agréguense otros términos positivos 2 Pv P ara 

», + i 

hacer que la suma parcial sea de nuevo ligeramente mayor que a, lo cual es posible 
ya quc la serie dc términos positivos diverge. La diferencia entre la suma parcial y 

m¡ 

a es a lo más p n2 . Otra vez, súmense términos negativos — 2 comenzando con el 

«i + i 

término siguiente al último usado en el paso anterior, para hacer una vez más que 
la suma sea menor que a, y prosígase de esta manera. Los valores de las sumas así 
obtenidas oscilarán en torno al número a; y si el proceso se repite un número sufi- 
ciente de veces, dichas oscilaciones ocurrirán cntre cotas arbitrariainente próximas 
una de otra. En efecto, la longitud del intervalo en que tales oscilaciones tienen 
lugar tiende a O ya que los términos p v y q v mismos tienden a 0 cuando v crece. 
En esta forma queda demostrado el teorema. 

De manera análoga es posible reordenar la serie para hacerla divergente: sólo se 
necesita escoger de entre los términos positivos números tan grandes, comparados 
con los negativos, que la compensación ya no sea posible. 


d. Operaciones con scrics iníinitas 

Es claro que dos series infinitas que convergcn, + a 2 + * * * = S y 
bi C b 2 — T, pueden sumarse término a término, esto es, que la serie 

formada por los términos c n = a n + b n converge y su suma tiene el valor 
S + T. 1 En efecto, 

2 = 2 cv + ^bv^S+T. 

v=i v=i v=i 

1 Este teorema, en realidad, no es sino otra expresión del hecho (ver capítulo 
1, p. 95) de que el límite de la suma de dos términos es la suma de sus límites. 
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Tambicn es claro que si se multiplica cada término de una serie infi- 
nita, convergente, por el mismo factor, la serie sigue siendo convergente 
y su suma qucda multiplicada por dicho factor. 

En estas operaciones no importa si la convergencia es absoluta o con- 
dicional. Por otra parte, un estudio más a fondo muestra que la multipli- 
cación de dos series infinitas mediante el método usado para multiplicar 
sumas finitas no neccsariamente da como resultado una seric convergente, 
a no ser que por lo mcnos una de las dos series originales sea absoluta- 
mente convergente (ver Apéndice, p. 555). 

7.2 Criterios de convergencia absoluta y de divergencia 

En la sección 7.16 se encontró ya el útil criterio de Leibnitz para in- 
vestigar la convergencia condicional de las series. En las páginas siguientes 
se considcrarán cxclusivamente criterios relativos a la convergencia absoluta. 


a. EI criterio de comparación. Mayorantes 


Todas las consideraciones de este tipo relativas a la convergencia de- 
penden dc la comparación de la serie dada con una segunda serie. Esta 
se escoge de manera tal que su convergencia pueda investigarse rápida- 
mente. E1 criterio general de comparación puede establecerse como sigue: 


00 

Si los números b 1} b >, . . . son todos positivos y la serie 2 b v conver- 
ge, y si V=1 

\chi\ < b n 


00 

para todos los valores de n, entonces la serie 2 a^ es absolutamente con- 
vergente. n=1 

Usando el criterio de Cauchy, la demostración se vuelve casi trivial. 
Pues si m > n, se tiene 

\an + ' • • + a m \ < \a n \ + • • • + \Om ¡ < bn + • • • + b m . 

00 

Puesto que la serie 2 b n converge, el miembro de la derecha es arbitraria- 
» = 1 

mente pequeño siempre que n y m sean suficientemente grandes. Como 
resultado de ello, se tiene quc para esos valores de n y m el miembro de la 
izquierda es también arbitrariamente pequeño, y así, por el criterio de 
Cauchy, la serie dada converge. La convergencia es absoluta pues nuestro 
argumento es aplicable también a la convergencia de la serie de los valores 
absolutos ja^l. 
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La demostración (análoga) del teorcrna siguiente puede dejarsc al 
lector. Si 


a n \ > b n > 0. 


00 

y la serie 2 b„ 

n = i 


vergente . 


00 

diverge, entonces la serie 2 a n no es absolutarnente con- 

n = i 


Algunas veces las series anteriores formadas por los términos positivos 
b n se llaman, respectivamente, serie rnayorante y seric minorante de la 
formada por los términos a n . 


b. Investigación de la convergencia mediante la comparación 
con la serie geométrica 

En las aplicaciones del criterio anterior !a serie de comparación más 
frecuentemcnte usada como rnayorante es la serie geométrica. De inme- 
diato sc obtiene el siguientc teorcma. 

X 

Tkorkma. La serie 2 a » es absolutamente convergente si a partir de 

n - i 

cierto término se cumple una relación de la forrna 
(3) jtfnj < cq n , 

donde c es un ruimero positivo independiente de n y q es cualquier número 
positivo fijo menor que 1. 


Criterios del cociente y de la raiz. Kstos criterios sc expresan general- 

00 

mente en una de las formas siguientes: la serie 2 a n converge absolutamente 

n = i 

si a partir de cierto término se cumple una relación de la forma 


(4a) 


On+l 

a n 


< <7, 


donde q es un número positivo menor que 1 e independiente de n, o sea, 
si a partir de cierto téimino se eumple una relación de la forma 


(4Ú) \/j«n!<<7 

donde q es un número positivo menor que 1. En particular, las condicio- 
ncs anteriores se satisfacen si una de las relacíones 


(oa) 


lírn 


^n+i 


n >x 


a 


=-- k < 1 
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o 

(5 b) lírn |¿z„| = k < 1 

»-♦00 

es cierta. 

Estas afirmaciones se fundamentan fácilmcnte de la siguiente manera. 
Supóngase que (4¿r), el criterio del cociente, se satisface a partir dc 
cierto subíndice n,„ esto es, para n > n 0 . Por brevedad, hágase a no+tn+l = b m . 
Se encuentra entonces que 

|¿i| < q ¡b 0 ¡, ibj¡ < q ¡¿l) < q- |¿>„|, \b- A \ < q ibJ < q :i by, 

y así sucesivamente. Por tanto, 

\b m j < q m |¿>„¡, 

y si n > n„ y c = q - n »~ 1 \b 0 1, 

¡«»! — |¿>n-» 0 -i| < Í7 n - n '‘~ 1 l¿7„| 

= c q n > 

lo que prueba nuestra afirmación. Para el criterio (4 b), el criterio de la 
raiz, se tiene dc. inmcdiato que |a„| < q n , de lo cual se siguc su veracidad. 

Finalmente, para establccer cl critcrio (5) considérese un número ar- 
bitrario, q, tal que k < q < 1. Entonccs a partir de cierto ?/„, esto cs, cuando 

_ 

n > n 0 , las Ecs. 4 a,b implican quc —— < q y < q, respectivamen- 

te, pues a partir de cierto término los valores de o de V/1I difieren 

i ü " 

de k en menos de (q — k). E1 criterio cjueda entonces establecido sobrc la 
base de los rcsultados demostrados previamente. 

Debe haccrse notar que los cuatro criterios, 4 a, b, ba, b, obtenidos a 
partir del critcrio original ¡/z„> < cq n , no son cquivalentes entre sí, ni tam- 
poco cquivalcntes al original, cs dccir, no pueden ser derivados unos de 
otros en ambos sentidos. Pronto veremos, mediante ejemplos, que si una 
serie satisface una de las condicioncs, no neccsariamente satisface todas las 
demás. 

Para complctar lo anterior, j>uedc señalarse que una serie será, en efecto, 
divergente si a partir dc cierto ténnino se tiene 

| a n > c 

para algún númcro positivo c, o bicn, si a partir de cierto término 

V\a„\ > 1 , 

o también si lím = k. o Hm = k, 

«-♦oo n n n >cc 
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donde k es un número mayor que 1. En efecto, como cs fácil ver, en tal 
serie los términos no puecien tender a cero al crecer n. La serie, por tanto, 
debe divergir. (En estas condiciones, la serie ni siquiera puede ser condi- 
cionalmente convergente.) 

Nuestros criterios proporcionan condiciones suficientes para la conver- 
gencia absoluta de una serie; es decir, cuando se satisfacen puede concluirse 
cjue la serie converge absolutamente. Definitivamente, sin embargo, dichas 
condiciones no son necesarias; esto es, pueden construirse serics absoluta- 
mente convergentes que no satisfagan esas condiciones. 

Por Io anterior, el saber que 


lím 

«-»oo 


a n+l 

(l,i 


= 1 


o lím |<z n j — 1 

n-->oo 


nada implica acerca de la convergencia de la serie; ella puede ser con- 
vergente o divergente. Por ejemplo, la serie 



n—>cc Tl 


jiara la eual líin ~ 1 y lím 


a n+1 
a n. 


= 1, es divergente, como se vió en 


co { 

Ia p. 532. Por otra parte, más adelante se verá que la serie 2 — 5 que 

V : 1 Tl" 

satisface las inismas condiciones y es convergente. 

Como un ejemplo dc la aplicación de nuestros criterios, consideremos la serie 
q + 2 q- + 3 q :s + • • • + nq n + • • • . 


Para ella se tiene 


lím ^laj = ¡ q\ • lím = \q\. 


lím 

71—>00 


= |< 7 ¡ • líin 


n + 1 


= 191- 


La convcrgencia de la scrie cuando |q| 1 se deduce del criterio dcl cociente y 

también del criterio dc la raíz, aún en la forma más débil dada por (5). 

Si, por otra parte, considerainos la serie 

1 + 2<7 + q 2 + 2q 3 + • • • + q 2n + 2 q 2n + l + • • • , 

no podremos investigar la convcrgencia mediantc el criterio del cociente cuando 

‘¿q¿n + i 

i < kl < 1, pucs en ese caso --- 2 \q\ > 1. Sin embargo, el criterio de la raíz 

_ <7“ n 

inmediatamente dará lím ^|a n | = |^|, mostrando así que la serie converge cuando 
n-> co 

|< 7 | < 1, cosa que, por supuesto, podría también observarse directamente. 
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c. Comparación con una integral 1 


Procedcmos ahora a discutir un método completamente diferente para 
el estudio de la convergencia. Lo cxplicaremos para el caso típico, particu- 
larmente simple e importante, dc la serie 


00 1 

2 

n = i n 




en la que el término general, a n , es 1/n, siendo « un número positivo. Para 
investigar la convergencia o divergencia dc esta serie, considérese la gráfica 
de la función y— \/x a y márquense sobre el eje x las abscisas enteras 
* — 1, x = 2, .... Para empezar, constrúyase un rectángulo de altura 1/n" 
sobre el intervalo n — 1 < a: < n del eje x (siendo n > 1), y compárese 
su área con el área de la región limitada por el mismo intervalo, las orde- 
nadas en los extremos y la curva y — \¡x a (esta región aparece sombreada 
en la Fig. 7.2). A continuación constrúyase el rectángulo de altura 1/n" 





Figura 7.2 Comparación de una serie con una integral. 

sobre el intervalo n < x < n + 1, y, de igual forma, compárese con el 
área de la región que cstá por encima del intervalo y por debajo de la cur- 
va (esta región está indicada en la Fig. 7.2 por el sombreado en cruz). 
En el primer caso el área bajo la curva es, evidentemente, mayor que el 
área del rectángulo; en el segundo, es menor. En otras palabras, 



1 En relación con esto, véase también el apéndice al capítulo 5, p. 523. 
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Escribicndo en seguida estas desigualdades para n — 1,2, 3, ... , m, y n = 2, 
3, . . ., m, respectivamente, y sumando, se obtiene la siguiente estimac.ión 

m 1 

para la m-ésima suma parcial s m = 2 f 

n - 1 n' 


( 6 ) 


rm + x dx ( fn 

i v<-< 1 + j, 


dx 

x a 


Í m 1 

- dx tiende a un límite finito 

o bien crece sin límites según que « > 1 o a < 1 . En consecueneia, la su- 
cesión monótona de números s m es acotada o crece más allá de toda cota 
según que a > 1 o a < 1. En esta forma se tiene el siguientc tcorema. 


Tp;orema. La serie de potencias recíprocas, 

2 4 = ^ + ^ + - 

n = i n 1 2 3 

es convergente si, y sólo si, a > 1 . 


Para a — 1 resulta, como una consecucncia inmediata, la divergencia 
de la serie armónica, hecho cstablecido antes de manera distinta. De ma- 
nera análoga, las series 


1 - 2- 3- 


-- 4- A- + i- -I- 
l 3 2 3 3 ;t 


convergen, en tanto que la serie —— -f —= + —+ • • • diverge. 

M Vl V2 V3 

. 00 1 

La scrie convergente 2 — 7 , con a > 1, sirve a inenudo c.omo una scrie 

v= 1 v" 

de comparación en la investigación de la convergencia. Por ejemplo, se 

°° C v 

vc de inmediato que para « > 1 la seric 2 — converge absolutamente si los 

V =1 v" 

valores absolutos, \c v \, de los coeficientes permanecen por debajo de una 
cota fija independientc dc v. 


Constante de Euler. De la estimación ( 6 ) con a — 1 se deduce en segui- 

da que la sucesión de números C n — 1 + - + - -h • • ■ + - — log n — s n — 

2 3 n 

log n > log (n + 1) — log n > 0 está acotada inferiormente. Puesto que, 


por la desigualdad -- < 

n 4- I 


r 


— -- log (n + 1 ) — log n 
x 


1 


n + 1 


+ 
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C n — C n+ ,, la sucesión es monótona clecreciente, debe tender a un límite: 
lím C n — lím ( l+i + ^-b •■•+- — logn) = C. 

»—►00 n-¥ oo \ *_ J y 

E1 número C, cuyo valor es 0.5772... , se llama constante de Euler. En 
contraste con otros números especiales e importantes del Análisis, tales como 
7r y e, no se ha encontrado para la constante de Euler otra expresión con 
una ley de formación sencilla. Hasta la fecha no se sabe si C es racional o 
irracional. 

7.3 Sucesiones dc funciones 

Como ya se ha hecho resaltar muchas veces, el proceso de límite sirve 
no sólo para representar números conocidos en términos de otros más sim- 
plcs, sino tambicn para extender el conjunto de números conocidos a otro 
más amplio. De importanc.ia decisiva en el Análisis es el estudio de los 
límites, no solamente para sucesioncs —o series infinitas— de números cons- 
tantes, sino, de manera similar, para sucesiones de funciones o scrics cuyos 
térrninos son funciones de una variable ,y. Estc es el caso, por ejemplo, de 
la scrie de Taylor y de las series de potencias en general. Tales procesos 
de límite se requieren lo mismo para aproximar funciones dadas por otras 
más simplcs ({ue [rara definir y describir analíticarnente nuevas funciones, 
lo que a mcnudo sc rcaliza sobre la base del concepto de lírnite jwra suce- 
siones de funciones: f(x) = lím/„(.Y) para n—> oc. En forma equivalente, 
cs posible considerar f(x) como la suma y las f„(x) como las sumas par- 

ciales de una serie infinita f(x) — de funeiones g n (x) , donde 

r~ i 

gn(x) = fn(x) - fn ,(.v) jjara n > 1 y g,(x) = f,(x). 

Discutiremos a continuación las definiciones juecisas y las interpreta- 
ciones geométricas. 


a. Procesos de límite con funciones y curvas 

Definición. La succsión /i(.v), f¿(x), ... en el intervalo a < x < b 
converge a la función límite /(.v) si cn cada punto y de cse intervalo los 
valores f„(x) convergen, en el sentido usual, al valor f(x). En cste caso se 
escribe lím f n (x) = f(x). De acuerdo con el criterio de Cauchy (ver jj. 98), 

n-*co 

la convergencia de la sucesión jmede exjmcsarse sin hacer rcferencia a la 
función límite: la sucesión de funciones convergc a una función límite si, 
y sólo si, en cada punto .v dcl intcrvalo en cuestión y ¡>ara cada número 
positivo e, la cantidad j/„(.v) — f m (x) | es menor quc e, siempre que n y m 



544 Sumas y productos infinitos 


Cap. 7 


se tomen suficientemente grandcs, es decir, mayores que cierto número. Este 
número, N — N(e, x), depende por lo general de e y de x y crece más 
allá de toda cota cuando e tiende a cero. 

Hemos encontrado ya algunos casos de límites de sucesiones de funciones. 
Mencionamos aquí solamente la definición de la potencia x a para valores 
irracionales « mediante la ecuación 


x" = lím x r% , 

»-»«> 

donde r 1} r¿, . . . , r„, . . . es una sucesión de números racionales que tiende 
a «; y la ecuaeión 


= lím 

oo 


(- 5 )' 


en la que las funciones de aproximación, f n {x), en el miembro derecho son 
polinomios de grado n. 

La represcntación gráfica de funciones por mcdio de curvas sugiere la 
posibilidad de hablar de líinites de sucesiones de curvas, diciendo, por ejem- 
plo, que las gráficas de las anteriores funciones límite, x a y e x , pueden con- 
siderarse coino las curvas límite de las gráficas de las funciones x Tn y 


+ í 

n 


respectivamente. 


Existe, sin embargo, una diferencia sutil entre el paso al límite con fun- 
cioncs y cl paso correspondicnte cuando se trata de curvas, la cual no fue 
vista con claridad sino hasta rnediados del siglo xix. Ilustraremos este punto 
con un ejemplo y después, en la siguiente sección, lo discutiremos en forma 
sistemática. 

Considérense las funciones 


fn(x) = x n , n = 1, 2, ... , 

en el intervalo 0 < x < 1. Todas estas funciones son continuas y la fun- 

ción límite lím/ n (x) = f(x) existe. Sin embargo, esta función límite no es 
»->00 

continua. Por el contrario, como / n ( 1) = 1 para todos los valores de n, se 
tiene el límite 

/(1) = i; 


y, por otra parte, para 0 < x < 1 el límite es f(x) = líin f n (x) = 0, como 

»->oo 

se vio en el capítulo 1, p. 88. Por consiguiente, f(x) es una función discon- 
tinua que toma el valor 1 en x = 1, en tanto que es igual a cero para todo 
otro valor de X en el intervalo. 

Esta discontinuidad queda ilustrada geométricamente por las gráficas 
C n de las funcioncs y = f n (x). Son éstas (ver Fig. 1.44, p. 89) curvas con- 
tinuas que pasan por el origen y por el punto x = 1, y = 1 y que se aproxi- 
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man más y más al eje * cuando n crece. Las curvas tienen una curva 
límite C que no es discontinua sino que consiste (ver Fig. 7.3) de Ia por- 
ción del eje .r comprendida entre x = 0 y x = 1 yla porción de la recta 
x = 1 comprendida entre y = 0 e y = 1. Las curvas convergen, por con- 
siguiente, a una curva límite continua que tiene una porción vertical, en 
tanto que las funciones convergcn a una función límite discontinua. Se ve 


y 



Figura 7.3 Curva límite y función límite. 


entonces que esta discontinuidad de la función límite queda expresada por 
la aparición en la curva límite de una porción perpendicular al eje x. Esta 
curva límite no es la gráfica de la función límite; pues al valor de x para 
el cual se tiene la porción vertical, la curva hace corresponder un número 
infinito de valores de y, en tanto que la función le asocia sólo uno. Por 
consiguiente, el límitc de las gráficas de Ias funciones f n (x) no es el mismo 
que la gráfica del límite, f(x), de estas funciones. 

7.4 Convergencia uniforme y convergencia no uniforme 

a. Comentarios generales y definiciones 

La distinción entrc los conceptos de convergencia de funciones y de con- 
vergencia de curvas es un fenómeno que el estudiante debe comprender 
con claridad. Involucra la llamada convergencia no uniforme de sucesiones 
o series infinitas de funciones, que será discutida con algún detalle. 
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Que una función f(x) es el límite de una sucesión f\(x), / 2 (x), . . . en 
un intervalo a < x < b significa, simplemente por definición, que la rela- 
ción de límite usual, f(x) — lím/ n (x), se satisface en cada punto del in- 
tervalo. n ~*°° 

Tal convergencia es una propiedad local, en el punto x, de la sucesión. 
Es natural, sin embargo, pedir algo más que la sola convergencia local de 
dichas aproximaciones. Se requiere tambión que si se asigna una medida 
arbitraria, e, para la aproximación, entonces, a partir de cierto índice N 
todas las funciones f n (x) estén comprendidas entre f(x) — e y f(x) + e, 
para todos los valores de x, de manera que sus gráficas y = f n (x) queden 
completamente dentro de la franja mostrada en la Fig. 7.4. Se dice que la 



aproximación es uniforme 1 si su exactitud puede hacerse por lo menos 
igual a un número positivo prefijado e, simultáneamente en todos los pun- 
tos del intervalo, es decir, escogiendo en todas partes el mismo número 
N (e) independiente de x. Si lím/ n (.x:) — f(x) uniformemente para 

n-»w 

a < x < b, existe para todo e > 0 un correspondiente N — N(e) tal que 
| f(x) — f n (x) | < e para todo n > iV y todo x en el intervalo. Mucha gente 
quedó sorprendida cuando, a mediados del siglo xrx, Seidel y otros obser- 
varon que la convergencia de funciones no siempre es uniforme, como 
ingenuamente se había supuesto. 

1 Gompárese con la definición análoga que se dio cuando vimos continuidad 
uniforme, p. 65, según la cual es posible escoger el mismo número 5(e) independiente- 
mente de x. 
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Ejemplos de convergencia no uniforme. E1 concepto de convergencia uniforme 
resulta aclarado con algunos ejemplos sobre convergencia no uniforme. 

( a ) E1 primer ejcmplo lo constituye la sucesión de funciones que se acaba de 
considerar, /„(*) = x n . En el intervalo 0 < x < 1 esta sucesión converge a la fun- 
ción límite f(x) = 0 para 0<*<M, /(1) = 1 - La convergencia se presenta en 
cada punto del intervalo, es decir, si f. es cualquier número positivo y si se escoge 
cualquier valor definido y fijo x = £, entonces la desigualdad |£ w — /(£)| <t se 
cumple, en efecto, si n es suficientemente grande. Sin embargo, esta aproximación no 
es uniforme, pues si se toma e = i pucde encontrarse un punto x = r¡ 7 ^ 1 para el 
cual \v n — f(v) I = V n > i, sin importar cuán grande se escoja el número n. En 
efecto, esto es cierto para todos los puntos x = n con 1 > tj > Por consiguiente, 
cs imposible escoger el número n tan grande que la diferencia entre f(x) y f n (x ) sea 
menor que i en todo el intervalo. 

Este comportamiento se hace comprensible si se observan las gráficas de estas 
funciones (Fig. 7-3). Por ellas es claro que, no importa cuán grande se escoja el va- 
lor de n, para valores de £ ligeramente menores que 1 el valor de la función f n (£) 
estará muy próximo a 1 y, por consiguiente, no podrá ser una buena aproximación 
para /(|), que es 0. 

Un comportamiento análogo es exhibido por las funciones 


fn( x ) = 


1 


1 + x 2n 


en la vecindad de los puntos x = 1 y x = — 1. Esto puede ser establecido fácilmente. 
Aquí f(x) = 1 para |x| < 1, f(x) = i para x = 1 y f(x) = 0 para |#| > 1. 

(b) En los dos ejemplos anteriores la no uniformidad de la convergencia tiene 
relación con el hecho de que la función límite es discontinua. Sin embargo, es tam- 
bién fácil construir una sucesión de funciones continuas convergentes a una función 
límite continua pero sin que la convergencia sea uniforme. Enfoquemos nuestra aten- 
ción al intervalo 0 < x < 1 y hagamos las siguientes definiciones para n > 2 : 

1 

f n (x) = xn a para 0 < x < -, 

n 


/»(*) 




para 


1 2 

-<#<-, 


f n (x) = 0 para - < x < 1 , 


en donde, para comenzar, puede darse a a cualquier valor; pero, una vez hecho esto, 
debe mantenerse fijo tal valor de a para todos los términos de la sucesión. Gráfica- 
mente, nuestras funciones están representadas por una figura en forma de V invertida, 
consistente en dos segmentos de recta definidos en el intervalo 0 < x < 2/n del eje x, 
en tanto que de x = 2/n en adelante la gráfica es el eje x mismo (ver Fig. 7.5). 

Si a < 1 , la ordenada del punto más alto de la gráfica, que en general tiene el 
valor n“ -1 , tenderá a cero al crecer n; y la curva tenderá entonces a confundirse con 
el eje x, y las funciones f n (x) convergirán uniformemente a la función límite f(x) = 0 . 

Si a = 1, el pico de la gráfica tendrá altura 1 para todo valor de n. Si a > 1, 
la altura del pico crecerá más allá de toda cota al crecer n. 

No obstante, sin importar cómo se escoja a, la sucesión f t (x), f 2 (x), ... siem- 
pre tiende a la función límite/(x) = 0. En efecto, si x es positivo se tiene 2/n < x 
para todos los valores de n suficientemente grandes, de manera que x no está debajo 
de la parte en forma de V invertida de la gráfica, y f n (x) = 0. Para x = 0 todos 
los valores funcionales f n (x) son iguales a 0, de'manera que en ambos casos 
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lím /„(■*) = 0. 

»-*« 

Sin embargo, si a > 1 la convergencia ciertamente es no uniforme, pues resulta 
entonces imposible escoger n tan grande que la expresión | f{x) — /».(■*) I = f n ( x ) 
sea menor que i en todo el intervalo. 

(c) Un comportamiento exactamente análogo es exhibido por la sucesión de 
funciones 

f n (x) = xn a e -»*, 


y 



Figura 7.5 Para ilustrar la convergencia no uniforme. 


donde, en contraste con el caso anterior, cada función de la sucesión está repre- 
sentada por una única expresión analítica. Aquí, otra vez, la ecuación lím/ n (x) = 0 

n-*oo 

se cumple para todo valor positivo de x , pues cuando n crece la función e~ nx tiende 
a cero con un orden mayor que el de cualquier potencia de 1/n (ver sección 3.7 b, 
p. 271). Para x = 0 se tiene siempre f n (x) = 0, y así 

f(x) = líin f n (x) = 0 
»->oo 

para todo valor de x en el intervalo 0 < x < a, donde a es un número positivo ar- 
bitrario. Sin embargo, aquí la convergencia a la función límite cs no uniforme. Pues 
en el punto x = 1/n, en el que f n (x) alcanza su máximo, se tiene 

de lo cual se sigue que si a > 1 la convergencia es no uniforme, pues toda curva 
y = f n (x), sin importar cuán grande se escoja n, contendrá puntos (a saber, el 
punto x — 1 /n, que varía con n) en los cuales f„(x) — f(x) = f n (x) > \/2e (ver 
Fig. 7.6). 

(d) Los conceptos de convergencia uniforme y no uniforme pueden, por supuesto, 
extenderse a una serie infinita. Se dice que una serie 

8i(x) + g.,(x) + • • • 

es o no uniformemente convergente según sca el comportamiento de sus sumas par- 
ciales f n (x). Un ejemplo muy sencillo de una serie cuya convergencia es no uniforme 
está dado por 
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* 2 x 2 x 2 

f(x) — X 2 + --+-+-+ • • • . 

1 + X 2 (1 + X 2 ) 2 (1 + X 2 )3 

Para x — 0 toda suma parcial /„(x) = x 2 + • • • + x 2 /(l + x 2 ) n_1 tiene el valor 0; 
y, por tanto, /(0) = 0. Para x 0 la serie es simplemente una serie geométrica de 
cociente positivo 1/(1 + x 2 ) < 1; y puede, por consiguiente, sumarse usando la: 
reglas elementales, y así se obtiene para todo x/=0 la suma 



Figura 7.7 Convergencia hacia una función que tiene una discontinuidad 
por salto eliminable. 
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x- 

---= 1 + X 2 . 

1 - 1/(1 + X 2 ) 

La función límite f(x) está dada entonces en todas partes excepto en x = 0 por la 
expresión f(x) = 1 + x 2 , en tanto que /(0) = 0. Ella tiene, por consiguiente, una 
discontinuidad eliminable en el origen. 

Una vez más, se tiene aquí convergencia no uniforme en todo intervalo que 
contiene al origen. Pues la diferencia f(x ) — f n (x) = r n (x) es siempre igual a 0 para 
x = 0, en tanto que está dada por la expresión r n (x) = 1/(1 + x 2 ) n_1 para todos 
los demás valores de x, como puede verificar fácilmente el lector. Si se pide que esta 
expresión sea menor que, digamos, i, entonces para cada valor fijo de x esto puede 
conseguirse escogiendo n suficientemente grande. Pero no puede encontrarse un valor 
de n lo suficientemente grande para asegurar que r n (x) sea en todas partcs menor 
que i; pues si se escoge cualquier valor de n, no importa cuán grande, puede ha- 
cerse r n (x) mayor que i con sólo tomar x suficientemente próximo a 0. Por tanto, 
es imposible una aproximación uniforme con diferencias menores que i. E1 asunto se 
aclara si se consideran las curvas de aproximación (ver Fig. 7.7). Estas curvas, ex- 
cepto cerca de x = 0, quedan cada vez más próximas a la parábola y — 1 + x 2 
cuando n crece. Gerca de x = 0, sin embargo, de las curvas se deriva una protube- 
rancia cada vez más estrecha que se extiende hacia el origen y que, cuando n crece, 
se aproxima más y más a un cierto segmento de recta, una porción del eje y, de 
manera que como curva límite se tiene la parábola más una extensión lincal que 
baja verticalmente hasta el origen. 

Como un ejemplo adicional de convergencia no uniforme mencionamos la se- 

00 

rie 2g v (x), d° n d e g v (x ) = — x I '“ 1 para v > 1, g 0 (x) 1, definida en el inter- 

valo 0 < x < 1. Las sumas parciales de esta serie son las funciones x " ya consideradas 
en el ejemplo (a) , p. 549. 


b. Un criterio de convergencia uniforme 

Las consideraciones anteriores nos mucstran que la convergencia uni- 
forme de una sucesión o de una seric es una propiedad especial, que no 
todas las sucesiones o todas las series tienen. Repetimos ahora la definición 
de convergencia uniformc según se aplica a las series infinitas: la serie 

gi(x) + § 2 {x) d- 

converge uniformemente a una función f(x) en un intervalo si f(x) puede 
ser aproximada dentro de un margen de aproximación e (donde e es un 
número positivo arbitrariamente pequeño) por la suma de un número su- 
ficientemente grande, pero fijo, de térininos, jgiíx) + • • • + gs(x) — fs(x), 
independientemente del punto x del intervalo. 

Ahora tenemos un criterio (criterio de Cauchy) para la convergencia 
uniforme, en el cual no es necesario conocer la función límite f(x) : la serie 
converge uniformemcnte (o, lo que es lo mismo, la sucesión de funciones 
f n (x) converge uniformemente) si, y sólo si, la diferencia | f n (x) — f m (x)\ 
puede hacerse, en todo el intervalo, menor que una cantidad positiva arbi- 
traria e escogiendo n y m mayores que un número N independiente de x. 
Pues, en primer lugar, si la convergencia es uniforme podemos hacer tanto 
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\fn(x) — f(x) | como | fm(x) — f (x) | menores que e/2 con sólo escoger n 
y m mayores que un cierto número N independiente de x; de lo cual se 
sigue que \f n (x) ~ f m (x) | < e. Y, en segundo lugar, si | f n (x) - f m (x) \ < e 
para todo x, y siempre que n y m sean mayores que N, entonces escogiendo 
cualquier valor fijo de n N y dejando que m crezca más allá de toda 
cota se obtiene la relación 


!/n (x) - f(x) ¡ = lím \fn(x) - f m (x) | < e, 

m- 

para todo valor de x, de manera que la convergencia es uniforme. 

Como vercmos, es precisamente esta condición de convergencia unifor- 
me la que hace que las series infinitas y otros procesos de límite sean herra- 
mientas útiles y convenientes en el Análisis. Afortunadamente, en los proce- 
sos de límite que, por lo general, se encuentran en el Análisis y sus 
aplicaciones, la convcrgencia no uniforme aparece sólo en puntos aislados 
excepcionales y, por ahora, apenas nos ocasionará algunas dificultades. 

Por lo gcneral, la uniformidad de la convergencia de una serie queda 
establecida mcdiante el siguicnte criterio (comparación de la serie con una 
serie mayorante de términos constantes): 


00 

Si los términos de la serie 2¡gv(x) satisfacen la condición |gv(*)| < a v , 

v =i 

donde los números a v son constantes positiuas que forman una serie conver- 
00 00 

gente 2 a v, entonces la serie 2g v (-*) converge uniformemente (y absolu- 

V=1 V"1 

tamente). 

En efecto, se tiene entonces que 


m 

2£v(*) 


m m 

< 2 lá'v(^) | < 2 Q v, 

v=n 


m 

y puesto que, por el criterio de Cauchy, Ia suma 2 a v puede hacerse arbi- 

v=» 

trariamentc pequeña con sólo escoger n y m > n suficientemente grandes, 
esto expresa exactamente la condición necesaria y suficiente para la con- 
vergencia uniforme. 


Un primer ejemplo lo ofrece la serie geométrica 1 + x + x 2 + • ■ •, con x res- 
tringido al intervalo |x| < q, siendo q cualquier número positivo menor que 1. Los 
términos de la serie son entonces numéricamente menores que o iguales a Ios términos 
de la serie geométrica convergente 2 q". 

Un segundo ejemplo Io constituye Ia “serie trigonométrica” 

cy sen (x — S x ) c, sen (x — S 2 ) c 3 sen (a: — S 3 ) 


siempre que |c n | < c, donde c es una constante positiva independiente de n. En 
efecto, en tal caso se tiene 
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£»(*) = 


c n sen (x — 8 n ) 


Por tanto, la convergencia uniforme y 

00 c 

de la convergencia de la serie 2 —• 

V= 1 ” 2 


c 


de manera que ¡¿ w (at)| <—. 

n 2 

absoluta de la serie trigonométrica se deduce 


c. Continuidad de la suma de una serie uniformemente 
convergente de funciones continuas 

La importancia de la convergencia uniforme radica en el hecho de que 
una serie uniformemente convergente se comporta, en muchos aspectos, 
exactamente como la suma de un número finito de funciones. Así, por 
ejemplo, la suma de un número finito de funciones continuas es a su vez 
continua. Conforme a esto, se tiene el siguiente teorema. 

Teorema. Si una serie de términos continuos converge uniformemente 
en un intervalo, su suma es también una función continua. 

demostración. La demostración es muy sencilla. La serie 

/(*) = gi( x ) + gs(x) ■+- 

se subdivide en la n-ésima suma parcial f n (x) más el residuo R n (x). Como 
ya es costumbre, f n (x) — gi(x) + * • * + g n (x). Si ahora se asigna cualquier 
número positivo e, en virtud de la convergencia uniforme es posible escoger 
el número n tan grande que el residuo sea menor que e/4 en todo el inter- 
valo, y, por tanto, 

| Rn(x + h) ~ R n (x) | < ^ 

para cualquier par de números x y x + h del intcrvalo. La suma parcial 
f n (x) consiste en la suma de un número finito de funciones continuas y es, 
por consiguiente, continua. Por tanto, para cada punto x del intervalo es 
posible escoger un 8 positivo tan pequeño que 

I fn(x + k) ~ fn(x) | < ^ 

siempre que^ |/i| < 8 y los puntos x y x + h estén en el intervalo. Se deduce 
entonces que 

| f(x + h) - f(x) I = I f n (x + h) — fn(x) + R n (x + h) — Rn(x) | 

< \fn(x + h) f n (x) | + \R n (x + h) ~ R n (x) \ < £, 
lo cual expresa la continuidad de la función. 

La importancia de este teorema se pone de relieve cuando recordamos, 
por nuestros ejemplos anteriores, que las sumas de series convergentes por lo 
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general no son uniformemente discontinuas. Del teorema anterior podemos 
concluir que: si la suma de una serie convergente de funciones continuas 
tiene un punto de discontinuidad, entonces en toda vecindad de este punto 
la convergencia es no uniforme. Por tanto, toda representación de funcio- 
nes discontinuas mediante series de funciones continuas debe basarse cn el 
uso de procesos de límite no uniformemente convergentes. 


d. Integración de series uniformemente convergentes 


La suma dc un número finito de funciones continuas puede integrarse 
“término a término”, o sea, la integral de la suma de obtiene integrando 
cada término separadamente y sumando luego las integrales. En una serie 
infinita convergente formada por funciones continuas es permisible el mismo 
procedimiento siempre y cuando la serie converja uniformemente en el inter- 
valo de integración. 

00 

Una serie 2 gv(x) = f(x ) que converge uniformemente en un intervalo 

\i-1 

puede integrarse término a término en él. O bien, en forma más precisa, 
si a y x son dos números en el intervalo de convergencia uniforme, la se- 

co r x 

rie 2 \ gv(t) dt converge y, de hecho, converge uniformemente con res- 

V=1 J CL 

x m do 

a 

Para demostrar csto, escríbase como antcs 


pecto a x, siendo su suma igual 


a \ 


f(x) ~ 2gv(*) - f n (x) + R„(X). 

v=i 

Se ha supuesto que los términos separados de la serie son continuos; y, en 
consecuencia, por la sección 7.4 c la suma es también continua y, por tanto, 
integrable. Ahora bien, si e es cualquier número positivo, es posible encon- 
trar un númcro N tan grande que para todo n > N la dcsigualdad 
|i2 n (x) | < e se cumpla para todo valor de x en el intervalo. Por el teorema 
dcl valor medio del cálculo integral se tiene 


r i f(t) - 


< el, 


1 Obsérvcse quc cn estc tcorcma deben tomarse integrales definidas. Así, por 

co 

ejemplo, la serie 2 &•■(•*)> con gv(x) = 0, converge uniformemente. Sin embargo, to- 
v=i 

mando la integral indefinida f gv(x) dx = constante = t de cada término, se llega 

00 

a la scrie 2 c, que, en general, es divergcnte. 
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donde / es la longitud del intervalo de integración. Puesto que la integra- 
ción de la suma finita f n {x) puede realizarse término a término, resulta 



f(t ) dt 


x r x 

2 * 

1 J a 


gv(t ) dt 


< c/. 


Pero c/ puede hacerse tan pequeño como se quicra; por tanto, 


2 í gv{t) 

v=l J n 


a fx 

dt — lím 2 í 

>»-“» v=i J a 


gv(t) dt = 


f(t) dt, 


que es lo que debía demostrarse. 

Si, en vez de series infinitas, sc trata de sucesiones de funciones, el resul 
tado puede expresarse de la manera siguiente: 


Si en un interualo la sucesión de funciones fi(x), f-¿(x), . . . tiende nni- 
formemente a la función límite f(x), entonces 


(?) 


I 


f b 

f(x) dx — lím \ f n (x) dx 

J a 


para todo par de números a y b pertenecientes al intervalo. En otras pa- 
labras, pueden intercambiarse las operaciones de integración y de paso al 
límite. 


Este hecho no es trivial. Desde un punto de vista ingenuo, como el que prevalccía 
en el siglo xvm, cs cierto que la intercambiabilidad de los dos procesos dificil- 
mente puede poncrse en duda. Sin embargo, un vistazo a los ejcmplos de 7 Aa mues- 
tra que en el caso dc la convcrgencia no uniforme la ecuación anterior podría no 
cumplirse. Basta considerar el ejcmplo b de. p. 549, en el cual la integral de la 
función limite cs 0, en tanto que la intcgral dc la función f n (x) sobre el intervalo 
0 < x < 1, cs dccir, el área del triángulo en la Fig. 7.5, ticne cl valor 


í 


1 

0 


f n (x) dx = n a ~~, 


quc no ticnde a cero cuando a > 2. 
que la razón de la difcrcncia entre 


En este caso se ve inmediatamente por la figura 
f(x) dx y lím \ f n (x) dx radica en la no 


\ f(x) dx y lím \ / n ( 

J 0 n-»<» J 0 


unifonnidad de la convergcncia. 

Por otra parte, considerando valores de a tales que 1 < a < 2, vemos que la 

f 1 f 1 

ecuación lím \ f n (x) dx — \ f(x) dx se satisface aun cuando la convergencia es 

n "°° J o Jo 


00 

no uniforme. Como un ejemplo adicional, considérese la serie 2 £«(*)> con S n ( x ) = 

o 

x n — x n_1 para n > 1 y g 0 (x) = 1, la que pucde integrarse término a término entre 
los límitcs ü y I aun cuando no converge uniformemente. Así, aunque la uniformi- 
dad dc la convcrgencia es una condición suficiente para la intcgrabilidad término a 
término, de ninguna manera es una condición necesaria. 
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e. Derivación de series infinitas 


E1 comportamiento de las series o de las sucesiones uniformemente con- 
vergentes con respecto a la derivación es completamente diferente de su 
comportamiento respccto a la integración. Por ejemplo, la sucesión de fun- 
sen n 2 x 

ciones /n(.v) — -— c.onverge uniformemente a la función límite/(x) =0, 

n 

pero la derivada /,/(,v) — n cos rrjc no converge en todas partcs a la deri- 
vada de la función límite f'(x) — 0, como puede verse considerando el 
punto x — 0. Por consiguiente, a pesar de la uniformidad de la convergencia, 
no es posible intercambiar los procesos de derivación y de paso al límite. 

Por supuesto, los correspondientes asertos para series infinitas son válidos. 
Por ejemplo, la serie 

scn 2 l x sen 3 4 a: 
sen x + 22 + —— 4- 


es absoluta y uniformemente convcrgente, pues sus términos son numérica- 

, . • . 1 , 1,1 

mente no mayores que los termmos de la serie convergente —, + — + — 

+ • • • . Si, no obstante, se deriva la serie término a término, se obtiene la 
serie 


cos x + 2 2 cos 2 ‘x + 3 2 cos 3‘x + • • •, 


que es divergente cn .v — 0. 

E1 único criterio útil que ascgura en casos especiales que la dcrivación 
término a término cs pennisible queda exprcsado en el siguiente teorcma. 


00 

Si al derivar término a término una serie infinita convergente, ^G^) 

v=o 

= F(x) , se obtiene una serie uniformemente convergenle de términos con- 
00 

tinuos, 2gv(.v) = f(x), entonces la suma de esta última serie es igual a la 

V-0 

derivada de la suma de la primera serie. 


Este teorema, por tanto, requiere cxpresamente que después de derivar 
término a término la serie se investigue si cl resultado de tal derivación es 
o no una serie uniformementc convergente. 

La demostración del teorema es casi trivial. En efecto, por el teorema 
de la sección 7Ad, la serie obtenida por derivrción puede integrarse tér- 
mino a término. Teniendo en cuenta que g v (t) — G v (t), se obtiene 


pj- v 

f(t) dt = 



dt = 2 I gft) dt = ]|(G v (.r) - Gfa)) 

v = 0 «.• n v _ 0 


= F(x) - F(a). 
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Lo cual, siendo cierto para todo valor de X en el intervalo de convergencia 
uniforme, implíca que 

f(x)=F'(x), 

como se quería demostrar. 

7.5 Series de potencias 

Las series de potencias ocupan un Iugar preponderante entre las series 
infinitas. Una scrie de potencias es una serie del tipo 

CO 

(8) P(x) ~ c o + £i* + c¿x 2 + • • • = 2 CvX v 

v=o 

(“serie de potencias en x”), o, más generalmente, 

X 

(8fl) P(x) = C 0 + c i(x — *o) + C-¿(x — Xn) 2 + • ' • — 2 c v( x ~ Xo)" 

v=o 

(“serie de potencias en (x — x 0 )”), donde x 0 es un núrnero fijo. Si en esta 

última scric introducimos $ =- x — x 0 como una nueva variable, obtenemos 
00 

una serie dc potencias 2 c v£ v en la nueva variable £, por lo que podemos 

v=o 00 

cnfocar nucstra atención a las series de potencias de la forma especial 2 c v x v 

V-0 

sin pérdida de generalidad. 

En el capítulo 5 (p. 465) consideramos la representación aproximada 
dc funciones mediante polinomios, y en esa forma llegamos al desarrollo de 
funciones en serie de Taylor, las cuales son, de hecho, series de potencias. 
En esta sección cstudiaremos con más detalle las series de potencias y obten- 
dremos, en una forma más conveniente que antes, los desarrollos en series 
de algunas de las funciones más notables. 


a. Propiedades de convergencia de las series 
de potencias—Intervalo de convergencia 

Existcn series de potencias que para ningún valor de x convergen, ex- 
cepto, claro está, para a: = 0. Como ejemplo tenemos la serie 

v -I- 2 2 x 2 + 3+ 3 + • ■ ■ + n n x n 4-. 

En efecto, si x=£0 podemos encontrar un entero N tal que |*| > 1/N. 
Entonces, todos los términos n n x n para los cuales n > N serán mayores que 
1 en valor absoluto y, de hecho, cuando n crece n n x n erece más allá de toda 
cota, por lo que la serie no puede ser convergente. 
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Por otra parte, existen series que convergen para todo valor de x; por 
ejemplo, la scrie de potencias para la función exponencial 


1 + * + £ + TT + 


cuya convergencia para todo valor de x se deduce de inmediato a partir 
del criterio del cociente (criterio 5a, p. 540). En (n + l)-ésimo término 
dividido por cl n-ésimo término da x/n, y, cualquiera que sea el número x 
escogido, este cociente tiende a cero al crec.er n. 

E1 comportamiento de las series de potencias respecto a la convergencia 
es expresado en el siguiente teorema fundamental. 


Si una serie de potencias en x converge para un valor x = £, converge 
absolutamente para todo valor de x tal que |x[ < |£|, y la convergencia es 
uniforme en todo intervalo !x| < r¡ siendo r¡ cualquier número positivo 
menor que |£¡. Aquí puede estar tan próximo a |£| como se quiera. 

co 

La demostración es sencilla. Si la serie 2 Cv£ v converge, sus términos 

v-o 

tienden a cero cuando n crece. De aquí se desprende el aserto, más débil, 
dc que todos los términos están por debajo de una cota M independien- 
te de v, es decir, |c v £ v | < M. Si en estas condicioncs representamos por q 
un número cualquiera que satisfaga la condición 0 < q < 1, y si x se res- 

tringe al intervalo |x| < q |||, entonces \c v x v \ < ¡Cv| v | q v < Mq v . En este 

00 

intervalo, por consiguiente, los términos de la serie 2 £V* v son en valor 

U 

absoluto más pequeños que los términos de la serie geométrica convergente 
%Mq v . Por tanto, del teorema de la p. 553 se deduce la convergencia abso- 
luta y uniforine de la serie en el intervalo — q ||| < x < q [¿|. 

Si una serie de potencias no converge en todas partes, es decir, si existe 
un valor x = £ para el cual la serie diverge, debe divergir para todo va- 
lor de x tal quc \x\ > [||. Pues si fuese convergente para tal valor de x, por 
el teorema anterior tendría que convergir para el valor £ numéricamente 
menor. 

De lo anterior se desprende que una serie de potencias que converge al 
menos para un valor de x diferente de 0 y que diverge al menos para un 
valor de x, tiene un intervalo de convergencia; esto es, existe un número 
positivo determinado p tal que para \x\ > p la serie diverge y para |.v| < p 
la scric converge. Para |x| = p no es posiblc hacer afirmación general al- 
guna. Aquí p cs precisamente el extremo superior de los valores de x para 
los cuales la serie converge (y la existencia de tal extremo superior queda 
garantizada por el teorema de la p. 121, pues los valores de x para los 
cuales la scric converge forman un conjunto acotado). Los casos límite, 
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aquéllos en los que la serie converge solamente para x = 0 y aquéllos en 
que converge en todas partes, son expresados simbólicamente escribiendo 
p = 0 y p — oo respectivamente. 1 

Por ejemplo, para la serie geométrica 1 + x + x 2 + • ■ • tenemos p = 1. En los 
puntos extremos del intervalo de convergencia la serie diverge. De manera análoga, 
para la serie de la tangente inversa (p. 463), 

x 3 x 5 

arc tan x — x -h ■—- — + • • • , 

3 5 

tenemos p ■--- 1, y en ambos puntos extremos (x = ±1) del intervalo de convergen- 
cia la serie converge, lo cual puede verse usando el criterio de Leibnitz (p. 533). 

De la convergencia uniforme se deriva el importante resultado de que 
dentro de su intervalo de convergencia (si tal intervalo existe) una serie 
de potcncias representa una función continua. 

b. Integración y derivación de series de potencias 

Por la uniformidad de la convergencia, siempre es válido integrar tér- 
mino a término una serie de potencias 

00 

/(*) = 2^ v 

v=o 

sobre cualquier intervalo ccrrado contenido completamente por el intervalo 
de convergencia. Obtenemos así la función 

(9) F(x) =c + 

v=o v ~r 1 

para la cual 

F'(x) = /(*) y F(0) - c. 

También es posible derivar término a término una serie de potencias 
dentro de su intervalo de convergencia, obteniéndose así la ecuación 

00 

(10) f(x) = 2 VCv *v-i. 

V=1 

Para demostrar esta afirmación basta probar que la serie de la derecha 
converge uniformemente si .y se restringe a un intervalo contenido com- 

1 Es posible encontrar este intervalo de convergencia directamente a partir de 

los coeficientes c, de la serie. Si el límite lím existe, entonces 

n-*« 

I 

lím 

n >« 

Para el caso general véase problema 8, p. 586. 
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pletamente por el íntervalo de convergencia. Por tanto, supóngase que £ 

00 

es un número, tan próximo a p como se quiera, para el cual 2 c ^ v con- 

V=1 

verge. Entonces, como ya se ha visto, los números |c v | v ¡ qucdan todos por 

M 

dcbajo de una cota M independiente de v, de rnanera que |c v ¿ v ~ , ¡ < — = A’. 

Ahora bien, sea q cualquier número tal que 0 < q < 1. Si x se restringe al 

intervalo \x\ < q |||, los términos de la serie infinita (10) no son mayores 
00 

que los dc la serie 2 |vc v g v_1 | v_ y, por consiguiente, son menores que 

V- 1 

co 

los términos de la serie 2 Nvq v_1 - Sin embargo, en esta última serie la razón 

v =0 

del (n + l)-ésimo término sobre el n-ésimo es q(n + 1) /n, que tiende a q 
cuando n crece. Como 0 < q < 1, se concluye [criterio (5a)] que esta serie 
convcrge. Por tanto, la serie obtenida por derivación converge uniformemen- 
te y, por el teorema de la p. 557, representa Ia derivada f(x) de la función 
f(x ), lo que prueba nuestra afirmación. 

Si este rcsultado se aplica nuevamente a la serie de potencias 

CO 

/'(*) = 2 VC V X V ~\ 
v=l 

al derivar término a término se encucntra que 

f'(x) = 2 v(v - \)CvX v -*. 

V—2 

y, continuando el proceso, se llcga al teorema: Toda junción representada 
por uha serie de potencias puede derivarse tantas veces como se desee dentro 
del intervalo de convergencia, y esta derivación puede reaiizarse término a 
término. 1 


c. Operaciones con series de potcncias 


Los tcoremas anteriores relativos al comportamiento de las series de po- 
tencias son la justificación para operar con series de potencias de la misma 
manera que con polinomios. Es obvio que dos series de potencias pueden 

1 Como una expresión explícita para Ia A-ésima derivada obtenemos 


/ (fc) (x) = 2 *'(*' — 1 )• ’ • (v — k 4- 1 )c xv-*, 
v-k 


o, en forma ligeramente diferente, 


k\ 


OO 


=z 




e k ,¿c v . 


Estas dos fórmulas son a menudo útiles. 
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sumarse o restarse sumando o restando los coeficientes correspondientes (ver 
p. 538). También es claro que una serie de potencias, lo mismo que cual- 
quier otra serie convergente, puede multiplicarse por un factor constante 
multiplicando cada término por ese factor. Por otra parte, la multiplicación 
y la división de dos series requieren un estudio algo más detallado, para el 
cual remitimos al lector al Apéndice (p. 572). Aquí mencionamos solamente, 
sin demostrarlo, que dos serics de potencias, 

CO 

f(x) = 2 a v x ' V 
v-o 

y 

X 

g{x) =2 b v x\ 

Vríl 

pueden multiplicarse entre sí, como los polinornios. Concretamente, tenemos 
los siguicntes teoremas: En toda la parte común de sus intervalos de con- 
vergencia el producto de esas dos series está dado por la serie de potencias 

QO 

oonvergente 2 c v x v , en la que los coeficientes están dados por las fórmulas 

V i) 

Cq — Unó 0 , 

Ci = a () b i T <2,6,,, 

c> = a } bj -| a,bi T a<b 0 , 

c„ a {) b n T a¡b„ ^ I" * * * T a n b 


d. Unicidad del desarrollo 

En la teoría de las series de potencias cs importante el hecho siguiente: 

00 00 

si dos series de potcncias, 2 a vX v y 2 bvx v , convcrgen en un intervalo que 

v-u v-o 

contiene al punto x — 0 en su interior, y si en ese intervalo )as dos series 
reprcseritan la misma función /(.v), entonces son idénticas entre sí, es dc- 
cir, la ccuación a n = b n es válida para todo valor de n. En otras palabras: 

Una función f(x) puede representarse mediante. una serie de potencias 
en x de una única manera. 

Brevementc: !a representación de una función mediante una serie de 
potencias es “única”. 

Para la demostración sólo se nccesita observar que la diferencía de dos 

00 

series de potencias, esto es, la serie de potcncias (¡>{x) = 2 ¿V.v v con coefi- 

V=0 

cientes c v = a v — b v , representa la función 

4>(x) = f(x) - f(x) - 0 
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en el intervalo; es decir, esta última serie de potencias converge al límite 0 
en todo el intervalo. En particular, para a* = 0 ]a suma de la serie debe 

ser 0; o sea, c Q = 0, de manera que a 0 ■= b 0 . Ahora derivamos la serie en el 

00 

interior del intervalo; y así resulta =2 v < 7 vX v ~ 1 . Sin embargo, <¡>'(x) 

V=1 

es también 0 en todo cl intervalo; por tanto, para el caso particular de 
.r = 0 se tiene c x — 0, o sea, a x = b x . Continuando con este proceso consis- 
tente en derivar y luego haccr a = 0, se encuentra sucesivamente que todos 
los coeficientes c v son iguales a cero, lo quc prueba nuestro teorema. 

Adcmás, de esta discusión puede extraerse la conclusión siguiente: si se 
toma la v-csima derivada de una serie f(x) = y luego se hace x = 0, 

se obticne de inmediato 

"v = — r / 1V> (0), 

v ! 

esto es: 

Toda serie de potencias que converge en puntos distintos de x = 0 es la 
serie de Taylor de la función que representa. 

La unicidad dcl desarrollo corresponde al hecho de que los coeficientes 
pueden ser expresados en términos de la función misma. 


*e. Funciones analíticas 

E1 nombre “funciones analíticas” ha sido usado para designar las funciones f(x) 
que pueden ser exprcsadas mediante series de potencias, desde que la importancia 
de tales funciones fue rconocida por Lagrange. Específicamente, f(x) se llama ana- 
lítica en la vecindad de x = a si en csta vecindad es posible desarrollar f(x) como 
una scrie dc potencias en x — a que sea convergente. 

En tanto que las funciones que no son totalmente o en todas partes analíticas 
desempeñan un papel central en el Análisis y sus aplicaciones, las funciones analíticas 
son particularmcnte importantes porque comparten con los polinomios muchas carac- 
terísticas simples. 

Por ejemplo, una función analítica que no es idénticamente nula tendrá alguna 
derivada no nula cn x — a. Sea r el número más pequeño para el cual /( r )(a) 0. 

Entonces, teniendo / un cero de orden r en el punto x = a, puede ser representada 
como un producto f(x) = (x — a) r g(x), donde g(x) es una función analítica para 
1 

la cual g(a) = —/< r )(a) es diferente de cero. (Compárese con capítulo 5, p. 482.) 
r! 

Sin duda, la posibilidad de sacar como factor común la potencia (x — a) r se deduce 
de inmediato de la convergencia de la serie de potencias respectiva. 

También, como se desprende de la continuidad de la serie de potencias conver- 
gente que se tiene para g(x), el factor g(x) no se anula en una vecindad adecuada 
de x = a, o sea: los ceros de f(x) están aislados, a menos, claro está, que / se anule 
idénticamente. 

Como lo mismo es cierto para la función /' (x), se concluye que en un intervalo 
finito una función analítica es monótona por pedazos, es decir, no puede cambiar su 
carácter de monotonía un número infinito de veces. Así, la gráfica de y = f(x) no 
puede intersectar en una infinidad de puntos a una recta y = constante (o cualquier 
línea recta) dentro de un intervalo finito. 
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Puede observarse que estas últimas afirmaciones no son ciertas necesariamente 
para funciones no analíticas, como ocurre para y = sen (1/x) e~' í / x ' en la vecindad 
de x = 0 (ver p. 481). 

7.6 Desarrollos en series de potencias de funciones dadas. 

E1 método de los coeficientes indeterminados. Ejemplos 

Toda serie de potencias representa dentro de su intervalo de conver- 
gencia una función continua con derivadas de todos los órdenes. Discu- 
tiremos ahora el problema inverso consistente en desarrollar en una serie 
de potencias una función dada. Teóricamente esto siempre puede hacerse 
por medio del teorema de Taylor. En la práctica surgen a menudo dificul- 
tades en el cálculo concreto de Ia n-ésima derivada y en la estimación del 
residuo. Sin embargo, en muchos casos es posible alcanzar dicho objetivo 

haciendo uso del siguiente artificio. Como primer paso se escribe f(x) = 
00 

2 CvX v , donde los coeficientes c v son inicialmente desconocidos. A continua- 
v=o 

ción, usando alguna propiedad conocida de la función f(x) se determinan 
los coeficientes, y luego se demuestra que la serie converge. Esta serie re- 
presenta una función, y lo único que falta es demostrar que tal función 
cs idéntica a f(x). Por la unicidad del desarrollo en serie de potencias, se 
sabe que el desarrollo deseado lo constituye la serie obtenida, y ninguna 
otra. En realidad, las series para arc tan * y log (1 + x) fueron obtenidas 
ya por un método relacionado con la idea que se expone en este capítulo; 
pues simplementc se integraron término a término las series para las deri- 
vadas de estas funciones, las cualcs sc sabía eran series geométricas. Consi- 
deraremos ahora algunos ejemplos de este método. 


a. La función exponencial 

Como se vio en el capítulo 3, sección 4 a, p. 244, la función y — e x está com- 
pletamente caracterizada por Ia ecuación diferencial y’ = y y la condición inicial 
y = 1 para x = 0. Estas propiedades pueden usarse directamente para encontrar la 
serie de potencias de la función exponencial. EI problema consiste en hallar una 
función f(x) para la cual f' (x) = f(x) y /(0) = 1. Si se escribe formalmente la 
serie con sus coeficientcs indeterminados, 

f(x) = c 0 + C 1 X + C 2 XZ + ■ 

y se Ia deriva, se obtiene 

f'(x) = c x + 2 c 2 x -f 3 c 3 x 2 + • • •. 

Puesto que, por hinótesis, estas dos series de potencias deben ser idénticas, resulta 
la ecuación 

nc n = c n-i> 

válida para todos los valores de n > 1. Si se observa que, por la relación /(0) = 1, 
el coeficiente c 0 debe tener el valor 1, es posible calcular entonces todos los coefi- 
cientes en forma sucesiva y de esta manera obtener Ia serie de potencias 
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Como se deduce fácilmente del criterio del cociente, esta serie converge para cual- 
quier valor de x y, por consiguiente, representa una función para la cual las rela- 
ciones f'(x) = f(x) y f(0) = 1 efectivamente se cumplen. (Intencionalmente se ha 
evitado aquí cualquier uso de lo previamente aprendido acerca del desarrollo de la 
función exponencial.) 

Como únicamente la función e x posee estas propiedades, se concluye en seguida 
que la función f(x) es idéntica a e x . 


b. La serie del binomio 


Podemos ahora volver a la serie dei binomio (sección 5.5c, p. 475), haciendo 
uso esta vez del método de los coeficientes indeterminados. Deseamos desarrollar la 
función f(x) = (1 + x) en una serie de potencias, por lo cual escribimos 

f(x) = (1 + x) a = c Q + c t x + c 2 x 2 + • • •, 

estando indeterminados los coeficientes c v . Observamos ahora que la función satisface 
obviamente la relación 

(1 + x)f(x) = af(x) = ac^: 

V-0 

Por otra parte, si derivamos término a término la serie para f(x) y el resultado lo 
multiplicamos por (1 + x), obtenemos 

(1 + x)f(x) = c x + (2c 2 + c^)* + (3c 3 + 2 c 2 )x 2 + • • •. 

Ahora bien, puesto que estas dos series de potencias para (1 + x)f(x) deben ser 
idénticas entre sí, debe ser 

ac Q — c v ac x = 2 C 2 + c ít ac 2 — 3c 3 + 2c 2 , .... 

Además, como nuestra serie debe tener el valor 1 para x — 0, se encuentra que c 0 = 1, 
y así resultan sucesivamente las expresiones 


(«- 1 )« 

c i = «» c 2 =-~-> 

para los coeficientes. En general se tiene 
(« — >» + 


(a- 2)(a- 1 )a 
3-2 


1)(« - f + 2) ••• (« - 1)« _ 
v(v - 1) •••2- 1 \ v )' 


como puede establecerse fácilmente. A1 substituir estos valores para los coeficientes, 
tx v . Hasta aquí no se ha investigado la convergencia de la serie 


resulta 


* /a\ 
la sene 2 ( ) 

v=o\i < J 


ni demostrado que ella representa realmente la función (1 + x). 

Por el criterio del cociente, se encuentra que cuando a es un entero no positivo 
la serie converge si |x| < 1 y diverge si |x| > 1; pues en ese caso la relación entre los 

^ ^ | | 

términos (n + l)-ésimo y n-ésimo es - x, y el valor absoluto de esta expre- 

n 

sión tiende a x cuando n crece más allá de toda cota. 1 Por tanto, si |*¡ <C 1 la serie 
representa una función f(x) que satisface la condición (1 + x)f(x) — af(x), según 


1 Mencionamos aquí, sin demostración, las condiciones exactas bajo las cuales 
esta serie converge. Si el índice a es un entero > 0, la serie termina, y es válida, por 
consiguiente, para todos los valores de x (reduciéndose al teorema del binomio ordi- 
nario). Para todo otro valor de a la serie es absolutamente convergente si |*| < 1 y 
divergente si [x| > 1. Para x = +1 la serie converge absolutamente si « > 0, con- 
verge condicionalmente si — 1 < 0 y diverge si «< — 1. Finalmente, para 

x = — 1 la serie es absolutamente convergente si a > 0, y es divergente si a < 0. 
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se deduce del método usado para deterininar los coeficientcs. Además, /(0) = 1. Estas 
dos condiciones juntas garantizan que la función f(x) es idéntica a (1 + x) a . En 
efecto, haciendo 


</>(*) 


f(x) 

(1 + *) 


se encuentra que 


<p'(x) 


(1 + *)“f'(*) -«(1 + x)^f(x) 

(i + xy* 


por tanto, <p(x) es una constante y, de hecho, es siempre igual a 1 ya que <£(0) = 1. 
Hemos, pues, probado que para |x| <[ 1 se tiene 


oo / « \ 

(i+*) a = 2( 

v=0 \ V J 

que es la serie del binomio. 

Mencionamos aquí los siguientes casos especiales de la serie del binobio: la serie 
geométrica 

1 

•;-= (1 + x) ~ 1 = 1 - x + - * 3 + * 4 - + • • • 

1 ~f- X 


= 2 (-i) v * v 

v=o 

la serie 


-- (1 + x) ~ 2 — 1 — 2x + 3at- — 4x 3 + — • • • 

(1 + *) 2 

= 2 (- 1 ) v ( v + i)* v ; 

v=o 


que también puede obtenerse por derivación a partir de la serie geométrica; y la 
serie 


V(1 + x) 


1 1 1-3 

(1 + x ) 1/z = ! -|— x -- x- 4--—-— * 3 

2 2-4 2-4-6 


1-3-5 


2 • 4 • 6 • 8 


—-x‘ + 


1 

V (1 + x) 


1 1-3 

(1 + X ) 1 _ + - - A -2 

2 2-4 


1- 3-5 

. _ __ x :t 

2- 4-6 


1 -3-5-7 

2 - 4-6-8 


+ • • • , 


para la cual constituyen buenas aproximaciones los dos o tres primeros términos. 


c. La seric para arc sen x 

Tal serie puede obtenerse de manera muy sencilla desarrollando la expresión 
1/V (1 — t 2 ) de acuerdo con la seric del binomio: 
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Esta serie converge si |í| < 1, de manera que converge uniformemente si I t\<q< 1. 
AI integrar término a término entre 0 y x, resulta 

1 * 3 1 • 3 x** 

arc sen x = x + --1---b ■ • • , 

23 2-45 

la cual, por el criterio del cociente, converge si |x| < 1 y diverge si |at| > 1. 

La obtención de esta serie a partir del teorema de Taylor sería menos conve- 
nicnte, debido a la dificultad en estimar el residuo. 


d. La serie para arc senh .v = log [x + V (1 + a -2 )] 

Este desarrollo se obtienc de manera análoga. Usando cl anterior teorema de la 
serie del binoinio, escribimos la serie para la derivada de arc senh x. 

1 1 1-3 1-3-5 

— — - ■ =1- x 2 -f —— x 1 ---- x c H-• • • , 

Vl+*- 2 2-4 2-4-6 

y lucgo integramos término a término. Así se obtiene el desarrollo 

1 at3 1-3 x 2 ‘ 

ar senh x = x —-1--+ • • • , 

23 2-45 

cuyo intervalo dc c.onvergencia es -- 1 < x < 1. 


e. Ejemplo de niultiplicación de series 

E1 desarrollo de la función 

log (1 + x) 

1 + x 

es un ejemplo sencillo de la aplicación de Ia regla para multiplicar dos series de 
potencias. Sólo tiene que multiplicarse la serie logarítmica 

X^ X 

log (1 + x) — X - (- -— + — • • • 

2 3 4 

por la serie geométrica 

1 

—— = 1 — * + — *3 + x 4 -b • • * . 

1 + * 

Como el lector puedc fácilmente verificar, resulta el notable desarrollo 
log (1 + x) 

-:--“ * - (1 + Í)x 2 + (1 + i + i)xZ 

1 + * 

- (1 + i + i + i)x 4 +- 

válido para jx) <( 1. 


f. Ejeniplo de integración térinino a término (integral elíptica) 

En aplicaciones anteriores (pp. 320, 430) hemos encontrado la integral elíptica 

1 ^/ 2 d<f> 

- — — — ; para (k' ¿ < 1) 

o V ( 1 — k' ¿ sen 2 <f>) 
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que da el período de oscilación de un péndulo. Para evaluar la integral, puede pri- 
mero desarrollarse el integrando mediante el teorema de la serie del binomio. Tal 
desarrollo da 

1 1-3 

— ■ = 1 + ik 2 sen 2 <p H - k 4 sen 4 <}> 

V ( 1 — k 2 sen 2 <p) 2*4 


+ 


1 - 3-5 

- k a sen 6 <f> + • • •. 

2 • 4 ■ 6 


Puesto que k 2 sen 2 <p nunca es mayor que k 2 , esta serie converge uniformemente para 
todos los valores de <p, y de esta manera es posible integrar término a término: 


Í Tt/2 

. 


d<p 


V ( 1 — k 2 sen 2 <p) 


pr/2 j (* 

1. 


Tt/2 


sen 2 <p d<p 


1 -3 

+ - k* 

2-4 


+/2 


sen 4 <p d<p + 


Las integrales que aquí aparecen ya han sido calculadas [ver Ec. (76), p. 300]. 
Substituyendo sus valores se obtiene 


K 


r 


d<p 


V ( I — k 2 sen 2 <p) 




* 4 


(1++V *« + ■•• i 

\ 2•4•6/ J 


7.7 Seríes de potencias con términos complejos 


a. Introducción de términos complejos en una serie de potencias. 
Representaciones complejas de funciones trigonométricas 

La semejanza entre ciertas series de potencias representativas de fun- 
ciones sin relación aparente entre sí condujo a Euler a establecer una 
conexión puramente formal entre dichas series, asignando valorcs comple- 
jos y, en particular, valores imaginarios puros, a la variable x. Primero 
describiremos el descubrimiento de Euler, formal pero por demás fructí- 
fero y notable, dejando de lado las cuestiones del rigor lógico. Después 
indicaremos una justificación más rigurosa. 

La primer relación de esta clase se obtiene al reemplazar la cantidad v 
en la serie para e x por una cantidad imaginaria pura, i<f>, donde <¡> es un 
número real. Teniendo en cuenta la ecuación fundamental para la unidad 
imaginaria i, esto es, i 2 = — 1, de la cual se obtienen i 3 — — 1, i 4 = — 1, 
i 5 = i, .. ., se ve que al separar los términos reales e imaginarios de la 
serie resulta 


, <¿ 2 é * < f > 6 , 

e x + = ( 1 — - + — — — + — 
1 2! 4! 6! 


■) 


+ i 


^ 3! + 5! 7! + 
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o, en otra forma 

(11) e'* = cos + i sen <¡>. 

Esta es la bien conoc.ida e importante “fórmuJa de Euler”, fundamental en 
el Análisis, la que, por ahora, no es sino una relación puramente formal. 1 
Está de acuerdo con el teorema de De Moivre (p. 128), expresado por la 
ecuación 

(cos <jy + i sen <jy) (cos tp + i sen ip) = cos (<j> + <p) + i sen (<j> + p). 

A la luz de la fórmula de Euler, esta ecuación simplemente establece que la 
relación 

e x ■ e v = é x+y 

sigue siendo válida para valores imaginarios puros, x = i<j >, y = ip. 

Debe dejarse establecido que esta fórmula de Euler y el teorema de adi- 
ción e iv e i ' ! ' = í i(,+ ' í ' ) pueden ser usados rigurosamente, sin necesidad de justi- 
ficación posterior, definiendo simplemente e 1 * como el número complejo 
cos <j> + i sen <j>. Esta definición es compatible con las reglas ordinarias para 
operar con exponenciales. En particular, la regla ordinaria para multiplicar 
potencias de e proporciona justamente expresiones concisas y simples de 
los teoremas de adición de la trigonometría cxpresados por la íórmula 
de De Moivre, la que es de un carácter enteramente elemental. Por tanto, 
podremos usar las relaciones de Euler con la confianza de estar pisando 
terreno firine, sin necesidad de recurrir a un análisis más general de las 
funciones de una variable compleja, cosa que haremos en la siguiente 
sección. 

En forma más gencral, la función exponencial puede ser definida para 
un exponente complejo arbitrario a: + iy (donde x e y son reales) mediante 
la fórmula 

e x + iy — e x e iy — g*( cos y + i sen y). 

A1 rcemplazar en la serie dc potencias para cos x la variable a: por la 
cantidad imaginaria pura ix , se obtiene de inmediato la serie para cosh x. 
Esta relación queda expresada por la ecuación 

(12) cosh a; = cos ix. 

De manera similar se obtiene 

1 

(13) senh x = j sen ix. 

Puesto que la fórmula de Euler también da e~ llp = cos <j> — isen<j>, lle- 
gamos a Ias expresiones exponenciales para las funciones trigonométricas: 

e%x — e -ix e ix + e -ix 

(14) sen x =--, cos .v = ---. 

1 Una consecuencia que resulta para <f. — v es la fórmula e 771 — — 1, notable 
relación entrc tres de los números más importantes, e, ir e i. 
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Estas expresiones son análogas a las expresiones exponenciales de las fun- 
ciones hiperbólicas y, en efecto, se transforman en éstas mediante las re- 

laciones a: = cos ix, sen x = ^ sen ix. 

i 


Pueden también obtcnerse, por supuesto, las eorrespondientes relaciones 
formales para las funciones tan x, tanh x, cot x, coth x, relacionadas entre 

sí por las ccuaciones * - * tan ix, coth x ■= i cot ix. 

i 


Finalmentc, diremos quc es posiblc encontrar también relaciones aná- 
logas para las funciones trigonométricas inversas y las hiperbólicas. Por 
ejeinplo, a partir dc 

e ix _ g . ix e 2ix _ l 

y = tan a: — - r -—:- : — = —— : - 

i(e tx + e~ tx ) i(e 2tx + 1) 

se encuentra inmediatamente quc 


_ 1 + iy 
1 — iy 


Tomando logaritmos en ambos lados de esta ecuación y luego escribicndo a: 
en vez dc y y arc tan x en vez de x, se obtiene la ecuación 


(15) 


arc tan x = 


2 i 


log 


1 + ix 
1 — ix’ 


la cual expresa una relación notable entre la tangcntc inversa y cl loga- 

1 1 + x 

ritmo. Si en la serie de potencias para -log--- (p. 444), ya conocida. 


sc reemplaza x por ix, sc obtiene la serie de potencias para arc tan x. 


1 , . 

arc tan x — — ( ix + - 


+ +Ü + 



Estas rclaciones son, hasta este punto, de caráctcr puramcnte formal, y, 
naturalmente, es necesario establecer de mancra más precisa el contenido 
de las mismas. Sin embargo, como se ha visto antes, mediante cl uso de 
definiciones adccuadas es posible dar a esas relaciones significado satisfac- 
toriamente riguroso. 
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*b. Un vistazo a la teoría general dc funciones 
de una variable compleja 

Aunque el punto de vista puramente fornial indicado en la última sec- 
ción está libre de objeciones, es deseable, no obstante, reconocer en las 
fórmulas anteriores algo de carácter más fundamental que simples relacio- 
nes formales. Esta idea conduce a la teoría general de funciones complejas, 
como sc denomina (por brevedad) a la teoría general de las llamadas 
funciones analíticas de una variable compleja. Como punto de partida 
podemos usar una discusión general de la teoría de series de potencias con 
variables complejas y coeficientes también complejos. La construcción de 
una teoría tal de serics de potencias no presenta dificultades una vez que 
se han definido los conceptos de límite en cl dominio de los números com- 
plejos. De hecho, esta teoría sc desarrolla en forma casi paralela a la teoría 
de series de potcncias rcales. Sin embargo, puesto quc no haremos uso 
alguno de estas cuestiones en lo que sigue, nos concretaremos aquí a esta- 
blcccr ciertos hcchos, omitiendo las demostraciones. Uno dc los resultados 
que se encuentran es la siguiente generalización del teorema de la sec- 
ción 7.5 a, válida para series de potencias complejas: 

Si una serie de potencias converge para cualquier valor complcjo x — £, 
entonces converge absolutamente para todo valor x tal que |x| < j£¡; y si 
dicha serie diverge para un valor x = £, entonces diverge también para todo 
otro valor x tal que |x| > |||. Una serie de potencias que no converge en 
todas partes pero que converge para algunos puntos, además de hacerlo 
para x = 0, posee un círculo de convergencia, es decir, existe un número 
p > 0 tal que la serie converge absolutamente para |.v| < p y diverge para 

M > p. 

Una vez que se ha establccido el concepto de “funciones de una va- 
riable compleja reprcscntadas por series de potencias”, y habiendo desarro- 
llado las rcglas para operar con tales funciones, podemos considerar las 
funciones e x , sen x, cosx, arc tan a:, etc., dc la variable compleja x simple- 
mente como definidas por las series de potencias que Ias representan para 
valores reales de x. 

Ilustraremos mediante dos ejemplos la forma en que la introducción de 
variables complejas arroja luz sobre el comportamiento de las funciones 
elementales. La seric gcomctrica para 1/(1 + x 2 ) deja de ser convergente 
cuando x cae fuera del intervalo — 1 < x < 1, y lo inismo ocurre para la 
serie que reprcsenta a arc tan x, aunque el comportamiento de estas fun- 
ciones no exhibe peculiaridades en los extremos del intervalo de conver- 
gencia. Estas funciones y sus derivadas son continuas para todos los valores 
reales de x. Por otra parte, es fácil comprender por qué las series para 
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1/(1 — x 2 ) y log (1 — x) dejan de ser convergentes cuando x pasa por el 
valor uno, ya que en este punto las funciones se vuelven infinitas. 

Sin einbargo, la divergencia de la serie que representa a la tangente 

CO 

inversa y la dc la serie 2 ( — l) v .v 2v , para \x\ > 1, se aclara de inmediato 

V -0 

si consideramos valores complejos de x, como antes se hizo. En efecto, en 
cste caso encontramos que cuando x = i las funciones se vuelven infinitas 
y por esta razón no pueden scr representadas mediante series convergentes. 
Por tanto, como una consecucncia del teorema sobre el círculo de conver- 
gcncia, la serie debe ser divergente para todos los valores de tales que 
[,v| > |ij = 1. En particular, para valores reales de x Ia serie diverge fuera 
dcl intcrv r alo —1 < x < 1. 

Otro cjemplo lo constituye la función f(x) = g _1/x2 para x=£0, con 
/(0) = 0 (ver p. 481), la cual, a {>esar de su comportamiento completa- 
mente suave, 1 no puede ser dcsarrollada en serie de Taylor. De hecho, esta 
función deja de ser continua si consideramos valores imaginarios puros 
.r = i¿. La función toma cntonces la forma e l/L1 y crece más allá de toda 
cota cuando £ —» 0. Es claro, por consiguiente, que esta función no puede 
ser representada por ninguna seric dc potencias en .r para todos los valores 
complejos dc * cn una vecindad del origen, sin importar cuán pequeña se 
escoja dicha vccindad. 

Estas observaciones sobre la teoría dc funciones y series de potcncias de 
una variable compleja bastarán por ahora. 


Apéndice 


*A.l Multiplicación y división de series 


a. Multiplicación de series absolutamente convergentes 


Sean 

00 00 

a — 2 a v y b — 2 

v-o v=o 

dos series absolutamente convergentes. Junto con éstas consideremos las correspon- 
dientes serics convergcntes de valores absolutos 


_ ao 

a = 2 ¡ G v! y 

v=o 

A continuación hagamos 

n-i n 1 

A n 2 B n = 2 K, 

v_o v=o 

y 


5 = 2IM- 

v=o 


A n = 2 l fl vl. B n = 2 \K\ 

v-0 V=0 


1 Es una función “lisa”, coino se vio, en todo el campo real. (N. del T.) 
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c n = a 0 b n + a i b n-i + ' ' ' + a n b 0 

00 

Afirmamos que la serie ^ c n cs absolutamente convergente y que su suma es igual 
a AB. 

Para demostrarlo escribimos Ia serie 

a o b o + a i b o + a i b i + a o b i + a 2 b o + a o b i 
+ d. ¿ b., + &i b -2 + &Q b 2 + ‘ ‘ ‘ + a n b o + a n b \ 

+ ‘ ' ' + a n b n + • • 1 + a i b n + a o b n + ' " > 
en la cual Ia n 2 -ésima suma parcial es A n B n . Lo que se afirma es que tal serie con- 
verge absolutamente. En efecto, las sumas parciales de las correspondientcs series de 
valores absolutos crecen monótonamente; y la n 2 -ésima suma parcial es igual a A n B n , 
que es menor que AB (y que tiende a AB). Por consiguiente, la serie de valores abso- 
lutos convergc y la serie en cuestión converge absolutamentc. La suma de la serie 
es evidentemente AB, puesto quc la n 2 -ésima suma parcial es A n B n , que tiende a AB 
cuando n —► co. Intercambiemos ahora los términos, lo cual es válido para series 
absolutamente convergentes, y agrupemos en paréntesis, en forma sucesiva, los tér- 
mmos. En una serie convergente cs posible agrupar los términos sucesivos en la forma 
que se quiera sin alterar la convergencia o el valor de la suma de la serie, pues si, 
por ejeinplo, se agrupan todos los términos + a n+ ._> + ••• + a m ) , entonces al 

formar las sumas parciales omitircmos aquéllas sumas que originalmente caían cntre 
s n y s m> lo cual no afccta Ia convergencia ni cambia el valor del Iímite. También, si 
antes de inscrtar los paréntesis la serie es absolutamente convergente, Jo sigue siendo 
después. Puesto que la serie 

CO 

2 e v = ( a o b o ) + ( a o b i + a i b o) + ( a o b 2 + a i b i + a 2 b o ) + • • • 
v=0 

está formada dc csta manera por las series consideradas antes, Ia demostración re- 
querida queda cornpleta. 

*b. Multiplicación y división de scries de potencias 

La aplicación principal del teorema anterior tiene lugar en la teoría de las series 
de potencias. E1 siguiente aserto es una consecuencia inmediata de él: E1 producto de 
dos series de potencias, 

00 OC 

y 2 b v xV > 

v=0 V_-0 

está representado en el intervalo de convergcncia común a ambas series de potencias 

00 

por una terccra serie, 2 c v* v > cuyos coeficientes están dados por 
v=o 

c v a o^v a ibv-i “t“ ’ * " 

# Como en el caso de la multiplicación de series de potencias, el cocicnte de las 

co 

dos series anteriores puede representarse por una serie de potencias 2 <Iv xV > siempre 

. V-Q 

que b 0 , el término constante cn el dcnominador, no se anule. (En este último caso 
tal rcpresentación es por lo general imposible, pues podría no haber convergencia 
para a - = 0 debido a Ia anulación del denominador, en tanto que, por otra parte, 
toda serie de potencias dcbe converger para * = 0.) Los coeficientes de la serie de 
potencias 

CO 

2 iv^ 

V-0 
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00 cc 00 

pueden calcularse recordando que 2 ( lv xV ' 2 ^v* v = 2 a t' A " v j y P or consiguicnte, 

V=0 V=0 V (I 

son válidas las siguientes ecuaciones: 

fl o = Qftbcn 
a i = ++ + ( 1 

flo = <7 o ¿ 2 + + + + 9^0’ 


a v 9o ¿ v "l~ c l-J , v-i + "t" Qv^ii- 

De la primcra de estas ecuaciones fácilmcntc se encuentra q 0 , de la segunda se ob- 
ticne el valor de q v de Ia tercera (usando los valores de q 0 y q x ) se encuentra el 
valor de q. ¿ , etc. Para dar una justificación estricta de la expresión del cociente de dos 

serics dc potcncias como una tercera serie, hemos de investigar la convergencia de la 

oo 

serie de potencias V q v x v , que sc ha calculado formalmente. Sin embargo, no haremos 
v=° 

uso posterior del resultado y nos conformaremos con mencionar que la serie para el 
cocicntc realmente convcrge en algún intervalo en torno al origen. Se omite la de- 
mostración. 


A.2 Series infinitas e integralcs impropias 


Las se.ries infinitas y los conceptos dcsarrollados en relación con ellas 
ticnen aplicacioncs y analogías simples en la teoría de las integrales im- 
propias (ver capítulo 3, p. 320). Nos concrctamos aquí al caso dc una 
integral c.onvergente con un intervalo de integración infinito; digamos, 

S 00 

f(x) dx. Si dividimos el intcrvalo de integra- 

0 

eión mediante la sucesión dc númcros x 0 — 0, x¡, . . . que tiende monóto- 
namente a +co, podemos escribir la integral impropia cn la forma 


S 


f(x) dx — + a 2 + • • •, 


donde cada término de la scric infinita es una intcgral: 


5 X1 prj 

f(x) dx, f(x)dx,..., 

y así sueesivarnente. Esto es válido independicntemcnte de la forma en que 
sc escojan los puntos Podemos, por eonsiguientc, rclacionar Ia idea de 
una intcgral impropia convergente con la de una serie infinita, de muchas 
maneras. 

Es espcc.ialmcntc convcniente escoger los puntos x v de manera tal que 
el integrando no cambie de signo dentro de ninguno de los subintervalos 

oo 

individuales. La serie 2 l G >'| corresponde entonces a la integral dcl valor 

V=1 

absoluto de nuestra función, 
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I 


[/(.y)| dx. 

Hcmos así llcgado, de mancra natural, al siguiente concepto: se dice que 

S CO 

f(x) dx, es absolutamente convergente si la in- 
tegral \ !/(.v) ¡ dx converge. De lo contrario, si la primera integral existe 


í 


y la scgunda no, dccimos que aquélla es condicionalmente convergente. 
Algunas de las intcgralcs antes consideradas (pp. 326 a 328), tales corno 


00 | f* X /*cc 

- dx, V e~ x " dx, r(x) = \ e~ ( t x ~ l dt. 

o 1 + v " Jo Jo 

son absolutamentc convergentes. 

Por otra parte, la importante intcgral de Dirichlet 

/=r ~—dx = íím r — dx, 

Jo 1 /l-vcojo A ' 

estudiada en la p. 328, cs el cjemplo típico de una integral condicional- 
incntc convergcnte. La demostración más sencilla posible de su convergencia 
se basa cn la rcducción a una intcgral absolutamcnte convcrgente: Escri- 
bimos senv = (1 — cosx)' = 2(sen 2 x/2)' y aplicamos integración por par- 
tes, con lo cual / sc reduce a la forma absolutamente convergente 

/ = 2 Se ( X "^ dX 

(Obsérvcse que el nuevo intcgrando tiende continuamente al límite £ cuan- 
do x —» 0 y se anula con el orden de x~ 2 cuando x—> oo,) 

*Una demostración diferente de la convergcncia se obtiene subdividien- 
do el intcrvalo dc 0 a A mediante los puntos x v = V7r (v — 0, 1, 2, . . ., ¡Xa), 
donde es el mayor entero posible que satisface jx A -n < A. Por consiguiente, 
la integral resulta dividida en términos de la forma 


dy — 


Í VTt 


sen x 


dx, para v = 1,2, . . ., 


)Tt 


y un residuo R A de la forma 

r i 


1 ti.OT 


sen .v 

— — dx (0 < A — ¡x a it <7r). 

V 


Es obvio que las cantidades a v tienen signos alternantes, pues sen x 
es alternadamente positivo y negativo en intervalos consecutivos. Además, 
|flv+i| < |fl v |j pues al aplicar la transformación * = $ — ir, se tiene 
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\a v \ 


_ C vn |sen *| ^ __ C <v+ Dit [sen (| — 7 r) j _ f (v+1)Tt 
3 (V- 1 ) 1 T * Jv-Tt ^ ^ 7 " Jvir 


|sen¿| 

I “ ^ 




£ 


' + 1)1t |sen || 


— |<3v+i 


En consecuencia, por el criterio de Leibnitz se ve que converge. Ade- 
más, el residuo R A tiene el valor absoluto 


I Ra\ = 


C A sen x r(^ + D 

\ — - dx - \ 

Jl-UTT J^UII 


sen x\ 


dx 


j p(nx + i)TT 2 

<-\ Isen x\ dx = -, 

WJu 


'M.ITT 


/X,lTT 


que tiende a 0 cuando A crece. Así, si se hace que A tienda a infinito en 
la ecuación 


£ 


sen * 


dx -- ai + a-y + a 2 4 - • • • + + R A , 


el lado derecho tiende a Xa v como límite, y así la integral es convergente. 
Sin cmbargo, la convergencia no es absoluta para 


Wv\ > 


pVTt 

J(v- Dtt 


sen x\ , 2 

—-— dx = — 

V7T V7T ' 


de manera que 2 | fl v| diverge. 


*A.3 Productos infinitos 

En la introducción a este capítulo (p. 530) se dijo que las series infi- 
nitas son sólo una forma, aunque particularmente importante, de represen- 
tar números o funcioncs mediante procesos infinitos. Como un ejemplo de 
otro de tales procesos consideraremos aquí los productos infinitos. Pero no 
daremos demostraciones. 

En la p. 301 encontramos el producto de Wallis, 

7T _ 2 2 4 4 6 6 
2 ~ 133557 ’ 

en el cual el número x/2 se expresa como un “producto infinito”. General- 
mente hablando, por valor del producto infinito 

00 

n CLv — CL\ * do ' &Z * ^4 
v=1 

se entiende el límite de la sucesión de “productos parciales” 
a i, fli ■ a->, a x - a 2 ' a 2 , a\ * a 2 * a 2 ■ a^, . . . , 

en el supuesto de que exista. 
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Es claro que los factores a 1} a 2 , a 3 , . . . pueden ser también funciones de 
una variable x. Un ejemplo especialmente interesante es el del “producto 
infinito” para la función sen x, 



que obtendremos en la sección 8.5, p. 620. 


E1 producto infinito para la función zeta juega un papel muy importante en la 
teoría de los números. Para conservar la notación usual de la teoría de los números, 
denotaremos aquí por s la variable independiente y definiremos la función zeta para 
s > 1, siguiendo a Riemann, por la expresión 

co x 

tts) = 2 -• 

71 * 

«=1 71 

Sabemos (sección 7.2 c, p. 543) que la serie de la derecha converge cuando s > 1. 
Si p es cualquier número mayor que 1, se obtiene la ecuación 

1 111 

•-■—- = 1 4-1-1---h ' ' ' 

1 p a p' ¿ * p^ s 

P a 

al desarrollar el lado de la izquierda en una serie geométrica de cociente p~*. Imagi- 
nemos que esta serie se escribe para todos los números primos p v p.,, p 3 , . . . con- 
siderados en orden de magnitud creciente, y que todas las ecuaciones que así resultan 
se multiplican entre sí. Obteneinos en el lado izquierdo un producto de la forma 

1 1 

1 — pf* 1 — p.r* 

Sin detenemos a justificar este procedimiento multipliquemos entre sí las series del 
lado derecho de nucstras ecuaciones. Como resultado se obtiene una suma de términos 

p-kisp-kisp ^s • •=(/, k'pktp *» • • • )-*, 


donde k v k 2 , k 3 , . . . son enteros no negativos. Recordamos también que, por un 
teorema elemental, todo entero n > 1 puede ser expresado de manera única como 
un producto dc potencias de números primos diferentes: n — p^'p.J** • • • . En esta 
forma encontramos que el producto del lado derecho es la función f(j), de manera 
que obtenemos la notable “fónnula dcl producto” de Euler: 


(17) 


$(s) = 


1 - p x ~» 1 - p.f 


Esta “fórmula del producto”, cuya derivación sólo se ha bosquejado aquí, es en rea- 
lidad una expresión de la función zeta como un producto infinito, puesto que el 
número de números primos es infinito. 


En la teoría general de los productos infinitos se excluye, por lo general, 
el caso en que el producto a^a^ • • • a^ tiene como límite el cero. Por consi- 
guiente, es especialmente importante que ninguno de los factores a n se 
anule. Para que el producto pueda ser convergente los factores a^ deben, 
según esto, tender a 1 cuando n crece; y, puesto que, si es necesario, pode- 
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mos omitir un número finito de factores (lo cual no influye en las cues- 
tiones de convergencia), es válido suponer que > 0. E1 siguiente teore- 
ma, casi trivial, es aplicablc a este caso: 

Una condición necesaria y suficiente para la convergencia del producto 
00 00 

II a v , donde a v > 0, es que la serie 2 l°g °v sea convergente. En efecto, 

V-l V-1 

como una consecuencia dc la continuidad del logaritmo, las sumas parcia- 

n 

les 2 log a v — log (a,a-j • • • a n ) de esta serie tenderán a un límite definido 

si, y sólo si, los productos parcialcs a^aj • • • a n tienen un límite positivo. 

En el estudio de la convergencia es de gran utilidad el siguiente criterio 
que da una condición suficiente, en la que a v — 1 + <x v . El producto 

fl (1 +av) 

V=1 


converge si la serie 

ikl 

v=i 

converge y ninguno de los factores (1 + a v ) es nuto. Para la demostración 
podemos suponer, oxniticndo un número finito de factores si es necesario, 
que |«v| < i para todo v. Entonces tenemos 1 — |« v | > i y, por el teorema 
del valor medio, log (1 + h) — log (1 + h) — log 1 = hj (l + Qh) con 

O<0< 1. 

Por consiguiente 


|log (1 + ctv) | — 


1 + Qa v 


«v 




< 2 


«V 


00 

y en esta forma la convergencia de la serie 2 log (1 + a v ) se deduce de la 

V=1 

00 

convergencia dc 2 |«v|. 

v=l 

De este criterio se deducc que el producto infinito considerado antes para sen arx, 
(16), converge para todos los valores dc x cxcepto para los valores x = 0, — 1, 
± 2, . . . , cn los cuales los factorcs del producto se anulan. Lo mismo que para la 
función f de Riemann, cuando í > 2 y í > 1 se encuentra de ininediato que 

1 1 12 

-- 1 + -, 0 <-< —. 

1 — pr s p a — 1 p s — 1 p s 


1 

Ahora bicn, si p toma todos los valores primos, la serie 2 — debe converger, puesto 

P 3 

co j 


que sus términos son sólo una parte de la serie convcrgente 2 ~ • Queda así demos- 

V—1 v' 

trada la convergencia para s > 1 del producto de la Ec. (17). Puesto que la serie 
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para f(r) con s = 1 (esto es, la serie armónica) diverge, puede concluirse que la 
serie de inversos de números primos, es decir, la serie 


* 1 

2 - 

fc=i Pk 


11111 1 

— H- 1~ —H —I- h — 

2 3 5 7 11 13 


1 1 

H-1—— + 

17 19 


divcrge también. (De paso esto demuestra que el número de números primos es 
infinito.) En efecto, si la serie de números primos recíprocos fuese convergente, en- 
tonccs también lo sería la serie con términos 


1 


1 = 


Pk' 


i -Pir 1 i -Pk - 1 

puesto que p k > 2 y 

0<« fc <2 p k ~K 

En consecuencia, como indica el criterio antcrior, el producto infinito 


n (i + = n -—— 

fc=l fc=l 1 Pk fc=l 


1 1 

= n 11 + — + —• + 

Pk Pk 2 


también sería convergente; pero entonces la serie armónica debería converger, lo 
cual es imposible. 


*A.4 Series en que aparecen números de Bernorilli 


Hasta ahora no hemos dado los dcsarrollos cn series de potencias para ciertas 
funciones elcmentales; por ejcmplo, para tan x. La razón de ello es que los coefi- 
cientes numéricos que aparecen en esos casos no tienen ninguna forma sencilla. Estos 
coeficientes, y los quc aparecen en las series de ciertas funciones, pueden expresarse 
en términos de los llamados números de Bernoulli. Son éstos curiosos números racio- 
nales, con una ley de formación algo obscura, que aparecen en muchas partes del 
Análisis. La manera más simple de obtenerlos consiste en desarrollar la función 


e x — 1 


x x ¿ 

+ — + — + 
2! 3! 


en una serie de potencias formal del tipo 

x 00 

e* - l _ S 

Escribiendo esta ecuación en la forma 


v=o 


B * 

- X v . 

I 


® B * 

x= (e* - 1) 2-T*v 
v=o v ■ 

y substituyendo en el lado derecho e x — 1 por su serie de potencias, se obtiene una 
relación de recurrencia para los B n *: 
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donde n > 0 y jB 0 * = 1. A partir de ella es posible calcular con facilidad los B* 
en forma sucesiva. Estos números racionales se llaman números de Bernoulli. 1 Son 
números racionales ya que en su formación sólo intervienen operaciones racionales. 
Como es fácil ver, se anulan para todos los índices impares diferentes de v = 1. 
Algunos de ellos se dan a continuación 


11 11 

B* = 1, B * =-, B * = B* =-, B* = —, 

0 1 2 2 6 4 30 6 42 


1 

30’ 


B* = 


66 


Nos conformaremos aquí con dar una idea breve de cómo estos números apa- 
recen en las series de potencias que estamos considerando. Primero, haciendo uso 
de la transformación 


1 + -A'* + 

2 ! 


obtenemos 


x x x e x + 1 .v e 1/<AX + e- 1/¡tX 

e x — 1 2 2 e x — 1 2 e 1/íx — e- 1/ ' , ‘ J ' , 


x x x B* 
- coth - = V 
2 2 ± Q (2v)\ 


(Esta fórmula prueba que fi* = 0 para v > 0, ya que {x/2) coth {x/2) es una 
función par de x.) 

Si reemplazainos x por 2x obtenemos la serie 

, * 2 2v B.„* 

x coth x = y ‘ — x- v , 

(2»-)! 

válida, como puede demostrarse, para \x\ < v, y dc la cual se obtiene 

2 2v B* 


■ COt A = y { — 1 ) V . 

to (2v)l 


k! < rr. 


al reemplazar x por — ix (ver p. 567). 

Por medio de la ecuación 2 cot 2x = cot x — tan a obtenemos ahora la serie 

® 2 2 v ( 2 2v — 1 ) 

tan * = 2 ( - 1 ) ' v " 1 - ——— B 2V *x- v - \ 

v=i (2v)l 


que se cumple para |a¡ < 


TT 

2 


Para una información adicional remitimos al lector al capítulo 8 y a textos más 
detallados. 2 


1 Con una notación ligeramente diferente (pp. 638-639), la fórmula básica 
escribirá 


x 


e x — 1 


00 

= 1 — ix + 2 ( — 1) V+1 
v=l 


B, 

( 2 <! 


x 2v . 


se 


2 Véase, por ejemplo, K. Knopp, Theory and Applications of Infinite Series 
página 183, Blackie & Son, Ltd., 1928, y K Knopp, Infinite Sequences and Series 
Dover Publications, 1956. ’ 
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PROBLEMAS 


SECCION 7.1, página 528 
1. Demostrar que 


1 


1 1 

+ + •••+ = 1 


tUv{v+ 1) 1-2 2-3 

qo j 

[ver problema 1.6, 12(a)] y úsese el resuítado para demostrar que V — converge. 

v=i v 2 

2. Usar el resultado del problema 1 para obtener cotas superior e inferior para 

co j 

2 - 

V=1 V- 


o * 2v + 3 

3. Demostrar que y (— 1) v -- 

(r+l)(r + 2) 


= 1. 


4. ¿ Para qué valores de a converge la serie 1-1--- í. ... ? 

2“ 3° 4“ 


5. Demostrar que si 2 a v converge y í n = a t + a 2 + • • • f a n , entonces la 


sucesion 

+ *•’ -f' s 

_ 

oo 

también converge y tiene por límite 2 a v- 

v=i 

00 / 2n 

6. ¿Es convergente la serie V ( -- 

Zi V 2n + 1 


2n - 


2n 


-) 


7. ¿Es convergente la serie 2 ( — 1 ) v 


v + 1 


8. Demostrar que si 2 a v 2 converge, lo mismo es cierto para 2 • 

V=1 v=i v 

9. a ) Si a n cs una sucesión monótona creciente con términos positivos, ¿en 

1 1 1 

qué casos convcrge la scrie-f-1-- + • • • P 

a i a i a 2 a i a 2 a 3 

b) Dar un ejemplo de una sucesión monótona decreciente tal que lím a n — 1 

n -»w 

y para la cual la serie asociada diverja. 

c) Demostrar que si se admiten sucesiones decrecientes, es posible entonces ob- 
tener sumas convergentes aun cuando lím a n — ]. 

n~> oo 
co 

10. Si 1 a serie 2 a v con términos positivos decrecíentes converge, entonces 

v=l 

lím na_ = 0. 


n —>ro 
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11. Demostrar que la serie 2 sen ~ diverge. 

V=1 " 

12. Demostrar que si 2<z v converge y b iy b 2 , b 3 , ... es una sucesión monótona 
icotada de números, entonces Za v b v converge. Además, demostrar que si S = 2 a v b v 
' 'Lay < 3Í, entonces |5| < AÍ6 r 


13. Se dice que una sucesión {a n } es de variación acotada si la serie 

2 K + i - a i\ 

i =1 

converge 

a) Demostrar que si la sucesión {a n } es de variación acotada, entonces la su- 
cesión {a n } converge. 

b) Encontrar una serie infinita divergente, 2a¡ cuyos elementos constituyan 
una sucesión de variación acotada. 

c) Demostrar la siguiente generalización del criterio de convergencia de Abel 
(ver página 532), debido a Dedekind: 

La serie 2 a^p^ es convergente si 2a v oscila entre cotas finitas y {p¡} es una 
sucesión nula de variación acotada. 

d) Establecer la convergencia de las siguientes series infinitas: 


00 sen nx 

a) 2--( —l) n J 

«=2 lo S” 

00 cos nx 

b) 2-7— 

n=2 lü 8« 

siendo x un número real arbitrario pero fijc 


14. Discutir la convergencia o divergencia de las siguientes series: 

sen vB 


(-l) v 
a) 'Z—- 

V 

d ) 2 

( — 1 ) v cos ( e/v) 

b) 2 " ------ 

V 

•) 2 

cos vO 

0 2 - 

/) 2 


( — 1) v cos vO 


( — 1 ) v sen vO 


15. Encontrar las sumas de los siguientes reordenamientos de la serie para log 2, 

11111 

1-+--)-+ •••: 

2 3 4 5 6 

1111111 1 

a) 1-h-h---h — — • • *. 

2 4 3 6 8 5 10 12 

11111 

b) 1+- +-+ + +•••• 

3 5 2 4 6 


16. Determinar si las siguientes series convergen o divergen: 

11111111 

a) 1 4 - 4 - 1 -+ — 4 -+ + — •••. 

23456789 

12 112 112 

b) 1+-+ - + -- - + - +-+ +-. 

23456789 
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SECCION 7.2, página 539 

00 

1. Demostrar que 2 


1 


V=2 Í'UOS v )“ 
cc i 

2. Demostrar que 2 
do a < 1 


converge cuando « > 1 y diverge cuando a < 1. 

converge cuando a > 1 y diverge cuan- 


¿T 3 V log V (log log v)" 

3. Demostrar que si n es un entero arbitrario mayor que 1, 

* a v n 

2 — = log n, 

v=i v 

donde a v n se define como sigue: 

1 si n no es un factor de v 
— (n — 1) si n es un factor de v 

„ _ “ log (v + 1) - log v 

4. Demostrar que V- converge. 

v =2 (logv) 2 

1-2-3--V 


5. Demostrar que 2 


si a < 1. 


\ (a + 1) (a + 2) * • • (a + v) 


1 


converge si a > 1 y diverge 


*6. Mediante comparación con la serie 2—> establecer el criterio siguiente: 

V=1 

Si --— > 1 + s para algún número fijo e > 0 independiente de n, y 

log n 

para todo n suficientemente grande, entonces la serie Za v converge absolutamente. 
log (l/|a n |) 

Si - — - -— - < 1 — e para todo n suficientemente grande y algún número e > 0 

log n 

independiente de n, entonces la serie 2 a v no converge absolutamente. 

converge. 


oc / 1 V 

7. Demostrar que la seríe V ( 1 ~ —^ 2 . ) 

ái\ vv) 


8. ¿Para qué valores de a convergen las siguientes series 

11111 

a) 1--f-+-+ — * * * , 

2 “ 3 4 " 5 6 " 

11111 

b) 1+-+ — + --+-? 

3 “ 2 “ 5 " 7 “ 4 “ 


1 

9. Por comparación con la serie 2- establecer el criterio siguiente: 

v(logv)“ 

La serie 2 ja v | converge o diverge según que 

log (1/n |a n |) 
log log n 

sea mayor que 1 + t o menor que 1 — e, para todo n suficientemente grande. 

10. Obtener del criterio del problema 6 el criterio de la raíz n-ésima. 
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11. Establecer el siguiente criterio de comparación: Si la serie 2¿> v de términos 
positivos converge y si 

^ b n+\ 
b n 

a partir de cierto término, la serie 2 a v es absolutamente convergente. Si 2 b v di- 
verge y si 

b n +1 

X 

a partir de cierto término, la serie 2a v no es absolutamente convergente. 

00 1 

*12. Por comparación con la serie 2 —> establecer el criterio de Raabe: 

v =i v 

La scrie 2 |a v | converge o diverge según que 


V ¡«...I 1 


sea mayor que 1 + e o menor que 1 — e para todo n suficientemente grande y para 
algún e > 0 independiente de n. 


13. Por comparación con 2- 

v (log v) a 

La serie 2 \a v \ converge o diverge según que 


, establecer el siguiente criterio: 


n log n I --- - 1 - - ) 

V \ a n+i I "/ 


sea mayor que 1 + e o menor que 1 — r para todo n suficientemente grande. 

14. Probar el criterio de Gauss: 


Si 


n R n 
1 H-1 —> 

n n 1+6 


donde |i2 n | es acotado y e > 0 es independiente de n, la serie 2 |« v | converge si 
H > 1, y diverge si ¡i < 1. 

15. Investigar la convergencia o divergencia de las siguientes series “hipergeo- 
métricas”: 

a a(a + 1) a(a + 1) (a + 2) 

a) 7 + 0ÍP + 1) + W + 1)(>3 + 2)' + 

« • (i a(a + 1 ) • P(/3 + 1 ) 
o) 1 + --t- 


i y 


1 -2-y(y + 1) 


a(a + 1 )(« + 2 ) •/?(/? + 1 )(/? + 2 ) 

+ 1 -2-3-y(y + 1) (y + 2) 


SECCION 7.4, página 545 

1. La sucesión f n (x), n — 1,2,..., está definida en el intervalo 0 < x < 1 
por las ecuaciones 

fo(x) = 1, f n (x) = V* / n _ x (x). 

a) Demostrar que en el intervalo 0 < x < 1 la sucesión converge a un límite 
continuo. 

*b) Probar que la convergencia es uniforme. 
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*2. Sea f 0 (x) una función continua en el intervalo 0 < x < a, y sea la sucesión 
de funciones f n (x) definida por 


/.(*) = 


r 

J o 


-i(<) dt, n = 1, 2, 


log v 
v x 


converge uniformemente para 


Demostrar que en cualquier intervalo fijo 0 < x < a la sucesión converge uniforme- 
mente a 0. 

*3. Sea f n (x),n= I, 2, ... , una sucesión de funciones con derivadais continuas 
en cl intervalo a < x < b. Demostrar que si f n (x) converge en cada punto del inter- 
valo y que si la desigualdad \f n (x)\ < M (donde M es una constante) se satisface 
para todos los valores de n y de x, entonces Ia convergencia es uniforme. 

* 1 

4. a) Demostrar que la serie 2 — converge uniformemente para x > 1 + e, 

v=i pX 

siendo e > 0 cualquier número fijo. 

b) Demostrar que la serie derivada — 2 
.v > 1 + e, donde e es un número positivo fijo. 

cos vx 

*5. Demostrar que la serie 2- j a > 0, converge uniformemente para 

v a 

e < x < 2v — c donde e es cualquier valor positivo suficientemente pequeño. 

6. La serie 

+ +i (i —LY +... 

a:+ 1 3 \ x + 1 / 5 \ .v + 1 / 

converge uniformemente para e < x < N, siendo e y N números positivos fijos. 

7. Encontrar en qué regiones son convergentes Ias siguientes series: 


a) 2* v! - 

(r!) 2 x v 


b) 2 


( 20 ! 


2-. <■<!• 


d) 2—. *>i. 

v x 


'•) 2 
f ) 2 


log V 


1 — 


*8. Demostrar que si la serie de Dirichlet, 2 —> converge para x = * 0 , con- 

v x 

verge también para cualquier x > x 0 ; y si diverge para x = x 0 , diverge también para 
cualquier x < x (y Existe así una “abscisa de convergencia” tal que para cualquier 
valor de x mayor la serie converge y para cualquier valor de x menor la serie diverge. 

a v . . a v Iog v 

9. Si 2 — converge para x = x 0 , la serie derivada, — 2-converge 

v 1 v x 

para cualquier x > x 0 . 

SEGCION 7.5, página 556 

1. Si el intervalo de convergencia de la serie de potencias 2 a n x n es |x| < p, y 
el de 2 b n x n es |at¡ < p', siendo p < p’, ¿cuál es el intervalo de convergencia de 

2(a n + b n )x n ? 
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2. Si a v > 0 y 2a v converge, demostrar que entonces 

lím 2 a v xv = 2 a v- 

3. Si a v > 0 y Z¿z v diverge, demostrar que entonces 

lím 2 a v« v = 00 • 


*4. Demostrar el teorema de Abel: 

Si 2 a v Jfv converge, entonces converge uniformemente para 0 < x < X. 

*5. Si Za v X v converge, entonces lím 2a v x v = 2,a v X v . Demostrarlo. 

x->x-o 


*6. Por multiplicación de series de potencias demostrar que 
a) e x ev = e x +v. b) sen 2x = 2 sen x cos *. 

7. Usando la serie binomial calcular V 2 con cuatro cifras decimales. 

8. Sea a n una sucesión de números reales y S el conjunto de todos los puntos 
límite de a n . Denótese el extremo superior p de S por p = lím a n . Mostrar que la 

oo 

scrie de potencias 2 c n xn converge para |x¡ < p y diverge para |x| > p, donde 
n=0 


1 


lím ^|c n | 


APENDICE, página 570 

1. Demostrar que la serie de potencias para V (1 — x) sigue siendo conver- 
gente para x = 1. 

2. Demostrar que para todo número positivo e existe un polinomio en x que 
representa a V (1 — ■ x) en el intervalo 0 < x < 1 con un error menor que e. 

3. Haciendo x — I — t 2 en el problcma 2, demostrar que para todo número 
positivo e existe un polinomio en t que representa a |í) en el intervalo — 1 < t < 1 
con un error menor que e. 

4. a) Demostrar que si f(x) es continua para a x ^ b, entonces para todo 
e > 0 existe una función poligonal (p(x) (esto es, una función continua cuya gráfica 
consiste en un númcro finito de segmentos rectilíneos unidos entre sí formando esqui- 
nas) tal que \f(x) — <p(x)¡ < e para todo valor de x en el intcrvalo. 

b) Probar que toda función poligonal <p(x) puede ser representada mediante 
una suma <p(x) — a + bx + |x — Xj|, donde las son las abscisas de las es- 

quinas. 

5. Teorema de aproximación de Weierstrass. Demostrar, sobre la base del 
aserto anterior, que si f(x) es continua en a < x < b, entonces para todo número 
positivo e existe un polinomio P(x) tal que | f(x) — P(x)| < e para todos los valores 
de x en el intervalo a < x < b. 

Sugerencia: Aproxímese f(x) por una combinación lineal de la forma (x — x r ) + 
\x - x r \. 

6. Demostrar que los siguientes productos infinitos convergen: 

00 

a) II (1 + (i) 2n ); 

n= 1 

co n 3 — 1 

4 > II-; 

" - n 3 + 1 
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si \z\ < 1. 


7. Probar, usando los métodos dcl texto, quc ]|j 1 H— ) diverge. 

n-i\ nj 

8. Demostrar la identidad 

00 ¡ 

II (1 + AT-V) = - 

V=1 1 — * 

para |x| < 1. 

*9. Considérense todos los números naturales cuya reprcsentación en el sistema 
decimal no contenga el númcro 9 entre sus dígitos. Demostrar que la suma de los 
inversos de esos números converge. 

10. a) Demostrar quc para s > 1 es 

1 1 1 

1-+-+ • • • = (1 - 2i-«K(í), 

2« 3s 4 « 

donde f(r) es la función Zeta definida en la p. 575. 

b ) Usese esta idcntidad para probar que lím (s — l)f(r) = 1. 

«->i+ 

11. Criterio integral de convergencia 

a) Sea f(x) una función positiva y decreciente para x > 1. Demostrar que la 

S 00 oo 

f(x) dx y la serie infinita y\f(k) convergen o divergen si- 

i 

inultáneamente. 

b) Demostrar que en cualquiera de esos casos el límite 


.-(í 


f(x) dx — 2 f(k) 
fc--i 


c) Aplíquese este criterio para probar que la seric 


2 - 7 - 7 - 

71-2 n lo S 11 

converge cuando a > 1 y diverge cuando a < 1. 
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Series trigonométricas 


Las funciones representadas por series de potencias o, como Lagrange 
las llamó, las “funciones análíticas”, desempeñan sin duda un papel muy 
importante en el Análisis. No obstante, la clase de funciones analíticas es 
dcmasiado restringida en muchos casos. Fue por ello dc suma importancia 
para la Matemática, y para una gran variedad de aplicaciones, el que 
Fourier, en su “Théorie analytique de la chaleur”, 1 observara e ilustrara 
mediante gran número de ejemplos el hecho de que series trigonométricas 
convergentes de la forma 

- X 

CL o 

(1) f{x) — — + 2 («v cos v.v + b v sen v.v), 

2 v_i 

con coeficientes constantes a v , b v , fuesen capaces de representar una amplia 
clase de funciones f(x) “arbitrarias”, clase que incluye esencialmente todas 
las funciones de interés específico, ya sea que estén definidas geométrica- 
mente por mcdios mecánicos o de alguna otra manera. Más aún, es posible 
expresar en esa forma funciones que tienen discontinuidades de salto o que 
obedecen leyes de formación diferentes en diferentes intervalos. 

Poco después del dramático descubrimiento de Fourier, las “series de 
Fourier” fueron reconocidas, no sólo como una herramienta de gran utilidad 
en la Física y cn la Mecánica, sino también como una de las fuentes más 
fructíferas de gran número de bellos resultados puramente matemáticos. 
Cauchy y, muy especialmente, Dirichlet, entre los años 1820 y 1830 pu- 
sieron sobre bases sólidas el razonamiento algo heurístico e incompleto de 
Fourier, hacicndo el tcma tan accesible como su importancia Io requería. 

A pesar de lo “arbitrario” de las funciones expresables mediante series 
trigonométricas, aquéllas están esencialmente sujetas a satisfacer la condición 
de periodicidad con período 27r, puesto que cada término de la serie tiene 

1 Puede verse también, por ejemplo, The Analytical Theory of Heat, de Joseph 
Fourier, versión en inglés, Dover Publications, 1955. 
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este periodo. Sin embargo, como veremos después, esta restricción no es 
escncial, siemprc que se considere una función restringida a un intervalo 
finito a partir del cual pueda hacerse fácilmente la extensión como una fun- 
ción periódica. 

Estc capítulo constituye una introducción elemental a la teoría de las 
series de Fourier, dejándose a un lado refinamientos más avanzados. 

Después de una discusión prcliminar dc las funciones periódicas, demos- 
traremos el tcorema principal, en el cual se establece la validez del desarro- 
llo trigonométrico para una amplia clase dc funciones. 

En las secciones subsiguicntes discutircmos tópicos algo más avanzados, 
tales como la convergencia unifonne y absoluta de las series de Fourier y 
la aproximación mediante polinomios de funciones continuas arbitrarias. 
En el Apéndiee discutiremos la teoría de los polinomios de Bernoulli y sus 
aplicaciones. 

8.1 Funciones periódicas 

a. Comentarios generales. Extensión periódica 
de una función 

Las funciones sen nx y cos nx son funciones periódicas de x con período 
común 2-rr. Así también, cualquier suma finita, o infinita pero convergente, 
del tipo (1) es también una función periódica con período 2ir. Haremos 
ahora algunas obser\'aciones generales relativas a las funciones periódicas, 
ampliando aquéllas que se hicieron cn el capítulo 4, p. 355. 

La periodicidad de una función f(x) con período T se cxpresa mediante 
la ecuación 

(2a) f(x + T) =f(x), 

válida para todos los valorcs dc .v. 1 E1 tener período T implica que f(x) 
tiene también los períodos ±T, ±2T, .... ±mT, . . . , y 

(2 b) f(x ±mT) — f(x) 

para todos los enteros m. 

En ciertos casos cspeciales puede ocurrir también que f(x) tenga un 
período más corto. Por ejemplo, la función scn (Attx/T) tiene el período T 
así como también cl período más pequeño T/2. 

1 A1 representar funciones periódicas, es a menudo conveniente considerar la 
variable independientc a: como un punto sobre una circunferencia, en vez de hacerlo 
sobre una recta. Para una función f(x) con período 2v, consideramos x como el 
ángulo en el centro de un círculo de radio unitario, medido entre un radio inicial 
arbitrario y el radio correspondiente a un punto variable sobre la circunferencia. 
En esa forma la periodicidad de f(x) significa que a cada punto de la circunferencia 
le corresponde uno y sólo un valor de la función, aunque el ángulo x mismo está 
determinado solamentc a menos de múltiplos de 2ir. 
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Como vimos en el capítulo 4, p. 355, una función f(x) definida en un 
intervalo cerrado a < x < b puede ser desarrollada como una función pe- 
riódica con período T — b — a para todos los valores de x, definiendo la 
función en intervalos adyacentes sucesivos de longitud T fuera del intervalo 
original a < x < b por la relación de periodicidad 

(2 c) f(x + nT) = f(x), n = ±l,±2, .... 

La función extendida no está definida en forma única ni es necesaria- 
mentc continua en los puntos extremos x = a + nT = b + (n — 1)T de 
los intervalos de longitud T. Podemos admitir funciones f(x) con disconti- 
nuidades de salto en los puntos x = £, que sean continuas a uno y otro 
lado de £ pero no necesariamente definidas o continuas en el punto £ 
mismo. 

Establecido lo anterior, damos las siguientes notaciones y la definición 
de /(¿), que serán de utilidad cn todo este capítulo: denotamos los límites 
dcrecho e izquierdo de f(x) en x = £, respectivamente, por 

(3 a) f(k + 0) =Hm/U+ e *), 

£->0 

(3 b) f(i- 0) — lím f(£ — e 2 ) ; 

£-*0 

Es convcniente asignar a f($), el valor dc / en el punto de discontinuidad, 
el valor medio 

(4) m = mt + o) +n$- o)] 

Con esta convcnción no quedan ya restricciones para extender periódi- 
camente la función original, del intervalo cerrado a < .v < b a todos los 
valores de x, aun en los casos en que f(a) =/=f(b). Sólo se necesita tener 
cuidado con los valores que f(x) toma en los puntos de discontinuidad de 
salto, cn particular, si los valores definidos originalmente para f(a) y f(b) 
no coinciden. Para definir la extensión periódica tiene que usarse el valor 
mcdio i[f(a ) + f(b) ] en lugar de los valores f(a) y f(b). 

b. Integrales calculadas sobre un período 

La gráfica de una función periódica tiene claramente la misma forma 
cn dos intervalos consecutivos cualesquiera correspondientes a un período. 
Esto tiene una consecuencia importante: para una función periódica f(x) 
de período T y para una constante arbitraria a, 

f(x) dx = f f(x) dx, 

-a )o 


( 5 ) 
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o, en palabras: la integral de una función periódica evaluada sobre un 
intervalo “período” de longitud T tiene siempre el mismo valor, indepen- 
dientcmente de la localización del intervalo. 

Para demostrar esto sólo se necesita observar que, en virtud de la ecua- 
ción /(£ — T) = /(£), la substitución x = % — T, para a y /3 cualesquiera, 
conduce a 



Figura 8.1 Sc ilustra la integral calculada sobre un período completo. 
En particular, para a = -a y /3 = 0 sc tiene 

^ f{x) dx = | f{x) dx 


y, por tanto, 


j* f{x ) dx = ^ f{x) dx + ^ f{x) dx 


Í T r T-a 

f{x) dx + l f{x) dx 

T-a J 0 

í; 


= \ f{x) dx, 
’ 0 


como se afirmó. Este resultado se comprende fácilmente por medio de la 
figura 8.1. Basta recordar cl significado geométrico de la integral. 


c. Vibraciones armónicas 

Las funciones periódicas más simples, a partir de las cuales construire- 
mos las más generales, son las funciones a sen <o* y a cos ox, o bien, con 
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mayor gcneralidad, a sen «(x — £) y a cosw(.v — £), en donde a(>0), 
o (> 0) y | son constantcs. Estas funciones representan “vibraciones sinu- 
soidales >> o vibraciones (u oscilaciones) armónicas simples. 1 E1 período de 
vibración es T = 2tt/w. E1 número <o se llama la frecuencia angular o circu- 
lar de las vibraciones. 2 Puesto que \/T — <ú/2 -r es el número de vibraciones 
en la unidad de tiempo, esto es, la frecuencia, <o es el número de vibracio- 
nes en el tiempo 2rr. E1 número a se llama la amplitud de la vibración; 
representa el máximo valor de la función asenoo^A; — £) o bien de a cos 
<ü(a: — |), pues tanto el seno como el coseno tienen valor máximo igual a 1. 
Los números <o(x — |) y se llaman, respectivamente, la fasc y el despla- 
zamiento o corrimiento de fase. 



Figura 8.2 Vibraciones sinusoidales. 


Las funciones a scn <d(a: — £) se obtienen gráficamente “estirando” la 
curva seno en las proporciones 1 : <o a lo largo del eje at y a : 1 a lo largo 
del eje y, y trasladando después la curva una distancia £ en el sentido po- 
sitivo del eje * (ver Fig. 8.2). 

Mediante las fórmulas de adición para funciones trigonométricas es tam- 
bién posible representar las vibraciones armónicas anteriores por « cos ©x + 
/8sen<o.r y /Scosor - «senwr, respectivamente, siendo <x = — asen<o£ y 
/8 = a cos <ú£. Recíprocamente, toda función dc la forma « cos ux + fi sen <úx 
representa una vibración sinusoidal a sen <a(x — £) de amplitud a = yfa 2 + fi 2 


1 Cualquiera de estas dos fórmulas representa por sí misma (para todos los 
valores de a y £) el conjunto de todas las vibraciones sinusoidales. Las dos fórmulas 


son equivalentes, pues <2 sen <o(* — £) = a cos <o 


x — 



2 Obsérvese que distinguimos entre “frecuencia” y “frecuencia angular o circular”. 
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y corrimiento de jase <o£ dados por las ecuaciones a = ~a sen y /3 = 
a cos m£. Usando la cxpresión a cos ox + /3 sen wx podemos escribir inmedia- 
tamente la suma de dos o más de tales funciones que tengan la misma fre- 
cuencia angular <o cn ]a forma de otra vibración con frecuencia angular <o. 

Como vimos anteriormentc, las funciones periódicas aparecen cuando se 
desea representar en forma paramétrica una curva cerrada. Naturalmente, 
tales funciones pueden usarsc para representar fenómenos inducidos por un 
movimiento circular, por ejemplo, un proceso que se repite periódicamente 
en sincronía con un volante. Además, están asociadas a todos los fenó- 
menos de vibración. 

8.2 Superposición de vibraciones armónicas 

a. Armónicas. Polinomios trigonométricos 

Aunque muchas vibracioncs son puramente sinusoidalcs (ver ]). 422), la 
mayoría dc los movimicntos periódicos tienen un carácter más complejo, 
siendo obtenidos por “superposic.ión” de varias vibraciones sinusoidales. Ma- 
temáticamente, el movimiento de un punto sobre una recta, cuya coorde- 
nada v cs una función del ticmpo, puede rcprcscntarse mediante una función 
que sea la suma de cierto número de funciones periódicas puras del tipo 
considerado antes. Las coinponenles armónicas dc la función se superponen 
(csto es, sus ordcnadas se suman). En esta superposición se considera que 
las frecucncias angulares (y, claro cstá, los períodos) de las vibraciones 
supcrpuestas son todas difercntes, pues la superposición de dos vibraciones si- 
nusoidales de la misma frecucncia angular conducc a otra vibración sinusoi- 
dal de igual frecuenc.ia, como sc demostró con anterioridad. 

Para la supcrposición de dos vibraciones sinusoidales con diferentes fre- 
cuencias angularcs, <di y <o 2 , existen dos posibilidades fundamcntalmente dis- 
tintas, dependiendo de quc <úi/w 2 sea o no racional, o, coino también se 
dice, de que las frccuencias sean conmensurables o inconmensurables. 

Como un ejcmplo de la primera posibilidad consideremos el caso en 
que la segunda frecuencia angular es dos veces la primera: <d 2 — 2<o a . E1 
período dc la segunda vibración cs entonccs la mitad del período de la 
primera, 2tt/2wi = T 2 = Ti/2, de manera que aquélla no sólo tiene el perío- 
do T 2 sino cjuc también tiene el pcríodo doblc, T 1} pues la función se repite 
después de cstc doble período. La función formada por superposición de- 
berá, dc la misma manera, tencr el período T La segunda vibración, cuya 
frecuencia angular cs doble y cuyo pcríodo cs la mitad dcl primcro, se 
llama una primera armónica de la primera vibración (la fundamental). 

Asertos corrcspondientcs son válidos si se introduce una tercera vibra- 
ción de frecuencia angular <o 3 = 3 <di. Aquí nuevamente la función sen 3<oi,v 
necesariamente se repite con pcríodo 2 tt/o)i = T x . Esta vibración se llama 
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una segunda armónica de la vibración dada. Análogamente, podemos con- 
siderar las armónicas tercera, cuarta, ..., (n — l)-ésima, con frecuencias 
angulares <t> 4 = 4«!, <o 5 = 5wi, .. .,<o n = n<a x , y corrimientos de fase cuales- 
quiera. Cualquiera de tales armónicas necesariamente se repite después del 
período Ti = 2tt/<oi y, en consecuencia, toda función obtenida por super- 
posición de cierto número de vibraciones, armónicas de una fundamental 
dada dc frecuencia angular <o l3 es a su vez una función periódica con pe- 
ríodo 2ir /<01 = Tj. Superponiendo vibraciones cuyas frecuencias angulares 
varíen desde la de la fundamental hasta la de la (n — l)-ésima armónica, 
se obtiene una función periódica en la forma de un polinomio trigonomé- 
trico. 


( 6 ) 


ÜQ 


S n (.x) -— ■+■ 2 (<*v cos v<ax + bi 


cpn n/.i v ^ 


(La constante a 0 / 2, que no afecta la periodicidad, se deja indeterminada 
por las razones de conveniencia que veremos después.) Como esta función 
contienc 2n + 1 constantes arbitrarias, a v , b v , estamos en condiciones de 
generar curvas que en nada se parezcan a las sinusoides originales. Las 
figuras 8.3 a 8.5 constituyen ilustraciones gráficas. 

E1 término “armónica” hace alusión a la Acústica, 1 en donde una vi- 
bración fundamental de frecuencia angular <0 corresponde a un tono de 
cierta altura, y las armónicas primera, segunda, tercera, etc., corresponden a 
la sucesión de armónicas de la fundamental, es decir, a la primera octava, 
a la segunda octava, etc. 

En general, cuando se superponen vibraciones cuyas frecuencias angula- 
res guardan relaciones racionales entre sí, es posible representar dichas fre- 
cuencias como múltiplos enteros de una frecuencia fundamental común. 

La superposición de dos vibraciones de frecuencias angulares <ox y <02 
inconmensurables representa, sin embargo, un fenómeno diferente. En este 
caso la superposición de vibraciones sinusoidales ya no es periódica. Sin 
entrar en una discusión detallada, diremos que tales funciones tienen un 
carácter “aproximadamente periódico” o, como a veces se dice, son cuasi 
periódicas. 


*b. Batidos 

En un comentario final acerca de la superposición de vibraciones sinu- 
soidales, nos referiremos al fenómeno de los llamados batidos. Si se super- 
ponen dos vibraciones de amplitud unitaria pero de frecuencias angulares 
wi y <ü 2 , diferentes entre sí, y si, por simplicidad, se toma el mismo valor 


1 En Acústica se usa también el término sobretono. 



H 



o 


Figura 8.3 Combinación de vibraciones. (Las proporciones de la figura corresponder. a la hipótesis 







Figuxa 8.4 Combinación de vibraciones: I: sen* — (sen 2x)/2; II: sen* — (sen 2x)/2 + (sen3x)/3; III: sen * 
(sen 2x)/2 + (sen 3*)/3 - (sen 4*)/4; IV: sen * — (sen 2x)/2 + (sen 3*)/3 — (sen 4*)/4 + (sen 5*)/5 
(sen 6*)/6 + (sen 7*)/7. 
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de | (ver p. 591) para ambas (la generalización al caso de fases arbitrarias 
sc deja al lector), resulta entonces la función 

y = sen on* + sen <o 2 x (o>i > <i> 2 > 0). 

Por una bien conocida fórmula trigonométrica se tiene 

y = 2 cos [i(<Di — <ú 2 ) x] sen [i(o>i + <d 2 )*]- 

Esta ecuación representa un fenómeno que se describe como sigue: con- 
sidcrcse una vibración de frecuencia angular i(o>i + o> 2 ) y de período 


y 



Att/ (ü>i + o> 2 ). Tal vibración no tiene una amplitud constante sino una “am- 
plitud” variable dada por la expresión 

2 COS [i(o>i — o> 2 ).y], 

que varía con un período mayor: +r/ (o>i — o> 2 ). Esta descripción es par- 
ticularmente útil cuando las dos frecuencias angulares, o> x y o> 2 , son relativa- 
mente grandes mientras quc su diferencia (o>i — o> 2 ), es relativamente pe- 
queña. En este caso la amplitud 2cos[£(o>i — o> 2 )a:] de la vibración, cuyo 
periodo es 4tt/(o>i + o> 2 ), varía lentamcnte en comparación con el periodo 
de vibración, y este cambio de amplitud se repite en forma periódica con 
un período, 4m/ (o>i — o> 2 ), grande. Tales cambios rítmicos de amplitud se 
denominan balidos. Este fenómeno se presenta con frecuencia en Acústica 
y en Electrónica. En radiotransmisión, Ias frecuencias o>i y o> 2 caen, por 
rcgla general, en un rango muy por encima del que puede detectar el oído 
humano, en tanto que la diferencia o>i — o> 2 cae en el rango de notas audi- 
bles. Los batidos producen entonces un tono audible aunque las vibraciones 
originales sean imperceptibles por el oído. 

En la Fig. 8.6 se ilustra un caso en que se tienen batidos. 
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8.3 Notación compleja 

a. Comentarios generales 


Las operaciones con funciones trigonométricas se simplifican a menudo 
usando números complejos de acuerdo con la relación de Euler: 



cos 9 + i sen 9 = e lQ , 

o sea, 


(7«) 

cos 9 = $(e %Q + e~ %Q ), 

(7 b) 

sen 9 = — (e lQ — e~ %Q ) 
21 


(Compárese con capítulo 7, p. 566.) Según esto, es posible representar las 
vibraciones sinusoidales en términos de las cantidades complejas e ta¡x , e~ XC3X , 
o ae ic3(x ~ () , ae~ ia¡(x ~ l) , siendo a, <ú y Ia amplitud, la frecuencia angular y 
el corrimiento de fase, respectivamente. Como cabría esperar, las vibraciones 
reales se obtienen a partir de las expresiones complejas simplemente sepa- 
rando partes real e imaginaria. 

Una de las ventajas de la notación compleja consiste en que las deri- 
vadas con respecto al tiempo se obtienen derivando la función exponencial 
compleja como si i fuese una constante real. La fórmula 


—-tf[cos<a(x — |) -f isen<ú(x — |)j 
dx 

— cuú[— sen <ú(x —■ £) + icos<ú(x — |)] 

= taw[cosü)(A: — |) + i sen w (x — £)], 

que se obtiene a partir de las fórmulas para las derivadas de las funciones 
seno y coseno, puede escribirse en la forma concisa 

(8) ae l <* (x - () = ia<úe ta)(x ~ () . 

dx 

La integral de una función compleja y(x), digamos y(x) = p(x) + iq(x), 
está definida en forma natural por 


J 


y(x) dx = ^ p(x) dx + 
Según esto, para se tiene 


^ q(x) dx. 


í 


e %nx dx 


^ cos nx dx 4- 


^ sen nx dx 


— sen nx — — cos nx = — e tnx . 
n n vn 
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En particular, para cualquier entero n resulta 


S 


71 

-7t 


e in *dx = 



para 0 
para n = 0. 


Más generalmente, teniendo en cuenta que — ¿ i(n m) *> se obtiene 

para m y n enteros cualesquiera 


(9) 



e inz e -imx dx = 



para n m 
para n = m. 


Estas relaciones son simplemente expresiones condensadas de las relaciones 
de ortogonalidad entre funciones trigonométricas (ver p. 295). 


*b. Aplicación al caso de corrientes alternas 


Ilustramos aquí las ideas anteriores mediante un ejemplo ímportante. Denota- 
remos la variable independiente, el tiempo, con t, en vez de hacerlo con x. 

Consideremos un circuito eléctrico con resistencia R e inductancia L, al cual se 
aplica una “fuerza electromotriz” (voltaje) externa E. Si se trata de corriente con- 
tinua” o directa, el voltaje E es constante y la corriente / está dada por la ley de 
Ohm: E = RI. En el caso de corriente altema, sin embargo, E (y, por lo tanto, 
I) es una función del tiempo t, y la ley de Ohm toma la forma generalizada 
(ver p. 653) 

dl 

(10) E — L — — RI. 


Supongamos que la fuerza electromotriz externa, E, es sinusoidal, con frecuencia 
angular «, y está dada por e cos «í, o bien por e sen «í, y combinemos formal- 
mente ambas posibilidades en la forma compleja 

E = eeicot — £ cos wt + ie sen «í, 

donde e representa la amplitud. Es a menudo útil admitir valores complejos tam- 
bién para la amplitud: 

e — |e| e - * 1 ). 


Entonces, 

E = ]e¡ ¿i(oít-ri) = |e| (cos («í — rj) + i sen («í — rj)}. 

Podemos operar con este “voltaje complejo” E y la correspondiente “corriente com- 
pleja ” I como si i fuese un parámetro real. E1 significado de la relación compleja 
entre las cantidades complejas E e / es entonces que la corriente que corresponde a 
una fuerza electromotfiz e cos «í es la parte real de /, en tanto que la correspondiente 
a una fuerza electromotriz e sen «í es la parte imaginaria de I. La corriente com- 
pleja está dada por una expresión de la forma 

/ = agicoí = a(cos «t + i sen «(), 

que también es sinusoidal con frecuencia angular «. La derivada de / está dada 
entonces formalmente por 

Al 

—- == i a«e‘ uC 
dt 


=- a«(- sen«í + ¿cos«í) = :«/. 
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Substituyendo estas cantidades en la forma generalizada de la ley de Ohm (Ec. 10), 
y dividiendo por se obtiene la ecuación 


o sea, 


así como también 


e — aLi<¿ — Ra, 


ct 


e 

R + i<¿L 


£=(/? + iuL)J = WI. 

Podemos considerar esta última ecuación como la ley de Ohm en forma compleja 
para corrientes alternas, llamando a la cantidad 

W = R + CtL 


resistencia compleja del circuito. La ley de Ohm tiene entonces la misma forma para 
corrientes “continuas”: la corriente es igual al voltaje dividido por la resistencia. 
Escribiendo la resistencia compleja W en la forma 


donde 


obtenemos 


W = we'S = w cos 8 + iw sen 8 , 


\W\ = w = V (R- + L 2 u-), tan 5 =-, 


c . L 

/ = —¿Mc dt-b) _ - 

w W 


De acuerdo con csta fórmula, la corricnte tiene el mismo periodo (y la misma fre- 
cuencia angular) que el voltaje. La amplitud, a, de la corriente está relacionada 
con la amplitud, e, de la fuerza electromotriz, para e real, mediante la expresión 


e 

a = — 
w 

Además, existe una diferencia de fase entre la corriente y el voltaje. La corriente 
no alcanza su máximo al mismo tiempo que el voltaje sino un tiempo 8 /« más 
tarde y, por supuesto, lo mismo es cierto para el mínimo. En ingeniería eléctrica la 
cantidad w = \/R' ¿ + L 2 w 2 se llama a menudo Ia impedancia o resistencia en co- 
rriente alterna del circuito, para la frecuencia angular <o. E1 corrimiento de fase, dado 
por lo general en grados, se llama algunas veccs defasaje. 

Si la amplitud e cs compleja y tiene la forma 

e = í £ [ 

nada esencial cambia cn la forma de la ley de Ohm, excepto que 77 es un corrimiento 
de fase adicional y se tiene entonces 

E = |f| 

E H . 

/ = —. = . . _ c'wtg-i (o+r|) 

W I w\ 

c. Notación compleja para polinomios trigonométricos 

Una vibración compuesta del tipo 


n 

S n (x) — ia 0 + 2 ( a v cos vx + b v sen vx) 

v 1 


(11) 
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(donde, por brevedad, se ha tomado <o = 1) puede reducirse a la forma 
compleja mediantc las substituciones 

cos vx — i(e lvx + e~ lvx ) y sen vx — ■— $i(e tv,r — e~ lvx ). 

La primera expresión toma entonces la forma más simple 


(12) S n (x) 2 «vc ivx , 

v--n 

en la que los números complejos « v están relacionados con los números rea- 
les a 0) a v y b v por medio de las ecuaciones 


(13«) 


<x v —- '1 (a v ib v ), 

a-v — i(a v + ib v ), para v — 1, 2 , . . . , v. \ 
_ a 0 — ia 0 . 


A1 resolver estas ecuaciones para los a v y b v , se encuentra que 


(136) 


a v tx v + (x-v, 

b v £ ( Oí v Ct- v ). 


(Qucda incluido el caso v = 0.) 

Recíprocainente, cualquier expresión de la forma 

2 cc v e ivx 

v=-n 

puede considerarse como una función que representa la superposición de 
vibraciones cscritas en forma compleja. E1 resultado de esta superposición 
es real si, y sólo si, « v + «- v es real y « v — «_ v es imaginario puro; o sea, si 
« v y a- v son números complejos conjugados. 


d. Una fórmula trigonométrica 

Como aplicación dc la notación compleja, demostraremos Ia identidad 
siguiente: 

«„(«) = i + cos a 4- cos 2« + • • ■ + cos tia 

(14) t 

sen (n + £)« 

2 sen ia 

quc neccsitaremos más adclante en este mismo capítulo. La fórmula tiene 
sentido solamente cuando sen ia =+ 0, es decir, cuando « no tiene alguno 
de los valores 0, ±27r, ±+r, .... Sin embargo, una vez establecida la fórmu- 
la para senia^O, es posible concluir que la expresión [sen(n + i)a]/ 
(2sen ia) es una función continua de «, para todo «, si se define su valor 
en los puntos excepcionales como el valor de «„(«), es decir. n + i. 
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Para la demostración, reemplazamos la función coseno por su expresión 
exponencial [ver fórmula {\2>a) con a v — 1, b v = 0]: 

cr„(a) = 42 + vcr • 
v=-n 

En el lado derecho tencmos una progresión geométrica con el cociente 
común q = e la = cos« + iscna. Por tanto, q puede tomar el valor 1 sólo 
si cos « = 1 y sen « = 0, o sea, si a tiene uno de los valores excepcionales 
0, ±2tt, ±4tt, .... Cuando a ticne cualquier otro valor la fórmula ordi- 
naria para la surna conduce a 

1 - q 2n + 1 

<r»(«) — ie ,n " — : -- 

1 - q 

e - i»" _ e (n + i)ia 

1 — e ta 


Multiplicando el numerador y el denominador por e ~ ia/2 se obtiene 


<r n {a) 


sen (n + i)a 
2 sen ia 


como se afirmó antes. 

A1 integrar a n (t) sobre 0 < t < tt, se encuentra, independientemente 
dc n, el útil resultado siguiente: 


(15) 


í: 


sen (n + i)t 

dt 


2 scn i t 


+ ( 


i + 2 c ° s 


= h 


dt, 


pues la intcgral de cada término de la serie se anula. 


8.4 Series de Fourier 

a. Coeficientes de Fourier 

Los polinomios trigonométricos de orden n, 

n 

(16) f(x) — S n (x) — ia 0 + 2 ( a v cos vx + b v sen vx) 

V=1 

dependen de los 2n + 1 coeficientes a v y b v . Es notable que estos “coefi- 
cientes de Fourier” puedan ser expresados en forma sencilla en términos de 
los valores f(x) de la suma, mediante las fórmulas 

1 f* 1 f 11 

<+ “ - 1 /(*) cos/Uf dx, bfi — 


(17) 


f(x) scn ¡xx dx. 
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La demostración se realiza multiplicando (16) por cos jxx o por sen ¡ix, e 
integrando después. La s relaciones de ortogonalidad (ver p. 295) conducen 
de inmediato a estas fórmulas, puesto que sólo los términos con v = /x dan 
una contribución no nula. 

En la terminología de los números complejos, 


(16a) 


n 


f(x) =Sn(x) = 2 «ve iv L 

v = -i 


con 


a v 


— Ctv + 


a-v J 


b v 


l\a v — or-v. 


Las expresiones correspondientes para los coeficientes complejos de Fou- 
rier son 


( 17 «) 


«V 



f(x)e~' vx dx, 


como se deduce también de las relaciones complejas de ortogonalidad [(9), 
p. [599]. 

De paso se nota que el factor F en la notación para el término cons- 
tante ia Q de (16) sirve sólo para hacer que la fórmula (17) sea válida tam- 
bién para v = 0. 

E1 teorema principal relativo a las series de Fourier surge ahora de una 
pregunta natural: al hacer que el grado n del polinomio de Fourier (16) 
tienda a infinito ¿se tiene la posibilidad de representar funciones f(x) perió- 
dicas con período 2-k pero, por lo demás, esencialmente arbitrarias? 

E1 resultado de los siguientes párrafos será sin duda que: Cualquier 
función periódica f(x), continua a trozos y con derivadas de primero y 
segundo orden continuas a trozos, puede representarse mediante una u serie 
de Fourier” infinita, 


a 0 


f(x) = — + 2 {°v cos vx -f b v sen vx) 

¿ V-1 


o bien, en notación compleja. 

oc 


f(x) = 2 a v e ivx [ 

V--00 


con coeficientes dados por (17) y (I7a). 


b. Lema básico 

En primer lugar, recordemos que, por definición, una función continua 
a trozos en un intervalo es una función continua excepto en un número 
finito de discontinuidades por salto dentro del intervalo. 

Recordemos además que el valor de una función periódica f(x) en un 
punto de discontinuidad se ha definido [Ec. (4), p. 589] como el promedio 
de los valores límite derecho e izquierdo. 
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Una función f(x ) cs continua a trozos y tiene primera y segunda deri- 
vadas continuas a trozos si es posible dividir el intervalo total en un número 
finito dc subintcrvalos, de manera tal que f, f' y f" sean continuas en cada 
subintcrvalo abierto y se aproximen a límites definidos en los puntos ex- 
tremos. 

La clave para Ia demostración del teorcma piincipal es un hecho muy 
sencillo, establecido por el siguiente Lema. 

lema. Si una función, k(x), y su primera derivada, k'(x), son con- 
tinuas a trozos en el intervalo a < x < b, entonces la integral 

r» 

K\ — 1 k(x) scn á.y dx 
tiende a cero cuando A—■» oo. 


demostración. Para demostrar este lema hacemos uso de la integra- 
ción por partes. Supóngase que k y k' son continuas en a < x < b. Se tiene 
cntonces 

(18) K\ — ( k(x) sen A.v dx 

I a 


1 

A 


k(a) cos A a — k(b) cos \b I~ 


k'( x) cos A x dx 


Es claro que cuando A crece cl lado dcrecho tiende a cero. Si k(.x) o k'(x) 
tuviesen discontinuidades de salto (£) cn el intervalo, dividiríamos cste en 
partes por medio dc aplicaríamos nucstro argumento a cada parte y luego 
sumaríamos los resultados. 


Sin demostrarlo, diremos quc el lema sigue siendo válido, en realidad, sin necesidad 
de la hipótesis que se refiere a la cxistencia de la derivada k’ (x). La continuidad a 
trozos de k es suficiente. La demostración con cstas condiciones más débiles se basa en 
el hecho de que para X 7^ 0 la función sen \x es alternadamente positiva y negativa 
en intervalos consecutivos de longitud ir/\. Para valores grandcs de A las contribu- 
ciones a la integral provenientcs dc intcrvalos contiguos casi se cancelan entre sí como 
consecuencia de la continuidad de k(x). 


c. 


Demostración de que 


í 


sen z 



19) 


Corno una aplicación del Lcma, evaluaremos la integral 

sen z , 


i: 


Esta integral impropia está definida por la relación 

I = lím Iy 

lí-* 00 
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en la que 


Iu ~~ 


í 


sen z 
- dz. 


La convcrgencia de la integral impropia I, es decir, la existencia del límite 
de I¡¡ para M —> oo, ha sido demostrada ya en la p. 329. Dicha demostra- 
ción se basó en la integración por partes y puede reproducirse aquí. Si, por 
ejemplo, 0 < M < N, se tiene 


( 20 ) 


|/a’ I u\ — 


-IC 


sen z 
z 

cos z 


dz 


,v 

f v c.os z , 

-f- 

l , dz 

M 

* 


<1 + 1 

- M N 


s: 


dz 


2_ 

M' 


Puesto que I N e J u difieren en una cantidad arbitrariamente pcqueña cuan- 
do M y N son suficicntemente grandes, la existencia de I = lím I M queda 

M-yoo 

garantizada por el criterio de convergencia de Gauchy. Además, haciendo 
que N tienda a infinito en (20) se encuentra una estimación para la “rapi- 
dez” con que I M se acerca a su límite I: 


(20a) 


I' 



La expresión para 1 puede reescribirse de manera tal que I aparezca 
como un límite de intcgrales sobre un intervalo finito fijo. Sea p un número 
positivo arbitrario. Para M — Xp, con la substitución z = \x, dz = A dx se 
obtiene 


I\p 



sen z , 

- dz = 

z 


\ 


senA.v 

- dx. 

x 


Ahora bien, puesto que \p—>oo para A —» co y un número positivo fijo p, 
resulta claro que 


/ — lím 

A—>oo 


-+00 J 


p sen Aa- 


d v. 


O, en forma más precisa, de (20a) se concluye que 


, sen Ax 

l — \ - dx 

v 


< 


A p 

Así, para cualquier número positivo p las expresiones 

* p sen \x 


í: 


dx 


x 
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tienden a uno y el mismo límite, I, cuando X —> oo. Además, la convergen- 
cia es uniforme en p para valores de p mayores que cierto número positivo 
fijo, P. Sin duda, la diferencia entre la integral y el límite I es entonces 
menor que e para X > 2 JPe. 

Apliquemos ahora el Lema de la p 604 a la función 


k(x) 


1 _ 1 
x 2 sen (x/2) 


Definiendo /:(0) = 0, la función k(x) es continua y tiene una primera deri- 
vada continua para 0 < „v < 2n (ver p. 483). Por tanto, el Lema mues- 
tra que 

tiende a cero para \ — > oo, siempre que 0 < p < 2 tt. Además, por (18), la 
convergencia es uniforme si 0 < /> < tt, puesto que |£(x)¡ y ¡^(x) | son aco " 
tadas en el intervalo 0 < a- < tt. Del resultado anterior se deduce que para 
cualquier p en el intervalo 0 < p < 2-tt se tiene 


lím 

X_> oo 


sen \x 
2 sen (x/2) 


I, 


y también que la convergcncia es uniforme en p sin P < p < -n, siendo P 
un número positivo fijo. 

Ahora bien, esta integral ya ha sido evaluada [ver fórmula (15), p. 602] 
en el caso en que /? = 7ryA = n4-i;yel resultado es el valor ir/2, inde- 
pendientemente de n. Haciendo que X tienda a infinito a través de valores 
de la forma X = n -f £, se encuentra entonces para I el valor tt/2 : 


( 21 ) 


sen z , 7r 

- dz = -. 

z ¿ 


Se ha demostrado, además, que 

(21a) hm l - dx — ~, 

X->co Jo X ¿ 

cuya convergencia es uniforme para P < . p, donde P es un número positivo 
fijo; y también que 


( 216 ) 



senAx _ 7r 
2 sen (x/2) d * ~ 2’ 


cuya convergencia es uniforme para P < p < 7r. 
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d. Desarrollo de Fourier para la función cf>(x ) = a 


E1 resultado anterior conduce directamente al desarrollo de Fourier de 
dos funciones periódicas lineales a trozos, <j>{x) y x(*)> relacionadas entre 
sí, que se definen en el intervalo — 7 r < a < 7 r por medio de las ecuaciones 

<¡>(x) = x 

y 


(22) X (x) = 

(Ver Figs. 8.7 v 8 . 8 .) 


7 t x para x > 0 
0 para x = 0 . 

7 t — .v para .v < 0 . 



La primera función, <¡>, extendida periódicamente fuera del intervalo 
— 7 r < v < + 7 r, presenta discontinuidades de salto en los puntos extremos, 
mientras que x( x ). presenta un salto de 2 tt en v = 0. Es claro que las dos 
funciones extendidas periódicamente están relacionadas entre sí mediante 
la ecuación 

X(v) =<}>(-!?- x). 

E1 desarrollo de Fourier para x(*)> cuando 0 < x < tt, se deduce in- 
mediatamente de las fórmulas (14) de p. 601 y (216) de p. 606, con 
A = n + iyp = v, bastando para ello pasar al límite con n—> 00 . Resulta 
así la serie de Fourier 

/ 9 , > / n _o/ , sen2v sen 3v , \ 

(¿¿a) x (x) = 2 j senv +-—— + —— -r ••• j. 

Lo mismo es válido también para — 7 r < v < 0, pues ambos Iados son funcio- 
nes impares de v. La serie es uniformemente convergente para e < |v| < 
donde e es un número positivo arbitrariamente pequeño. Para v = 0 todos 
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los tcrniinos de la serie son nulos y, por consiguicnte, también lo es la suma, 
cosa que concuerda con la dcfinición de x(0). La identidad (23 a) es vá- 
lida para todo x por tener ambos lados el período 2-rr. 

Puede confirmarse fácilmcnte que los coeficientes del desarrollo son 
efectivamente los coeficientes de Fourier definidos por Ia fórmula (17), 
p. 602. 



E1 desarrollo de Fourier para <p(x) puede obtenerse ahora directamente 
dc Ia relación <f>(x) ~ x(~ ~ x ) : 

(23 b) <¡>( x) = 22 ( — 1) v-, i 

v -1 V 

= 2 (sen — + sen 2x ~h i sen 3x — +■•••). 

En este caso la convergencia es uniforme siempre que el punto x se man- 
tenga separado de los puntos de discontinuidad ,v = ±rv, mediante la con- 
dición |xj < 7r ~ e. 

Para x — -it/2 se obtiene nuevamente la serie de Leibnitz: 

^= 2(1 -+ -). 

Debe mencionarse que las series para x V $ no convergen absoluta- 
mente. En efecto, los valores absolutos para x ~ tt/2 forman la serie 


que es divergente. 

La fórmula (23 b) es notable como el ejemplo de una serie infinita de 
funciones continuas que converge para todo a: pero que tiene por suma una 
función discontinua, a saber, la función lineal a trozos <f>(x). Cualquier 
suma parcial de la serie es continua, puesto que Ia suma de cualquier núme- 
ro finito de funciones continuas es a su vez continua. Debido a que una serie 



Sec. 8.4 


Series de Fourier 609 


infinita uniformemente convergente de funciones continuas tiene una suma 
continua, la serie de Fourier no puede ser uniformemente convergente en 
la vecindad de un punto x en el cual <f> es discontinua, es decir, para 
* = ±7 r, ±37r, .... La Fig. 8.4, p. 595, muestra cómo las sumas parciales 
sucesivas, que son polinomios trigonométricos (funciones continuas), aproxi- 
man uniformemente, en un intervalo de continuidad, a la función lineal 
por trozos i<£(x), pero que cerca del punto extremo las funciones cam- 
bian con rapidez cada vez mayor. 


e. E1 teorema principal sobre desarrollos de Fourier 


Los coeficientes de Fourier. Después de los preparativos anteriores, se 
puede fácilmente asegurar la posibilidad de desarrollar en serie de Fourier 
una amplia clase de funciones. La forma de tal desarrollo para una fun- 
ción f(x) con período 2 tt es 

OO 

(24a) f(x) = 4a 0 +2 (fli-cos vxi+ 6»»senvA:), 

V=1 

o bien, en notación compleja, 

00 

(246) f(x) = 2 «v* iv *. 

V =-00 


Supondremos, para comenzar, que se dispone de desarrollos uniformemente 
convergentes de las formas (24<z) o (246) para la función f(x). Es posible 
entonces determinar los coeficientes a v , b v y ct v de esos desarrollos multi- 
plicando el primero por cos jix , o bien senjix y el segundo por e~ iflX e inte- 
grando desde — -k hasta ir, haciendo uso de las relaciones de ortogonalidad 
(ver pp. 295 y 599) : 



sen vx sen jxx 


dx 


(25) 


í 


: 


cos vx cos jxx dx = 
sen vx cos jxx dx = 0, 


0 


si ju^v 
si jx = vy^O, 



”dx = 



si jx v 
si jx = v. 


Representando por t la variante de integración, se obtienen de inmediato 
las fórmulas 


(26a) 



f(t) cosjxt dt, 


bn = 


y:. 


f(t) sen jxt dt 


para jx = 0, 1, 2, ..., y 
(266) 




f(t)e~ i,íx dt 


para t ¡x =0, ±1, ±2, . . . . 
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Así, si f(x) puede desarrollarse en una serie, ya sea de la forma (24 a) 
o (24 b) , uniformemente convergente, entonces los coeficientes sólo pueden 
tener los valores determinados por las fórmulas (26a) y (26 b) . Pero, aún 
sin una justificación rigurosa de este procedimiento, es claro que las fórmu- 
los (26a) o (26 b) definen una sucesión de números, a v , b v y a v , llamados los 
coeficientes de Fourier, para toda función f(x) que sea continua o continua 
por trozos en el intervalo — rc < x < -jt. 

Dada una función f(x), formamos con los coeficientes definidos por 
(26a,b) las sumas parciales de Fourier 

n 

S n (x) = ia 0 + 2 ( a v cos vx + b v sen v*), 

V=1 

o, lo que es lo mismo, 

S n (x) = 2 <xve lv : 

1 ' = -» 

Nuestra tarea consiste en demostrar que estas sumas de Fourier son real- 
mente convergentes para n=> oo y que el límite es la función f(x). 
Enunciamos ahora el 

teorema principal. La serie de Fourier 

00 

(27a) ia 0 + 2 ( a v cos vx + b v sen v.v), 

V=1 

o sea, 

oo 

(27 b) 2 «vc iv + 

V=-oo 

formada con los coeficientes de Fourier (26a) o (26 b), converge al valor 
f(x) para cualquier función continua por trozos, f(x), de período 2 tt y con 
derivadas de primero y segundo órdenes continuas por trozosd Aquí el valor 
de f(x) en un punto de discontinuidad debe definirse como 

(27 c) f(x) =i[f(x + 0) +/(*-0)]. 

demostración. 1 2 Para la demostración, introducimos en el 7i-ésimo u po- 
linomio de Fourier”, 

CO 

£„(*) — ia 0 + 2 ( a v cos v.v + b v sen w), 

v.-l 

1 Nuevamente indicamos que este teorema puede demostrarse para clases de fun- 
ciones mucho más generales (ver, por ejemplo, la sección 8.6). Sin embargo, el 
resultado que aquí se formula es suficiente para la mayoría de las aplicacioncs. 

2 Damos aquí únicamente la demostración para el desarrollo de / en la serie 
( 27 a). La serie (276) se deduce entonces por Ia substitución dada en la Ec. ( 13 b), 
página 601 . 
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las expresiones integrales (26 a) de los coeficientes e intercambiamos la in- 
tegración y la suma; y así resulta 

1 Tir r <*> -i 

S„(x) — -\ f(t) i + 2 ( cos vt cos vx + sen vt sen vx) dt, 

^J -Tt L 

o, usando el teorema de adición para el coseno, 


Sn(x) = 


-.y, nn t 


i + ^¡ cos v(t — 


x) J dt. 


Por la fórmula de suma (14) de la p. 603, se llega a 

, n „» „ , v _ 1 f" f(t , sen [(n + i)(t-x)] 

(28) S.(x) - ^ m - seni{¡ —) - dt 

Finalmentc, haciendo r — t — x y recordando que la periodicidad permite 
desplazar el intervalo de integración en la cantidad x (ver p. 590), resulta 

(»•) «■>->>+->■=>>.<" 

donde, por supuesto, x tiene un valor fijo. 

Ahora demostraremos que S n (x) tiende a f(x) cuando n —> oo. En efecto, 


(29) lím S n (x) = lím J-í f(x + t) 

n->oo n—»oo J —n 


se^ + ijí = 

sen i t ' v ' 


Como f(x) = i\j(x + 0) + f(x — 0)] para todo a-, se tiene [ver fórmu- 
la (15), p. 602] 

S.(x) - f(x) = - T + V + (n + i)tdt 

7 r 1.. 2 sen tt 


J sen (n + i)t dt 


if [/(* + «) — /X* — 0)] 


2 sen it 


-sen (n + 4) t dt. 


Si podemos demostrar que las funciones [f(x + t) — f(x + 0)]/(2 sen it) y 
[f(x + t) — f(x — 0)]/(2 sen it) de la variable t, junto con sus primeras 
derivadas, son continuas a trozos en los intervalos 0<í<7ry —i r < t < 0 
respectivamente, entonces, por el Lema básico (p. 603), las dos integrales 
que aparecen en el lado derecho de la ecuación anterior tienden a cero 
cuando n —> oo, quedando así establecida la validez de la fórmula (29). 

Por consiguiente, el teorema principal quedará demostrado si podemos 
demostrar que para un valor fijo de x la función de t definida por 

f(x + t) - f(x + 0) _ ^ ^ 

<f>(t) = - 4 - y~ -paraO < t < ir 

i sen it 


_ f( x + Q - f(x - 0) 
2 sen it 


para — 7r < t < 0 
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es continua a trozos y tiene primera y segunda derivadas que también lo 
son, siempre que /, f' y f" sean continuas a trozos. 

Para indagar si el cociente <¡>(t) satisface estas condiciones, observamos 
primero que el denominador se anula solamente para t = 0 y que, por con- 
siguiente, <f> y su primera derivada son continuas a trozos excepto, posible- 
mente, cerca de t — 0. Sólo en el punto singular t = 0 podría no tenerse 
derivabilidad. Todo lo que tenemos que hacer, por consiguiente, es demos- 
trar que <f>(t) y su derivada <f>'(t) se aproximan a ciertos límites si t tiende 
a cero, respectivamente, desde valores positivos y negativos. Demostraremos, 
en efccto, que estos límites existen y que tienen los valores 

<f>(+ 0 ) = f(x + 0 ), <f>(—0) = f(x ~ 0 ) 

y 

4>'(+ 0) =\f"(x + 0), </,'(-0) =V"(x- 0), 

respectivamente. 

Para la demostración, introduzcamos la función g(t) por medio de la 
ecuación <f>(t) '= g(t)h(t), donde el factor h(t) está definido por 


h(t) = 


t 

2 sen (t/2) 


para t =£0, h( 0 ) = 1 . 


Tenemos (ver capítulo 5, p. 482‘) en h(t) una función continua con una 
derivada continua en todo el intervalo _ tt < t <-jt, siendo h( 0 ) = 1 , y 
/z'(0) =0. Por consiguiente, al tomar límites haciendo í-»0, los valores 
de g(t) y <f>(t) coinciden entre sí, y lo mismo ocurre con g'(t) y <¡>'(t) = 
gh' + g'h. 

Ahora bien, en el intervalo 0 < t < -k (ver comentarios generales acer- 
ca de expresiones indeterminadas en el capítulo 5, p. 481) el teorema del 
valor medio del Gálculo asegura que 


g{t) 


f(x + t) - f(x + 0 ) 
t 


= f(x + S), 


siendo £ un valor entre 0 y t. Entonces, cuando t (y por tanto, también 
cuando £) tiende a cero, resulta 


Y para la derivada, 


g'(t) 


g(+ 0 ) ~ f( x + 0). 

tf'(x + t) + f(x + 0 ) — f(x + t) 
- 


expresión en la cual también el numerador y el denominador son funcio- 
nes que tienden a cero para í —» 0 , y cuyas derivadas son, respectivamente, 
tf"(x + t) y 2 1. Para determinar el límite cuando t —>0 hacemos uso del 
teorema generalizado del valor medio (ver p. 243 ); y así encontramos 


g'(t) = 


VÍ"(x + y) 

2 V 


if"(x + v), 
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donde r¡ es un valor entre 0 y t. Si t — > 0 , entonces r¡ — » 0, y, por tanto, como 
se dijo antes, ¿■'(+ 0 ) = <£'(+()) = if"{x + 0). 

E1 mismo razonamíento es aplicable a valores negativos de t. En conse- 
cuencia, está justificada la aplicación del Lema, y el teorema principal 
queda así demostrado. 

Puede decirse que el resultado obtenido es lo suficientemente amplio 
como para cubrir todas las necesidades que surgen en el Cálculo y sus 
aplicaciones. Sin embargo, el interés teórico de los matemáticos, comen- 
zando con el trabajo original de Dirichlet, se orientó frecuentemente hacia 
una mayor generalidad, es decir, el desarrollo de funciones pertenecientes 
a una clase más amplia. 1 Estos esfuerzos han estimulado un analisis mas 
refinado de los conceptos de función e integral y conducido al desarrollo 
del análisis avanzado de Fourier, campo atractivo y especializado que está 
fuera del objeto de este libro. 


8.5 Ejemplos de series de Fourier 


a. Comentarios preliminares 


En lo que sigue supondremos que el período de las funciones f(x ) es 2tt. 
Si f(x) es una función par (ver p. 53), es claro entonces que f(x) sen vx 
cs impar y f(x) cosvx es par, de manera que 


b v = 


¿r. 


f(x) sen vx dx — 0, 


y se obtiene una “serie de cosenos”. Si, por otra parte, la función f(x) es 
impar, entonces 


1 f 11 

a v = - \ f(x) cos vx dx — 0, 
77 J-n 

y lo que resulta es una “serie de senos”. 2 


1 Dcbe hacerse notar que existcn ejemplos de funciones continuas que no son 
desarrollables en serie de Fourier. Adcmás, existen tambien ejemplos de funciones 
f(x) representadas por serics trigonométricas convergentes que, no obstante, no son 
series de Fourier con coeficientes dados por Ias expresiones (26). Tales ejemplos 
muestran que debe establecerse una distinción entre las series trigonométricas, en 
general, y las series de Fourier, en particular, sobre todo cuando se trata de investi- 
gaciones refinadas. Además, tales ejemplos ilustran el hecho de que, sin duda, condi- 
ciones aún más restrictivas que la continuidad son convenientes; no obstante que las 
rcstricciones supuestas en nuestro teorema general y en una extensión que se da en 
la sección 8.6 son bastante más fuertes quc las realmente necesarias. (Para la teoría 
general véase: Trigonometrical Series, por A. Zygmund, Chelsea Publishing Co., 
19 52.) 

2 En consecuencia, si la función f(x) está dada inicialmente sólo en el intervalo 
0 < * < v, podemos extenderla al intervalo — rr < x < 0, ya sea como una función 
impar o como una función par. Así, para el intervalo 0 < x < v, más pequeño, re- 
sulta una serie de senos o una serie de cosenos. 
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b. Desarrollo de la función <f>(x) = x 2 


Para la función par x 2 se obtiene, después de una doble integración por 
partes, 

2 (* 4 

flv = - \ X 2 cos vx dx = ( — 1 ) v —(v > 0), 

^Jo v 



de manera que resulta el desarrollo 


(30) 



. / COS X 


cos 2x 

2 2 


cos 3x 



Derivando término a término esta serie y dividiendo por 2 el resultado, se 
obtíene formalmente la serie (23¿) de p. 608, que antes obtuvimos para 

4>(*) = x - 


c. Desarrollo de x cos x 


(Véase Fig. 8.9.) Para esta función impar tenemos que 

2 f'* 

a v = 0, b v = - \ x cos x sen vx dx. 

* Jo 

Usando la fórmula 


jí sen p.x dx = (— 1)" +1 - , (ji = 1,2, ...,), 

0 
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encontramos que 

2C n 

b v — - \ x cos x sen vx dx 

1 C n 

— - \ A:[sen (v -h 1) -h sen (v — 1) *] dx 

TTjo 

= (-l)*(-^l) (v = 2,3,...) 

b i - -±. 

Por consiguiente, la serie buscada es 

00 (-l) v v 

(31) x cos x — — i sen + 2 2 —;-— sen vx. 

V—2 V — 1 

Si a esta serie le sumamos la (23 b) de p. 608, que obtuvimos para <f>{x) — x, 
obtenemos el resultado 


(31a) 

.v( 1 + cos x) = % sen x + 2 


sen 2x 

T • 2 3 


sen 3x sen 4* 
2 ; 3•4 + 3-45 




Cuando la función que coincide con .r cos x en el intervalo — tt < r < 7r se 
extiende periódicamcnte más allá de este intervalo, aparecen las mismas dis- 
continuidades (ver Fig. 8.7) que las que cxhibe la función <¡>{x) considerada 
antes en la sección 8.4c?. Por otra parte, la función x(l + cosx), extendi- 
da periódicamente, sigue siendo continua en los puntos extremos del inter- 
valo y, de hecho, su derivada también sigue siendo continua, pues las dis- 
continuidadcs son eliminadas por el factor 1 + cos r, el cual, lo mismo que 
su derivada, se anula en los puntos extremos. Esto equivale al hecho de que la 
seric (31) converge uniformemente para todo x, lo cual es evidente si se 

compara con la serie de términos constantes — + — + — + •••. 


d. La función f{x) = \x\ 

2 f* 

Para esta función par se tiene b v — 0 y a v = - \ x cos vx dx. Integrando 

■ ttJo 


por partes se encuentra de inmediato que 


E- 


cos vx dx = - a: sen va: 


* _ 1 r* 

0 V )o 


— - V sen vx dx 


[ 0, si v es par y =+ 0, 

_ 2_ 

v 2 ’ 


si v es ímpar. 
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En consecuencia 3 
(32) 


1*1 = br — - { COS x + 




cos 3x , cos 5x 


3 2 


+ 


5 2 


+ 


Haciendo x = 0 resulta la notable fórmula 
(32.) T =1+ ¥ + ^ + 


e. Una función constante por trozos 

La función definida por las ecuaciones 

' — 1, para — x < x < 0, 
f(x) = sgnx = J 0, parax = 0, 

+ 1, para 0 < X < rr, 

como se indica en la Fig. 1.22, p. 56, es impar. Por consiguiente a v = 0 y 

0 si v es par, 


b v 


2 p 

^Jo 


sen vx dx — J 


— , si v es impar, 

7T V 


de manera que la serie de Fourier para esta función es 

(33) f{x) =ÍC 

En particular, para x = \tt se obtiene nuevamente la serie de Leibnitz. 


4 / sen x sen 3* 
T + ““3" + 


y 



La serie (33) puede derivarse formalmente de la serie para \x\ dada en 
(32), por medio de la dcrivación término a término. 
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f. La función 


La función par f(x) — sen a: puede desarrollarse en una “serie de co- 
senos”, estando dados los coeficientes a v por los siguientes cálculos: 


ina v = \ sen cos vx dx 

= 1 \ [sen (v + l)x — sen (v — 1 ).v| dx 


\ [sen (v 


0 


-2 


v- - 1 


si v es impar, 


si v es par. 


En esta fonna resulta, cscribiendo 2v en vez de v, 
(34) 


sen x\ 


2 4 “ cos 2vx 


~4v 2 


g. Desarrollo de cos ¡xx. Descomposición de la cotangente 
en fracciones parciales. E1 producto infinito para el seno 

La función f(x) = co$j.lx para — n < x < n, cn la cual jx no es un en- 
tero, es una función par; en consecuencia, b v = 0 y 

Í * 

cos ¡j.x cos v.v dx 


C n 

— 4 \ [cos (¡x + v)x + cos (//. — v).v] dx 


sen (ju. + v) 7 r sen (jx — v)~ 


~ sen (, 

u 




- i I "" - + 

-r v 


sen ¡xtt. 


cos .v cos 2x 

+ —;-— + — 


En esta forma tenemos que 

2.¡x sen jxn / 1 

(35) cos jxx = --- (— 2 12 ■ 2 r 

7T y ¿¡X- JX ¿ — JX ¿ — ¿- 

Esta función con período 27r, extendida periódicamente fuera del intervalo 
—7r < a: < 7 r, sigue siendo continua en los puntos a: = ztn. Haciendo x = n, 
dividiendo ambos lados de la ecuación por sen jxir y escribiendo a: en vez de ju, 
obtenemos la ecuación 


( 36 ) 


2x ( i , 1 

COt 7TX = — ( + —-— + 

¿X- X -1 ” 


1 


+ 
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Ésta es la descomposición de la cotangente en fracciones parciales (por 
analogía con la descomposición finita de funciones racionales en fracciones 
parciales, discutida en el capítulo 3, p. 306). Tal descomposición consti- 
tuye un resultado muy importantc en el Análisis. 

Podemos escribir la serie anterior en la forma 


COt 7T.X 


1 2x 


77 X 77 



Si a: está en el intervalo 0 < .v < q < 1, el valor absoluto del n-ésimo tér- 
mino de la derecha es menor que 2/[-7r(n 2 — q 2 )]. Por tanto, la serie con- 
verge uniformemente en este intervalo y puede ser integrada término a 
término. Multiplicando ambos lados por 7r e integrando resulta en el lado 
izquierdo 


77 



COt 771 


- 1 ) 
irt J 


, , sen 77 x 

dt = log- 

77 X 


sen 77 a 

lim log --= 

a->o 1 77 a 


sen 77 x 
log- 

77 X 


y en el derecho 


log ( 1 - + log ( 1 - + • • • = lím 2 log ( ! - il) . 

Así, 


scn 77x 

lo g -- 


n 

= lím 2 log 

ÍI-+00 v=l 



) 


n 

= lím log II 

n~>oo v=i 



n 

log lím n 

V=1 



A1 pasar del logaritmo a la función exponencial se obtiene 


(36a) 




Hemos así obtenido la famosa expresión para el seno, consistente en un 
producto infinito. 1 

De este resultado haciendo x = 4, se obtiene el producto de Wallis 


^77 — 


” 2v 2v 

v_i 2v — 1 2v + 1 


2 2 4 4 
r 3 3 5 


tal como se obtuvo en la p. 301. 


1 Esta fórmula es particularmente interesante porque exhibe en forma directa la 
anulación de la función sen 7 tj: en los puntos x — 0, ±1, —2, .... En este aspecto, 
se asemeja a la factorización de un polinomio cuando se conocen sus raices. 
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h. Ejemplos adicionales 


Mediante breves cálculos análogos a los anteriores es posible obtener 
otros ejemplos de desarrollos. 

La función f(x) definída por la ecuación f(x) = sen p.x para — 7T < 
-v < 7 r puede desarrollarse según la serie 


(37) sen [ix = 


2 sen jx7t sen x 

TT ¡X~ — l 2 


2 sen 2x 3 sen 3 a 
jx 2 - 2- + jx 2 - 3 2 



Haciendo a: = ^ 7 r y usando la relación sen /xir = 2 sen $¡xtt cos Ijxv obtene- 
mos la descomposición de la secante, es decir, de la función 1 /cos en 
fracciones parciales. Tal desarrollo es 


77 sec 77A 


77 

COS 77 X 


= 4 2 

V=1 


( — 1) v (2v - 1) 

4x 2 — (2v — 1) 2 5 


donde en lugar de l/i hemos escrito a. 

Las series análogas a la (35) y a la (36) para las funciones hiperbólicas 
cosh jxx y senh jn.v( — 77 < ,v < 77) son 


cosh jix = — senh ix-it (—— — 
\2jx 2 


COS X 


+ 


cos 2x 


eos 3x 


senh jxx = - senh /xir 


sen x 


+ l 2 jx 2 + 2 2 jx 2 + 3 2 

2 sen 2x 3 sen 3x 

2 2 2 m 2 + 3 2 


+ 


8.6 Discusión adicional sobre la convergencia 

a. Resultados 

Un examen más minucioso de los coeficientes de Fourier, a v y b v , con- 
duce fácilmente a los siguientes corolarios del teorema principal de la 
sección 8.4<?, p. 609. 

(a) La serie de Fourier (27) de p 610 converge a f(x) si f(x) es una 
función periódica que satisface las condiciones menos estrictas de ser ella 
misma y su primera derivada, f'(x), continuas a trozos o, como también 
se dice, si f(x) es una función “lisa” por trozos. 

( b ) Si la función periódica lisa por trozos, f(x), es continua, la con- 
vergencia es absoluta y uniforme. 

( c ) Si la función lisa por trozos, f(x), presenta discontinuidades de 
salto, la convergenc.ia es uniforme en cualquier intervalo cerrado que no 
contenga un punto de discontinuidad. 

La demostración de (b) se basa en una sencilla desigualdad debida a 
Bessel; en tanto que para demostrar (a) y (c) se usarán los resultados de 
la sección 8Ad, p. 608. 
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b. Desígualdad de Bessel 


Esta desigualdad proporciona cotas para los coeficientes de Fourier de 
cualquier función continua a trozos pero no necesariamente derivable. Es- 
tablece que 

(38) + 2 (a v 2 “1“ bC) < M 2 ; 

v- 1 

donde la cota M~ — - \ /(.v) 2 d.x es un número fijado por la función f(x ), 

’HJ-tt . . 

que no depcndc dc los coeficientes de Fourier individualcs, a v , b v , ni del 
número n. Con los coeficientcs complejos de Fourier, <x v [ver (13a), p. 601], 
la desigualdad de Bessel puede escribirse de inmediato cn la forma 

(38a) ¿ l«v|- <— C* f(x)*dx = iM-. 

v -- n ¿TT J 

La dcsigualdad es una consecuencia directa de otra cnya validez es casi 
cvidente: 


1 
7r 



/(•V) 


n 

ia 0 — 2 («v COS w + b v sen w) 

F- I 


dx > 0. 


La integral aquí se evalúa desarrollando el cuadrado que aparece como in- 
tegrando y teniendo en cuenta las relacioncs de ortogonalidad (25) (p. 609), 
así como también las dcfiniciones (17) (p. 602) de los coeficientes de 
Fourier. A1 integrar los términos individualmente se llega de inmediato 
a la desigualdad de Bessel en la fonna (38) dada. 

Puesto quc el lado izquierdo dc la dcsigualdad de Bessel crece monó- 
tonamente con n en tanto que la cota superior M 2 está fija, podemos pasar 
al límite con n —» oo e inferir la validez de la desigualdad 


(39) 


00 00 

2 2 |cvv|’ — \ a C + 2 ( a +’ “1“ b v ~) < M~ 

1' --50 *'= 1 


Esta última se cumple para los coeficientcs de Fourier de una función con- 
tinua a trozos f(x) aun cuando / pueda no ser representable por las series 

(27a) o (27 b). 

En la sección 8.7 d demostraremos que la desigualdad de essel (39) 
siguc siendo válida si se reemplaza el signo de desigualdad por el de igualdad. 


*c. Demostración de los corolarios (a), (b) y (c) 

Suponiendo que f(x) es continua, aplicamos la desigualdad de Bessel a 
su derivada, g(x) f'(x), quc cs continua a trozos y cuyos coeficientes de 
Fourier son c v — + vb v , d v = — va v , como pucde vcrificarse fácilmente in- 
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tegrando por partes (ya que los términos integrados se anulan mutua- 
mente) : 

1 f 11 fit 

c v -\ }'{x) cos v.y dx — + \ vj{x) sen vx dx = Svbv, 

J-it 

y análogamcnte para d v . [Aquí se ha usado la propiedad de que f(x) es con- 
tinua y periódica.] Se tiene, en consecuencia, 


2 v 2 {a v ~ + b v ~) — 2 ( c v 2 + d v -) 

<-\ g{x)-dx = 


1 f 71 1 f * 

5 ./ 


(.y) - d. v = M~. 


Este resultado permite construir para la serie de Fourier de f(x) una serie 
mayorante con términos positivos constantes, la cual, de acuerdo con la 
p. 551, ascgura la convergencia absoluta y uniforme que se menciona en (b). 
En efecto, para la v-ésima oscilación armónica la desigualdad de Cauchy- 
Schwarz (ver p. 39) da 

| a v cos vx + b v sen vx | 2 < ( a v 2 + b v 2 ) (cos 2 v.v + sen 2 vx) = a v 2 + b v 2 : 
y usando entonces la desigualdad 

pq < i(p 2 + q~) 


con p — 1 /v, q v V a v ‘ + b v J , se obtiene que para todo v es 


I a v cos vA' + b v sen vjy| < - v V «v 2 + b v 2 



—- + v 2 (a v 2 d - b v 2 ) 
v 


La suma sobre v del lado izquierdo de esta última desigualdad converge y, 
por consiguicnte, constituye una mayorante. Por tanto, la serie de Fourier 


00 

Íüq + 2 ( a v cos va á b v sen v.y) 

v=t 


converge uniformemente. Su suma es entonces j(at), que es una función 
continua de x. Para demostrar que realmente í(x) — f(x) usamos el arti- 
ficio consistente en considerar la función integrada 

F(x) ---- V (/(*) - i<h) dt. 

Es claro que F(x) cs continua para ~-<x<i r; además, F tiene en 
x = — 7 r el mismo valor que en a = pues 
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Por tanto, la extcnsión periódica de F es continua. Puesto que las dos pri- 
meras derivadas de F son continuas a trozos, la función F está representada 
por su scrie de Fourier. Por el mismo argumento que se usó antes, basado 
en la intcgración por partes, los coeficientes de Fourier de F son — (1 /v)b v 
y (1 /v)a v para v 0, de manera que 

00 J 

F(x) = iA 0 + 2 — (~b v cos vx + a v sen vx), 

Vr:l v 

siendo A 0 algún coeficiente constante. Ahora sabemos que la serie obtenida 
formalmente por derivación término a término es uniformemente conver- 
gente. En consecuencia, es válido derivar término a término formalmente 
(ver p. 555), resultando así la relación deseada: 

GO 

F'(x) = f(x) — ia 0 = 2 ( a v eos vx + b v sen vx). 

V-1 

Con el fin de dcinostrar los asertos restantes en el caso de una función 
periódica continua a trozos, f, cuya derivada, f', es también continua a tro- 
zos, recordemos que, por los resultados anteriores, dichos asertos son válidos 
para la función periódica x( x ) de la sección 8Ad y, en consecuencia, lam- 
bién para la función x( x ~ £), quc presenta un salto de 27r en el punto £. 
Si ahora la función f(x) presenta saltos de f3 en los puntos 

1 m 

éi, entonces f*(x) = f(x) - — 2 J3íx( x ~ &) satisface las con- 

¿7T i = l 

diciones de (b) y, por tanto, tiene una serie de Fourier uniformemente 
convergente; con lo cual se demuestra la validez de (a) y (c) para f(x). 

d. Orden de magnitud de los coeficientes de Fourier. 

Derivación de series de Fourier 

Las discusiones anteriores relativas a la convergencia ilustran una pro- 
piedad gcneral: Los coeficientes de Fourier a v , b v convergen más rápida- 
mente a cero, conforme n —> co, cuando f(x) es más lisa, es decir, cuando 
es mayor el númcro de derivadas de la función periódica f(x) que son con- 
tinuas. En forma equivalcnte, la convergencia de la serie de Fourier es 
mejor a medida que la función cs más lisa. Enunciado en forma precisa: 
Si la función periódica f(x) tiene derivadas continuas hasta el orden k y 
una derivada continua a trozos de orden k + 1, existe entonces una cota B, 
que sólo depende de f(x) y de k, tal que 

(40) \a v \, \b v j < 

La demostración es casi inmediata (véase lo anterior) si se aplica la inte- 
gración por partes. Por brevedad escribimos en notación compleja 

a v lb v 2oTy 
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e integramos por partes succsivamente hasta que aparezca como integran- 
do cl factor f [k+1) (x). Debido a la periodicidad y continuidad de f(x), 
f (x) , etc., los tcrminos extrcmos sc anulan mutuamcnte y resulta 

Ittgcv — \ f(x)e~' lv * dx — — -f f’(x)e~ ivx dx 

J-t r v J- n 

HifTt 

\ f 0: + n (x) e ~ 1VX dx. 

Por tanto, si iB es una cota superior para |/ (fc+ ° (x) |, entonces ¡a v | < 
$B/v k+1 } lo cual implica las desigualdades (40). 

Otro resultado notable es que para k > 2 la serie de Fourier puede 
derivarse término a térnrino k — 1 veces, y en csa forma resulta Ia serie 
de Fourier para la función derivada. Esto se demuestra observando que 
todas estas series derivadas tienen como mayorante la serie convcrgcntc 
00 1 

B 2 —, por lo que cllas mismas son absoluta y uniformemente conver- 
gentes (vcr los criterios del capítulo 7, p. 559). 

*8.7 Aproximación mediante polinomios trigonométricos y racionales 

a. Comentario general sobrc las representaciones de funciones 

Desde los primeros años del Cálculo se presentó el difícil problema de 
establecer la forma en quc debcría modificarse el concepto de función para 
dar lugar a la posibilidad de “expresiones explícitas”. A menudo las fun- 
cioncs no se dan cn forma analítica, sino más bien por construcción geo- 
métrica o mecánica, o por la descripción geométrica de sus gráficas, las 
que podrían scr de naturaleza diferente en distintos intervalos. 

E1 descubrimiento de las series de Fourier a principios del siglo xix 
constituyó un paso de suma trascendencia en la búsqueda de una res- 
puesta para la vieja pregunta. Revelaba que, en efecto, muchas funciones 
“arbitrarias”, sin duda mucho menos restringidas que las “analíticas”, po- 
dian expresarse como scries de Fourier convergentes. Pero las series de 
Fourier no cubren todas las funciones continuas: como se dijo antes, sin 
que se demostrara, es posible definir funciones continuas cuyas series dc 
Fourier, formadas con los coeficientes de Fourier, no convergen. 

Es de lo más notable el que, abandonando el principio de las series in- 
finitas, según el cual la aproximación se realiza por la sola adición de tér- 
minos de orden superior, sea posible construir para cualquier función con- 
tinua, f(x), polinomios de aproximación trigonométricos o racionales, P n (x), 
de grado n, tales que cuando n —> oo convergen uniformemente a la fun- 
ción dada f(x ) en un intervalo cerrado. 
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b. Teorenia de aproximación de Weierstrass 

Demostraremos los siguientes teoremas, que cstán estrechamente rela- 
cionados entre sí. 

a) Si f(x) es una función continua en un intervalo cerrado, 1, con- 
tenido dentro del intervalo mayor — ix < x < -rr, entonces / puede aproxi- 
marse uniformemente cn 1 por medio de un polinomio trigonométrico de 
período 2rr y de orden n suficicntemente grande. 

b) Cualquier función f(x) continua en un intervalo cerrado, 1, puede 
aproximarse uniformemente en 1 por mcdio de un polinomio en x, P(x ). 
Este enunciado, debido a Weierstrass, pucde complementarse (ver p. 555) 
con el corolario: 

*c) Si f(x) posee una derivada continua en I, entonces los polinomios 
de aproximación pueden escogerse de manera tal que los polinomios deri- 
vados, Pn(x), aproximen uniformemente a la derivada f'(x). 

La demostración de a) es bastante sencilla. Primero aproximamos f(x) 
mcdiante una función lineal por trozos cuya gráfica es un polígono, L n (x), 
inscripto en la gráfica de f(x) (ver Fig. 8.11) Es claro que el valor abso- 



Figura 8.11 Aproximación uniforme de una función continua mediante un polígono. 

luto de la diferencia entre L n (x) y f(x) es menor que cualquier margen 
dado arbitrariamente pequeño, t/2, siempre que los vértices del polígono 
estén sobre los puntos equidistantes x 1} x 2 , , x n y que la constante h = 

Xv+i — x v sea suficientemente pequeña. Esto es una consecuencia de la con- 
tinuidad uniforme de la función continua / en el intervalo I (ver p. 123). 

E1 siguiente paso es unir, como se indica en la figura, Ios puntos extre- 
mos — 7 r y - del intervalo mayor por medio de líneas rectas, extendiendo 
así L n (x) a una función lineal por trozos, que nuevamentc llamaremos L n (x), 
definida en el intervalo cerrado — 7r < * < 7r. Esta función, que se anula 
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en ambos puntos extremos, puede ahora extenderse periódicamente y, de 
acuerdo con la sección 8.6a, desarroílarse en una serie de Fourier unifor- 
memente convergente, cuya sección polinomial, ^(x), difiera de Ln{x) , en 
valor absoluto, en una cantidad menor que e/2 siempre que m sea suficien- 
temente grande. En estas condiciones es ]ó m — /j < |ó m — L„| + |L W — /J < e, 
y así a) queda demostrado. 1 

Para demostrar {b) reemplacemos en cada término de la suma finita 
ó m (x), según la sección 5.5 b, p. 471, las funciones trigonométricas cos v * 
y sen vx por polinomios de Taylor cuyo residuo sea uniformemente pequeño. 
A continuación, combinando estas últimas aproximaciones construimos un 
polinomio, P N {x), para el cual |P w (x) — ó’ m (*) | < e/2, donde N debe es- 
cogcrse suficientemcnte grande para asegurar la aproximación dada por e/2. 
Combinando aproximaciones, se tiene que en el intervalo más pequeño es 
|Píí(-v) — f{x) | < e siempre que m se escoja de manera que 

!■?-»(*) -/W| < e/2. 


*c. Aproximación trigonométrica de Fejer para los polinomios 
de Fourier, usando medias aritméticas 


E1 teorema a) de la sección 8.7 b puede demostrarse de manera muy 
simple por medio de una construcción directa y más bien explícita del po- 
linomio dc aproximación, proporcionada por el notable teorema, debido 
a L. Fcjcr, que enunciamos a continuación. 

Teorema. Si S n {x) es el n-ésimo polinomio de Fourier de una fun- 
ción periódica continua, f{x), entonces la media aritmética 

n , x S 0 (X) +-'-+S n {x) 

F n (x) - -—r—- 

n 1 

converge uniformemente a f{x) cuando n — > oo. 


E1 teorema garantiza la convergencia promediando cualquier oscilación 
perturbadora que pudiera estar presente en la aproximación de Fourier 
ordinaria. 

Demostragión. La demostración es similar a la del teorema principal 
sobre desarrollos de Fourier, pero es más simple debido a que el “núcleo” 
sen (n + i)x 


oscilante 


2 sen }x 

“núcleo de Fejer” positivo S n {t) = 


que allí aparece se reemplaza en este caso por el 
sen £(n + l)í \ 2 2 


/ sen 4 (n + 1 )¿ \ : 

\ 2 sen }t J 


72 + 1 


Observe- 


1 E1 mismo resultado se obtiene cuando I es el intervalo total — jt < x < jt, s¡ se 
supone que f(v) — /(— v). En este caso se escoge, como antes, un polígono de aproxi- 
mación, L%(x), bastando tomar L%(— v) — L%(v) = f(—v) = f(v). 
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mos primero que la función a n (-a) = i + cos a + * * * + cos na de la p. 601 
puede escribirse en la forma 

_ sen (n + i)a _ sen ia sen (n + i)a 

<7 n (a)- — ------—.- 

2 scn ia 2 sen 2 ia 

1 cos ?ia — cos (n + l)a 

2 1 — cos a 

haciendo uso de las fórmulas de adición para el coseno. Así resulta la 
fórmula 

c r 0 (a) + cfi(a) + • •' + cr n (a) _ 1 1 — cos (n + 1 )a 

n + 1 2 (n + 1) 1 — cos a 

_ 1 / sen [(n + 1) a/ 2J \ 2 

2 (n + 1 ) ^ sen (a/2) J 

= s n (a). 

Puesto que, por la definición de cr n (a) [ver (14), p. 601], se tiene 


debe tenerse también que 


Por otra parte [ver (28«), p. 611], 


y, en consecuencia, 


1 

- \ <Tk(a) da — 1 , 

•) — TT 

1 f* 

“ \ í n («) da — 1. 

x )-n 

), p. 611], 

l C n 

n(x) = ~ \ f( x + 


f(x + t)or„(t) dt 


Fn(x) = —r - [ f(x + t)[<T 0 (t) + • • • + cr„(0J dt 

*( n + 1) J -tc 


= if 


f(x + t)s H (t) dt. 


Si 8 es cualquier número positivo, entonces 


f(x) - F n (x) = - í’ [f(x) - f(x + 0>n(0 dt 
V J -n 

= -[' [f(x)-f(x + t)]s n (t)dt 

VJ-b 


+ -\ [f(x) - f(x + t)]s n (t) dt 


+ -\ U(x) - f(x + t)]s n (t) dt. 


C 
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Para f(x) continua, la condnuidad es uniforme y es posible encontrar un 8 
tal que | f(x) — f(x + t) | < bs para todo x en [—y para |t| < 8. Ade- 
más, / es acotada: |/| < M. Puesto que, por definición, 


~ 2 (n + 1) sen 2 (8/2) ’ 


para 8 < \t\ < i r, 


usando > 0 se encuentra que 

!/(v) - F n (x)\ < ^ |j n (í)|rfí+^J |^»(01 dt + ~~ ^ |í„(0l* 

E _L 2tT 

f 2 (n + 1) sen 2 (8/2) 

_ £ 2tT 

3 (7i + 1) sen 2 (8/2) ’ 


y entonces es claro quc 

|/(*) -F.(at) I <c 

para n suficientemente grande. E1 teorema queda así demostrado. 


"d. Aproximacíón en media y relación de Parseval 

La proximidad de dos funciones, g(A:) y h(x), en su intervalo cerrado, 
1, en el cual son continuas, puede medirse, con miras a la convergencia 
uniforme, por medio del valor máximo de [ g(x) — A(x)|. Llamando nor- 
ma máxima al máximo valor absoluto de una función continua, +(x) en I, 
podemos expresar la convergencia uniforme de una sucesión de funciones /„ 
a una función / cuando n —» oo diciendo que la norma máxima de la dife- 
rencia / — /„, o /„ — /, tiende a cero: ||/ — /„|| 0. 

Para aproximaciones de Fourier (así como para otras importantes teo- 
rías matemáticas que rebasan los objetivos de este volumen) es natural 
considerar otra medida o “norma” para la desviación entre dos funciones 
o, lo que es suficiente, para la “distancia” de la función idénticamente 
cero a una función (f>(x ). Es ésta la “media cuadrática” o “norma media 
cuadrática”, ¡i — ||</>j|, definida por el valor promedio 

/a 2 <h(x) 2 dx = ||^|| 2 

donde l es la longitud del intervalo I. Esta medida es menos precisa que 
la de la amplitud máxima, debido a que su pequeñez no significa necesaria- 
mente que la función es pequeña en todas partes. 

Como un ejemplo, la amplitud de x n en el intervalo I: 0 < x < 1 tiene 
el valor (2 n + 1) -V4 , el cual puede hacerse arbitrariamente pequeño con 
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sólo escoger n suficientemente grande, en tanto que la función x n es igual 
a 1 para x = 1. 

Si la norma cuadrática j \f n — /|| tiende a cero cuando n—> oo, decimos 
entonces que / w tiende a / ‘ ( en media cuadrática 

Puede ser de utilidad designar como “distancia” a la norma cuadrá- 
tica, debido a la llamada desigualdad del triángulo, que corresponde a la 
que es válida para números (ver p. 38). Esta desigualdad, ||/ + g|| < 
ll/ll + ||á r ||> para las dos funciones / y g, es fácil de deducir: aplicando la 

desigualdad pq < £(/> 2 + q 2 ) con p — -^S~, q — Tr~rr > e integrando sobre 1 

ll/ll WsW 

se obtiene 

f{*)g{x) dx < ll/H • WsW- 

Por tanto, 

ll/ + g || 2 = 7^[/(*) +g{*)] t dx 

= ll/ll 2 + ll^ll 2 + 7 ^ 2 f{x)g{x) dx 

< (ll/ll + ll¿?ll) 2 > 

o sea, 

||/ + íll<ll/H + lkl|. 

Con estos conceptos podemos hacer más clara la desigualdad de Bessel 
de la sección 8.66. Primero demostraremos que: La aproximación en media 
cuadrática más precisa para una función continua a trozos, f{x), mediante 
un polinomio trigonométrico de orden n, 

Cq n 

T n = — + 2 c v cos vx ■+ d v sen vx 

¿ v=l 

= 2 p**", 

v=-n 

[con f3 0 — ^o/2, (3 V + ft-v — c v , i[J3v ~ fi- v ) = d v ], en la cual la elección de 
los coeficientes c v , d v es arbitraria, está dada por el polinomio de Fourier 

S n = -jr + 2 Ov cos vx + b v sen va: 

¿ V=1 

= 2 a v e ivx , 

v=-n 

donde a v , b v y a v son, respectivamente, precisamente los coeficientes reales 
y complejos de Fourier determinados a partir de f por medio de las fórmu- 
las (26) de p. 609. 
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La demostración, escrita por brevedad en notación compleja, se obtiene 
fácilmente usando las relaciones de ortogonalidad (25) en el intervalo 
I — [—7r, *7r] para las funciones e xvx : 


1 

/ 



- I P/ vx ) dx 


=íf 

i ji 


/w 2 - 2 1/5 ,f(xy*+l Zf)/ 

v——n \ v=—n 

= Wft - 2 i /5,*-, + i M-, 

v=— n v=^n 

= ll/l! 2 - Í + Í («, - 0,)(o<-, - /5-,) 

v=-n v=-n 

= ll/f - 2 a v*v + 2 («v - ^y)(áy - £) 
v=—n v--n 

= ll/ll 2 - 2 l a vl 2 + 2 l a v - £vl 2 ; 


,21 




Es claro que esta última expresión alcanza su mínimo cuando los fi v se 
toman como los coeficientes de Fourier a v , es decir, a v = fl v o, lo que es lo 
mismo, c v — a v> d v = b v . 

Ahora podemos demostrar el teorema de Parseual usando los resultados 
de aproximación obtenidos antes. 

La desigualdad de Bessel, 


w + 2 k 2 + v) <~[ n f{ x ) 2 dx 
V=1 

cuando n —> oo se conuierte en la igualdad de Parseval, 

i« 0 2 + 2 («V 2 + b v 2 ) = i í f(x) 2 dx, 
v =i 7r J-n 

válida para cualquier función f(x) de período 2 -tt que sea continua para 
todo x. 


Demostración. Por el teorema de aproximación de Weierstrass para 
polinomios trigonométricos, podemos escoger una sucesión de polinomios, 
T n tal que [f(x) — T n (x)] —» 0 uniformemente en x. Por tanto, también 

1 f u 

—- \ [f(x) — 7" n (A:)] 2 dx— » 0 cuandon—>oo. 

¿ 7 r J-n 

Sin embargo, de acuerdo con nuestro último resultado, el polinomio de 
Fourier 
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constituye, entre todos los polinomios de Fourier de orden n, la mejor aproxi- 
mación en media para f(x), de manera que 


1 

277 


I 


[/(*) 


Por tanto, 


«>)] ! * = [/M - T„(x)]‘dx. 


lím i-f” (f(x) - S„(x)fdx= 0. 

47T J _ n 

A1 cuadrar el integrando como se hizo en la p. 628, se obtiene la relación de 
Parseval. 

Finalmente, hacemos la observación de que la relación de Parseval 
sigue siendo válida cuando f(x) tiene un cierto número de discontinuida- 
des de salto. La demostración, aunque scncilla, no la daremos aquí. 


Apéndice I 

*A.I.l Alargamiento del intervalo del período. 

Teorema de la integral de Fourier 

E1 intervalo base, —tt < x < 7r, de las funciones periódicas podría 
reemplazarse por cualquier intervalo — B < x < B. Mediante la transfor- 
mación y = -trx/B este intervalo de longitud 2 B se transforma en el inter- 
valo — 7r < y < 7r, y una función f(x) con período 2 B se transforma en 
una función g(y) = f(By/-rr) = f(x) v Dn período 2-tt. E1 teorema principal, 
escrito en forma compleja [ver fórmula (27 a), p. 610], implica que 

g(y) = 2 g(t)e- ivit -v) dt; 

V = -oo ¿77j 

y por la transformación se tiene entonces que 

(41) f(x) = ^- 2 f(s)e- iv * ( '- x) / B ds, 

¿7T V= -« B J B 

donde la variable de integración se ha reemplazado por ¿ = Bt/rr. 

La relación (41) es válida para toda función lisa a trozos en — B < 
x <B. 

Hagamos t t/B = h, vtt/B = vh = u v y escribamos (41) en la forma 

f(x) = i 2 h í f(s)e-' l "> (x - r) ds 
ClT v=-oo J _ n 

= K- 2 he iu SHv, 
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C H 

donde H v — \ e~ tu r*f(s) ds. E1 paso formal al límite para B—> oo, o 

A u = h —> 0, es obvio y conduce a 

(42) 


j /• CO p _ 00 

f(x) = — \ e lur du\ e~ ult f(s) ds. 
J _cc J^oo 


Esta es la fórmula de la integral de Fourier, que será demostrada rigurosa- 
mcnte en el Volumen II para una amplia clase de funciones /. Tal fórmula 
pucde escribirse en una forma simétrica más clara, en términos de un par 
dc relaciones integrales recíprocas entre una función f(x) y su “transfor- 


f(s) e~ tus ds 
F(u)e lux dx. 


mada dc Fourier”, 

F(u): 


(43) 

F(u) 

II 

£l¡~ 


/(•v) 

1 

(43a) 

V 2-7T 


La fórmula de la integral de Fourier, (42), puede escribirse en una 
forma que no requiere el uso de exponentes imaginarios. Para ello sólo se 
nccesita hacer uso de Ias expresiones 

e iux e ~ius = e iu(x-K) — ros u ( s — v ) — ¿senu(i — .v). 

Puesto que sen m(í — x) es una función impar de u y cos u(s — x) una 
función par, la integración con respecto a u, desde — oo hasta +oo, del 
término con scno da una contribución nula, en tanto que al integrar 
cl término con coseno sc obtiene el doble del valor obtcnido al integrar 
desde 0 hasta co. Por tanto, 


(436) 


m 



f(s) cos u(s — x) ds. 


*A.I.2 Fenómeno de Gibbs en puntos de discontinuidad 

La convergencia de la serie de Fourier en la vecindad de una discon- 
tinuidad de salto exhibe una característica notable que Gibbs descubrió 
examinando las gráficas de los polinomios de Fourier 

a 0 n 

S n ( x ) = — + 2 (a v cos vx + 6 v senvA:). 

2 v=i 

Como se hizo resaltar en el capítulo 7, p. 547, la convergencia no unifor- 
me de una sucesión convergcnte en la vecindad de una discontinuidad de 
la función límite puede ser visualizada por la forma en que las gráficas 
continuas de las funciones de aproximación dejan de ser buenas aproxima- 
cioncs para la gráfica discontinua de Ia función límite. 
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En un desarrollo de Fourier estas gráficas no aproximan en forma sim- 
ple a la gráfica de f(x) aumentada por los segmentos verticales x = £ que 
unen los dos puntos extremos en el sitio, £, del salto. En vez de ello, las 
gráficas de S n presentan ondas que en la proximidad de £ exceden a las or- 
denadas /(£ + 0) y /(£ — 0), a uno y otro lado, en casi un 9% de la altura 
total del salto. Así, las gráficas dc aproximación se aproximan a la gráfica 
de f(x) aumentada por un segmento de recta vertical en x = £, no sólo 
uniendo los dos puntos extremos de la gráfica de f(x) sino rebasando el 
segmento de unión en ambos extremos (ver Figs. 8.4 y 8.5, pp. 595 y 596). 

E1 análisis matemático de esta situación es sencillo y bastará discutirlo 
solamente para la discontinuidad de la función x( x ) de la sección 8.6 d, 
caso al que se redujeron (p. 624) todas las discontinuidades de salto. 

La función 4x(*) P ara * positivo [ver fórmula (23a), p. 607] está 
dada por 

±X(*) =i(ir-x) =5^^, 0 < x < 7T. 

V=1 V 


Integrando la fórmula (14) de p. 601, se encuentra que 


S n (x) 



sen vx 
v 


ix + 


S 


sen (n + i)t 
~ ■ dt 

2 sen it 


Por tanto, el residuo r n (x) = ix(*) ~ S n (x) toma la forma 


donde 


Tn(x) — Ftt 


s: 


sen (n + i)t 


dt + p n (x ), 


Pn(x) 


' x 2 sen it — t 
L 2í sen it 


sen (n + i)t dt. 


Puesto que la expresión (2 sen it — t) /2 1 sen it es continua a trozos y tiene 
una primera derivada que también lo es, del lema de la p. 604 inferimos 
que p n (x) tiende a cero uniformemente cuando n —» oo para 0 < x < 7r. 
Además, 


<r n(x) 



sen (n + i)t 

--- dt — T7T 


$ 


(n + Vt)x sen f- 

t 


dt 


tiende a cero cuando n—>o o para cualquier valor de .v positivo individual- 
mente considerado (ver p. 605). La convergencia, sin embargo, no es uni- 
forme. Es claro que la derivada de <r n (x) se anula en los puntos = 
2k7r/(2n + 1), para k = 1,2, 3, ... . En forma más precisa, es fácil ver 
que o»(x) tiene mínimos en los puntos Xi, x 3 , * 5 , . . . y máximos en at 2 , x é , . . .. 
Más aún, Ios valores de <r n en Ios puntos de mínimos forman una sucesión 
creciente. Así, <r n (x) tiene ccmo mínimo “absoluto”, para x positivos, el 
valor 
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CTnUi 


S n sen t 
0 ” 

= "( 


— Ítt — 

— hT — 


— _ #2 _I_ _ /4 _ 

"! + 5! 




i - 1 + 


-0.090 •••-tt. 


2 3 3 2 • 3 • 4 • 5 • 5 

+ 


2-3-4-5-6-7-7 


-■) 


Cuando n es grande el residuo r n es aproximadamente igual a a n - En con- 
secuencia, para n grande el polinomio de aproximación S n excede a la 
función x aproximadamente en (9/100) -n-, esto es, en cerca de un 9% 
de la diferencia entre los valores límite derecho e izquierdo de la función en 
el origen. Así, Ia rama oscilante de la gráfica de ^(a:) sobrepasa efectiva- 
mente la altura de la gráfica de x( x ) Y exhibe el fenómeno de límite des- 
cripto anteriormente. 

Es fácil ver que los valores medios de Fejer para la suma ^(x) están 
libres dcl fenómeno de Gibbs. 


*A.I.3 Integración de series de Fourier 

En general, como hemos visto (p. 552), una serie infinita puede inte- 
grarse término a término si es uniformemente convergente. Pero en el caso 
de las series de Fourier tenemos el notable resultado de que la integración 
por términos siempre es posible. Afirmamos entonces lo siguiente: Si f(x) 
es una función continua a trozos en — -tt < x < ir, cuyo desarrollo formal de 
Fourier es 

00 

ioo + 2 ( Q v cos vx + b v sen vx), 

V=1 

entonces, para dos puntos x^ y a: 2 cualesquiera, 

Í xi rx 2 «° r* j 

f(x) dx = \ ia 0 dx + 2 \ ( a v cos v* + b v sen vx) dx, 

*x Jxi V= 1 J* 1 

es decir, la serie de Fourier puede integrarse término a término. Además, la 
serie del lado derecho converge uniformemente con respecto a x 2 para x^ 
fijo. 

La parte notable de este teorema es que no sólo no se necesita garan- 
tizar la convergencia uniforme de la serie sino que tampoco se necesita 
hacer uso de su convergencia. 
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Para demostrar el teorema defínase, como en la p. 623, 


F(x) 



ia 0 ] dt. 


La función F(x) es continua y tiene derivada continua a trozos; además, 
satisfacc la condición F(tt) — F(—tt) =0, de manera que sigue siendo 
continua cuando se extiende periódicamente. Así, la seric de Fourier para 
F(x), 

X 

iA o + 2 (Av cos v.v + B v sen v.y) , 

v-i 


converge uniformemente a F(x). Integrando por partes se obtienen, para 
i' ^ 0, los valores 


1 f 1t 1 

A v — - 1 F(t) cos vt dt — — - 

, 1 f 11 ./ , cos ví . a v 

F(t) sen vf dt = - \ f(t) - dt -* —, 

’O-ir ' l ' 
para los coeficientes de Fourier. Por tanto, la serie 

00 

F(xj) — F(.x i) = 2 [^Mcos va-_. — cos v.v,) + B,.(sen vx 2 — sen v.v^) j 



í 


„ , senví , b v 

f(t) - dt - - —, 


b v a v 

— — (cos Wo — cos v.Vj) + — (sen xv 2 — sen v*i) 

V V 

converge uniformcmcnte cn v. Recmplazando F(x) poi^ [/(.*) — 4a 0 ] dx, 
obtencmos la rclación 


S 


[/(*) 


como sc afirmó. 


x 

ía n ] dx = 2\ ( a v cos v.v + b v sen v.v) dx , 

I '-'Ja-i 


Apéndice II 

*A.II.l Polinomios de Bernoulli y sus aplicaciones 
a. Definición y desarrollo de Fourier 

En la obtcnción de la seric dc Taylor (p. 467) desempeñaron un papel 
importantc los polinomios en .v de grado n > 1: P n (x) = (x — £) n /n!, con 
parámetro $. La sucesión de estos polinomios cstá caracterizada por ias 
condiciones de que todo polinomio P n+1 es una función primitiva de P n , es 
dccir, P' n (x) — P ,,(*), y además que P n (£) = 0 y P 0 (x) — 1. 
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Construiremos ahora otra notable sucesión de polinomios mediante in- 
tcgraciones succsivas: los polinomios de Bernoulli, que luego extenderemos 
como funciones ])eriódicas y dcsarrollaremos en serie de Fourier. 

Los polinomios de Bernoulli, (¡>>Á X ) > P ar a 0 < y < 1, están definidos por 
las siguientes relaciones de recurrencia: 


(44«) 


(f>„ ( X) (f) n . ] (a ) , (f> o ( a .) 1 


(446) 


<M- V ) dx — 


]>ara n > 0. 


Cuando (f> 0 , (j> u . . .,(f> n son conocidas, la condición (44«) determina (f>„ a 
menos de una constante de integración arbitraria. Esta constante se calcula 
después usando la condición (446). Por inducción vemos de inmediato que 
<f> n es un polinomio de grado n cuyos coeficientcs son números racionales. 
Los primcros polinomios de Bernoulli son fáciles de calcular: 


<f> o(a) = 1, 


0i (-v) = -v - 


0->(v) 


1 • 1 1 

2 V ’ “ 2 A + l2 5 


1 , 1 , , 1 

0,(.v) = V - -X- + —X, 

, x 1 , 1,1, 

“2Í' V ~T2 r + 24 x ' 


1 

720' 


Para n > 1 las relaciones (44«, 6) dan 


0n(l) 


<M 0) 


£ 


0/(0 dt = 0. 


Por consiguiente, los polinomios 0„ pueden ser extendidos, partiendo del 
interv'alo básico 0 < x < 1, a todos los valorcs de ,v, originándose así fun- 
ciones periódicas \f/ n {x) con ])eríodo igual a 1. Éstas son las llamadas 
junciones de Bernoulli. La función 0 i(x) coincide con la función discon- 
1 

tinua — 0(2x,v — r) y puedc representarsc [vcr fórmula (236), p. 608] 
como una serie de Fouricr: 


(45«) 


01(*) 


1 / sen 27 ta: sen 47 ta: sen 6x v 

+-^— + 


1 2 3 

Mediante integraciones sucesivas se obtiene entonces 

(456) 0 W (0 = ( ~ 1) (w/2) + 1 ’ ■ - 9 - 2 ■ ■ 2 , paranpar 

(¿7T) k=l X 
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.... , . . . <w wwo 2 “ sen 2irkt 

(45c) if, n (t) = (-i) (n +i ) /2-.^_^2- x ——> parammpar. 

j Ac= 1 * 

En el intervalo original, 0 < x < 1, las funciones periódicas p n {t) son idén- 
ticas a los polinomios de Bemoulli (f> n (t )• 

Para n, par, \p n es una función par; para n impar, \¡/ n es impar. En forma 
equivalente 

(45 d) p n (—.x) — ( —1 ) n tpn(x). 

Los términos constantes en los polinomios de Bernoulli sucesivos for- 
man una notable sucesión de números racionales 


(46a) 


b n <j>n( 0 ) • 


_ í M°) para n ^ 1, 

[ ~i para n = 1. 

Del desarrollo de Fourier obtenemos inmediatamente 


(466) b n = 0 para n = 3, 5, . . ., 

(46e) 6 n = (-l) ( n/ 2l + 1 ' —para n = 2,4, . . . . 

) k=i & 

Además, es evidente que para n par (n = 2 m) los signos de b 2m se alternan. 

En lugar de los números b n , que decrecen rápidamente al crecer n, Ja- 
cobo Bernoulli introdujo los números siguientes, que resultan más ade- 
cuados: 

(47) £ m = (— l) m_1 (2m)! b 2m . 

Éstos son los llamados números de Bernoulli. (La igualdad entre Ios nú- 
meros B 2m * = ( — l) m_1 B m y los números de Bernoulli introducidos en la 
p. 577 se hará evidente después.) En particular, 


1 

* = 6> 

b 2 

II 

°°l 
o 1 

= r 2 ‘ 

Bi 

to 

II 

Ssl 

b 6 

691 

2730’ 




Gomo una consecuencia de la fórmula (46c) se tiene 

» 1 (2-rr) 2n 

(48) 

la cual es una representación explícita de la función £ de Riemann, £(s), 
para enteros s = 2n (ver p. 575), en términos de números conocidos. Con 
ella es posible obtener, por ejemplo, fórmulas tan notables como 
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1 + y+y+y+ 


í(2) 


1 + Í + ^ + y + 


90 


= m 


Cuando n —> oo, los númcros b n y B n tienden, respectivamente, a cero 
e infinito. En efecto, vemos en seguida que 


Y, por consiguiente, 


CO 1 CC -J 


6 


< 2 . 


2(2tt)- 2 ” < \b 2n \ < 4(27r)- 2n . 

Puesto que 2 tt > 1 y (2 tt) -2n —> 0 cuando n —> oo, resulta que 6 2n >—» 0, en 
tanto que 6 2 «+i = 0. Además 


B»= (2tt)! j6 2tt ¡ > 2(2 tt)! (27r) -2n ; 


y, como es fácil ver, el lado derecho tiende a infinito al crecer n. 


*b. La función generadora. La serie de Taylor para Ia cotangente 
trigonométrica e hiperbólica 


Los números y los polinomios de Bernoulli conducen de manera elegante 
al desarrollo de Taylor para la cotangente y funciones relacionadas. Estos 
desarrollos se deducen de la manera más fácil por medio de la llamada 
función generadora de las funciones de Bernoulli, a saber, la función 

(49) F{t,z) = 2M0**- 

n=o 

Es ésta una serie de potencias en z cuyos coeficientes son las funciones de 
Bernoulli que dependen del parámetro t. Sobre la base del desarrollo de Fou- 
rier, de las Ecs. (45) se llega a la estimación 


IMOI < 


■ 2 ' 

I2^„ 


2 r < 

T k 11 - 

1 ^ 



7T 2 ^ 4 

~ 3(27r) n< (27T) n 

para todo t y todo n > 2. Por tanto, el valor absoluto del n-ésimo término 
de la serie para F{t,z) es menor que 4(¡2¡/27r) rt . Así, para todo t el radio de 
convergencia de la serie de potencias en 2 es por Io menos igual a 2ir, como 
se ve comparando con la serie 


4 2 

m=i 
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Puesto que para un valor fijo de £ tal que |¿¡ < 2tt la serie para F(z, t) 
ticne una serie niayorante convergente, independiente dc t, de la teoría 
general (ver p. 551 ) se deduce que la serie eonvergc uniformeinente para 
todo t. Puede entonces ser integrada término a término en este dominio, 
y su derivación término a término será posible siempre que la serie resul- 
tante sea también uniformementc convergente. Usaremos esta propiedad 
para encontrar una forma explícita que dc F(t,z) (ver p. 555 ). Derivando 
término a término con respecto a t obtenemos formalmente para 0 < t < 1 
(si t = 0 o t = 1, pi(t) no tiene derivada) : 

-j- F(t, z) = 2 tn-i(t)z n 

dt n=i 

cc 

— 2 2 'pn-\(t)z n ~ x 

n~\ 

00 

— 2 2 4>n(t)z n 

n=o 

— zF(t,z). 

Esta serie ticne la misma fonna que la original y es, en efecto, uniforme- 
mente convergente, de manera que la derivación término a término se 
justifica. En consecuencia, para todo valor fijo de z tal que jzj < 2 tt y para 
0<í< 1 la función generadora F(t,z) satisface la ecuación diferencial 
dF/dt = zF(t,z). La solución general de esta ecuación es F = ce st , donde c 
es un factor cuyo valor depende del parámetro £ (ver p. 244). Para deter- 
minar c integramos la serie de F(t,z) con respecto a t entre 0 y 1: 

^ F(t,z)di — c^ e zt dt 

e z ~ 1 
— c - 

= f 2 z n \j/ n (t) dt 
J o M =° 

« ri 

= 1 + 2¿ n \ tn(t) dt = 1. 

«=i J 0 

Por consiguiente, c = z/ (e : — 1), y así llegamos al resultado final: 

ze st 

(50) F(t,z) 

Haciendo t—> 0 en esta expresión se obtiene la seric de Taylor para la fun- 
ción z/(e s — 1) : 

lím F(t, z) = —-— =14-2 b n z n . 

t->0 €~ 1 »=1 
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Puesto que — — i, al sumar \z a ambos lados de esa ecuación resulta 

( 51 ) 

e~ - \ 2 „ =2 

De paso se nota que esta fórmula prueba que los númcros B n * = n\b„ son 
los números de Bernoulli introducidos en la p. 577. Como b 0 — 1 y b n = 0 
para n impar, se tiene que 

e' -h 1 c _ z e z ' 2 + e~ z/2 
e z - 1 2 ~ 2 g -/2 — e -s/i 


(52) 


z 2 cosh %z 
2 2 senh \z 


= iz coth iz = 2 = 2 ++ + J ". 

n o (2n)! 

En esta forma se obtiene la serie de Taylor para la cotangente hiperbó- 
lica, que se dio en la p. 578. Los coeficientes de Taylor están relacionados 
de manera muy sencilla con los números de Bernoulli. Hemos, pues, demos- 
trado que el dcsarrollo es válido para todo j z\ < 2tt. 

De manera semejante se obtiene la serie de Taylor para la cotangente 
ordinaria (trigonométrica). Para |*| < 2ir y 0 < t < 1, la función gene- 
radora 


(53) 


G{t,z) =X 

o 


l)Vs n{t)z 2> ' 


se deriva dos veces y así se encuentra que G satisface la ecuación diferen- 
cial d 2 G/dt 2 + z 2 G = 0, cuya solución general es G = a cos (zt) + b sen (zt), 
donde a y b no dependen de t pero sí posiblemente del parámetro z. Para 

determinar a y b se usan dos condiciones. La primera,| G(t, z) dt = 1, se 

encuentra por integración término a término. La segunda, 


lím 

t-*0 


dG(t, z) 

Jt 


= iz 2 


para todo 2 , se encuentra por derivación término a término, para lo cual 
se usa el hecho de que si n > 1 es 

^2»'(0) = \j/ 27i -1 (0) = b 2n _ x = 0. 

Estas condiciones implican que 


a = 



b 


z 

2 ’ 
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de manera que para |z| < 2 tt y 0 < t < 1 se tiene 


G{t,z) 


z cos (zt — z/ 2) 
2 sen (z/2) 


Los detallcs se dejan al lector como ejercicio. 

Haciendo t -> 0 en esta fórmula, se obtiene el desarrollo de Taylor para 
la cotangente (ver p. 578) con \z\ < 2-tt: 

co 

(54) G(0,z) — 2 ( — l) n b 2n z 2n = iz cot iz. 

n-0 


c. L.a fórmula de la suma de Euler-Maclaurin 

En la sección 5.46 obtuvimos la fórmula de Taylor por medio de suce- 
sivas intcgraciones por partes. A continuación presentamos una derivación 
análoga para una fórmula famosa debida a Euler, en la quc los polinomios 
de Bernoulli, o, mejor dicho, sus extensiones periódicas ,toman el lugar 
que antes correspondió a los polinomios (t — b) n /n\. (Rccmplazamos en- 
tonccs a y b en la p. 467 por 0 y I; esto sicpipre puede hacerse transfor- 
mando la variable t en la variable s — (t — a)/(b — á), por lo que el 
cambio no es csencial.) 

En vcz de coincnzar con la relación 

(55) /(1) - /(0) = £7«)*, 

lo que correspondería a la deducción anterior He la fórmula de Taylor, em- 
pezamos ahora con la relación 


(56) 


í> (í)d, = í 


f(t) dt = \ f(t)p 0 (t) dt, 


que conducirá a una mayor siinetría. Por ser 

<M0 =ti(t), ^i(+0) = -i, 

y ^j(I — 0) = i, la fónnula de integración por partes, 


Í i i r i 

u dv = uv — \ v du, 

o o J* 


con u = f(t), v — \pi(t) , /(0) — /o, /(1) — /1 conduce a (ver también ca- 
pítulo 3, p. 298) : 


s: 


/(0* = *(/o + /i) ~ fV)Mt)dt, 


o sea. 
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(57) ' i (/, + /,)= C/(<)<*+ 

que es una expresión explícita para la desviación de la suma del lado iz- 

quierdo respecto de la integral £ f(t) dt. 

Puesto que una fórmula correspondiente es válida para cualquier in- 
tervalo entre dos enteros sucesivos, debido a la periodicidad de ipi(t) se 
obtiene de inmediato la ecuación 


( 58 ) */. + /. + /* + ••• /»-. + if. = /(*) dx + C*/'(*)*.(*) dx, 

o bien, para cualquier intervalo a < x < b con a y b enteros, 

(58<z) f a + /«+1. + • • • + fb -1 


= f f(*) dx + f n*)M*) ¿*,-Hh - /.). 


En esta forma se obtiene una expresión exacta para la diferencia entre la 
suma del lado izquierdo (el área de los rectángulos inscritos, en el caso 
de una función creciente) y el primer término del lado derecho (el área 
bajo la curva). La ecuación (58a) constituye la expresión más sencilla de 
la fórmula de la suma de Euler-Maclaurin. 

Es natural tratar de mejorar este resultado repitiendo la integración 

por partes. Integrando la expresión ^ f(*)'l'i(x) dx y haciendo u = f'(x), 

dv = iffi(x) dx se obtiene 


f f(x)Mx) dx = f(x)p 2 (x) - í f'(x)Mx) dx. 

. a Ja 

Ahora bien, puesto que 

(b) = M a ) ~ M®) ~ M 


el primer término toma la forma 

btf(b) -/'(«)]; 

y el segundo término puede integrarse por partes nuevamente, dando 

-».r(*) - /"(«)] + f r(*)M*) dx. 

Como b 3 = 0, el primer término de esta última expresión se anula, y si se 
repite la integración por partes resulta 


bjf"(b) - f'"( 


•»-£ 


f""(x)M*) dx. 
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Prosiguiendo de esta manera hasta llegar a fok se obtiene la forma general 
de la fórmula de la suma de Euler, 

(59) /. + /„, + ■•• + /,-, = j* /(*) dx-i\J(b) - /(«)] 

+ ¿5,»[/‘“-' ) (í>) -/‘“-"Wl + A, 

n=i 

en la que el residuo i?fc puede escribirse en una de las formas siguientes: 

(60) R h = — ^ f (2k) (x)f 2 k(x) dx 
o bien 

(60a) Rk = \ / <2fc+1) (*)^ 2 fc+. 1 (*) dx. 

d. Aplicaciones. Desarrollos asintóticos 

Desarrollos convergentes. La fórmula de la suma de Euler puede apli- 
carse bajo condiciones diferentes. En primer lugar, ú R*—> 0 cuando k —> oo, 
la serie infinita 

2 b*Sf (am - l} (b) ~n~ l) (a)} 

«=i 

converge, y así la fórmula permite expresar en forma exacta la suma de la 
serie correspondiente. También proporciona desarrollos en series para deter- 
minadas funciones. 

Desarrollos no convergentes. Como segunda posibilidad, y acaso de ma- 
yor importancia, considérese el caso en que el residuo Rk puede no tender 
a cero cuando k oo. Entonces la serie anterior no necesariamente converge. 
Sin embargo, puede ocurrir que al principio los valores absolutos \Rk\ de- 
crezcan al crecer k y que \Rk\ sea muy pequeño para valores de k escogidos 
adecuadamente, pero que posteriormente (para valores de k mayores) |i?fc| 
empiece a crecer marcadamente. En este caso la fórmula de suma puede ser 
una herramienta importante para fines de cálculo numérico. Aunque no es 
posible obtener una precisión arbitrariamente grande, como con las series 
convergentes, se puede calcular el valor del lado izquierdo con un error que 
en el peor de los casos es igual al mínimo valor de |i?*|, lo que a menudo 
constituye una aproximación excelente. Examinaremos a continuación ejem- 
plos de ambos fenómenos. 

Ejemplo. Funciones exponenciales. Consideremos primero la función 
f(x) = e es para algún z fijo. Con a = 0 y b = 1 obtenemos, para cual- 
quier número k, la relación 
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= ^ f{x) dx - 


m i) -/(0)] 


+ 2 M/ (2n_1) (¿>) - /««—«(a)] + R k . 


En consecuencia, 


1 =--- ~ t{e*~ 1) + ¿M 2n - 1 (** ~ 1) +i2 k 

£ »=i 


e* - 1 


+ +/J», 


donde 




-s: 


Z&gtz^^x) ¿ x 


Puesto que \ fa k {x) | 4/ (2-rr) 2)5 (p. 639), se encuentra que 


|fl*| < 


4 

(2^p 


= 4el*l 



o sea, R k —» 0, al menos para |z¡ < 2tt. Por tanto, para estos valores de z 
puede hacerse que k crezca más allá de toda cota en la fórmula de la suma 
obteniéndose 


(6i) -T~r =i + 

e 1 n=i 

para la función z¡ {e z — 1). Esta fórmula ya ha sido obtenida por otros 
métodos (p. 638). Obsérvese que el intervalo de convergencia t" nueva- 
mente |z| < 2ir. 


e. Sumas de potencias. Fórmula de recurrencia 
para los números de Bemoulli 

Un ejemplo aún más sencillo de una fórmula de suma de Euler con- 
vergente se presenta cuando la serie del lado derecho contiene sólo un 
número finito de términos, especialmente si f{x) es un polinomio de gra- 
do r > 1, de manera que f (r+1) (x) se anule idénticamente. Escogemos 
f{x) = x r , a = 0, b = n y k > ir. Por simplicidad, introducimos de nuevo 
la sucesión B n * de números de Bemoulli, definida antes (p. 638), en la 
forma B n * = n! b n para todo n. Observando que 

B 0 * = 1, BS = -i, B 3 * = B s * = B 7 * = = ^ +1 =0, 

vemos que la fórmula de Euler (59) se convierte en 
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1 + 2 T + 3 f 4- •*• + («- l) r 

= Vx’dx + ¿ Sí; (f'-'Xn) 0)) 

Jo v=X V'. 

..r+i r D «< 

=- +1 — r(r - 1) • • • (r - v + 2)n f - v+1 

r + 1 v=i v\ 



Esta fórmula puede escribirse simbólicamente en la forma 

(62) 1 + 2 r + 3 r + ••• + (n - 1)' = + B*) r + l - 5 #r+1 }, 

en la que el término que aparece dentro del paréntesis deberá desarrollarse 
formalmente haciendo uso del teorema del binomio, y cada una de las 
“potencias” B* k se reemplazará por el correspondiente número de Bernoulli, 
Bk*. Por ejemplo, 

1 + 2 2 + 3 2 + • • • + (n - l) 2 = i(n 3 + 3 n 2 B x + 3 nB 2 ) 

— £(2n 3 — 3 n 2 + n) 

1 + 2 3 + 3 3 + ••• + (n - l) 3 = in 2 (n - l) z 
(ver p. 81). 

Haciendo n = 1 la fórmula (62) se reduce a 

yi-¡-{(l + fl*) r+1 - 5* r+1 } = 0, 

o sea, 

(62a) (1 + B*) r+1 — B* r + 1 para todo r = 1; 

que es precisamente la fórmula de recurrencia para f?** dada en la p. 579. 


f. Constante de Euler y serie de Stirling 

Un ejemplo de la aplicación de la fórmula de Euler-Maclaurin en el 
segundo caso, o sea, cuando se tiene divergencia, está dado por la fun- 
ción f(x) = l/x con a = 1 y b = n. Por (58<z) se ve que 


(63) 


.(-¡nw* 


= log n + i 


2” 3t • 


(*) 


dx, 
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o sea, 

1 + i + i + i 4 - +í — lqgn = i+ -i- f dx. 

n 2 n J^ x 2 

Cuando n —> oo la integral de la derecha converge, pues |^i(*)| 

para todo x. Así, el valor absoluto del integrando es siempre menor que 

/* 00 

el de la integral convergente \ dx/x 2 . Resulta entonces la relación 

(64) lím \ — logn ] = i - C" dx = C 

»-»oo L k =1 " J J i % 

donde C es una constante definida, la constante de Euler, que se introdujo 
ya en la p. 542. 

Tenemos entonces dos resultados: 1) La serie armónica crecc con la 
misma rapidez que la función logaritmo (ambas divergen a infinito); y 
2) existe una expresión explícita para la diferencia entre las dos, 



~ log n - 



M*) 

x 2 


dx. 


Obsérvese que R n se anula cuando n —» oo por lo menos en primer orden. 

Haciendo f(x) = log .r, a — 1, b — n en la fórmula (59) de p. 642, se 
obtiene una aplicación más importante. En este caso. 


log 1 + log 2 + * * • + log (n — 1) = n log n — n + 1 — 4 log n 

- 2»»(2m - 2)! ( 1 - 

Sumando log n a ambos lados de esta ecuación, resulta 


(65) logn! = (n + 4) logn 


n + c k + 2i -á 


2 )! 


b 2m ~ r k (n ' 


donde 

* r « (nir\ i 

í* = 1 - 2 6 2w (2m - 2)! + \ #*«(*) 

m=l j! * 

Í ® (2it)! 

i( x ) 

Las integrales impropias convergen para A > 0, puesto que Ias funciones 
^ 2 *+i(*) son periódicas y, por consiguiente, acotadas para todo x (ver 
p. 326). E1 valor de la constante c k puede encontrarse observando que 
cuando n—> oo es 
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De la fórmula de Stirling (14) de p. 521 (o directamente del producto de 
Wallis para +r dado en la p. 300) se concluye que c * = log V2 tt. Si los 
números de Bemoulli b 2m se expresan en Ia forma b 2m como (— l)"* -1 ^/ 
(2m)! (ver fórmula (47), p. 636), se obtiene la llamada serie de Stirling: 



n! (-l) m ~'B m 

V 2-tt n n+1/2 e~ n ) rn= 1 2m(2m — l^n 2 *"" 1 


n(n). 


Esta fórmula es un refinamiento de la “fórmula de Stirling ,> . Para cual- 
quier entero positivo fijo, k, y n suficientemente grande, los términos de 
la suma se aproximan a cero según los órdenes de aproximación 1/n, 1/n 3 , 
1/n 5 , .. ., 1/n 2 * -1 , respectivamente. E1 término residual, r*(n), se aproxima 
a cero con la misma rapidez que 1/n 2 *, pues if/ 2 k + 1 (*) es una función aco- 
tada. Así, para un valor de k fijo y un valor de n muy grande, cada término 
de la suma resulta ser muy grande comparado con los términos siguientes, 
y el residuo será más pequeño que todos los términos de la suma. Se obtiene 
entonces una fórmula de aproximación de la forma 


( 66 ) 



n! —) 
V 27r n' n+1/ ' 2 « _n J 


B x 1 

1 -2 n 


B 2 1 Bg 1 

IF? 7T 3 + !F6 ñ» 


12 n 360 n 3 1260 n 3 1680 n’ 1188 n» 


Este desarrollo no debe ser considerado, sin embargo, como una serie 
infinita convergente. Es sólo asintóticamente correcto, en el sentido de que 
si cortamos la serie después de un número dado de términos, digamos, k 
términos, el error r* es pequeño comparado con todos los términos que se 
conservan, siempre que n sea suficientemente grande. En ningún caso es po- 
sible lograr que el error sea arbitrariamente pequeño tomando más y más 
términos, una vez que se ha fijado n. De hecho, la serie infinita (66) 
diverge, como puede deducirse fácilmente de la estimación dada en la 
p. 637 para los números de Bernoulli. Dado un valor de n grande, existe 
un número de términos de la serie que podrían usarse. Así, para un valor 
de n moderadamente grande se tiene la aproximación 

n! ^ V2^n" +1/ V*+ 1/12w , 
y cuando n es muy grande, la fórmula 

n! ~ V _ 2^. n n+l/2g«+1/12»-1/360«» 

proporciona una aproximación más precisa; etc. 
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PROBLEMAS 


SECCION 8.1, página 588 

1. E1 periodo fundamental, T, de una función periódica, f, se define como el 
extremo inferior (“inf”) de los períodos positivos de /. Demostrar que: 

a ) Si T =£ 0, entonces T es un período. 

b ) Si T 0, entonces cualquier otro período es un múltiplo entero de T. 

c) Si T = 0 y / es continua en cualquier punto, entonces / es una función 
constante. 

2. Demostrar que si / tiene períodos inconmensurables, T x y T 2 , entonces el 
periodo fundamental, T, es cero. Dar un ejemplo de una función no constante cuyos 
períodos sean inconmensurables. 

3. Supóngase que los períodos fundamentales de / y g son, respectivamente, 
a y b. Si a y b jon conmensurables, por ejemplo a/b — q/p, donde p y q son enteros 
primos entre sí, demostrar entonces que, por ejemplo, / + g puede tener un período 
fundamental de cualquier valor m/n, siendo m = aq — bp y n cualquier número 
natural. 


SECCION 8.5, página 613 

1. Obtener la serie de Fourier para la función f(x) = nx en el intervalo 
0 < x < 1, en forma de una serie de senos pura y de una serie de cosenos pura. 

2. Mostrar cómo puede representarse una función definida en un intervalo aco- 
tado arbitrario por medio de una serie de Fourier. 

3. Obtener el producto infinito para el coseno a partir de la relación 

sen %rx 

cos rrx =-. 

2 sen irx 

4. Usando los productos infinitos para el seno y para el coseno, evaluar 

2 2 6 6 10 10 14 

a) ~\ 'b '1 T\ 'JÍ '" 

2 4 8 10 14 16 

1 ^ 3 3 9 T 15 T5 

5. Expresar en fracciones parciales la cotangente hiperbólica. 

6. Determínense las propiedades especiales de Ios coeficientes de Fourier de los 
desarrollos para funciones pares e impares tales que f(x) = f(v — x). 


SECCION 8.6, página 619 

1. Investigar la convergencia del desarrollo de Fourier 

cos 2* cos 3x 
cos x -\ -1-H • • • 


de la función — log 2 


x 

sen - 
2 


SECCION 8.7, página 623 

1. Demostrar Ia relación de Parseval para una función Iísa por trozos, /, que 
puede tener cierto número de discontinuidades. 
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1. Demostrar que 


*«(') = —r 


-jáC) 


B*t % ~*. 
k 


2. Demostrar que para n > 1 vale 

**(*) = - 0 . 

3. Usando la expresión en fracciones parciales para la cotangente, desarrollar 
en una serie de potencias en x la función vx cot vx. Comparando ésta con la serie 
dada en las pp. 640-641, demostrar que 

V - = ( — 1 )*n —1 —-- L - B* . 

£ r 2 » 2 • (2m) í 2 « 

4 . Demostrar que 

* 1 (_l)m-i( 2 3w _ l) ff 2m 

V ---- -- -- B* . 

“(2r-l) 2M 2(2m)! 2m 


5. Demostrar que 


* (-l) v _ ( —l) m (2 2m — 2)v 2m 

' 2m 2 • (2m)! * 2m ' 

6. Usando los productos infinitos para el seno y para el coseno, demostrar que 
/ sen x \ « (_l)v-i 2 2v-il3* 


/ sen x \ « (_l)v-i 2 2i 

0 ,oe ( — )--2 -(2Í)T 


« (_1)V-1 2 2V-1(22V _ 1)B* 

b) log cos X = — 2_ 2v, X 2V. 

V=1 {2r)\r 

7. Verificar que 


log x v 2 

-- dx - -; 

\ - x 6 
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Ecuaciones diferenciales para los 
tipos más simples de vibraciones 


En varias ocasiones anteriores hemos encontrado ecuaciones diferencia- 
les, esto es, ecuaciones a partir de las cuales es posible determinar una 
función desconocida, y tales que involueran no sólo Ia función misma sino 
también sus derivadas. 

E1 problema más simple de este tipo es el de encontrar la integral inde- 
finida de una función dada /(*), o sea, encontrar una función y — F(x ) 
que satisfaga la ecuación diferencial / — f(x ) = 0. En el capítulo 3, p. 244, 
se demostró que una ecuación de la fonna / = cty es satisfecha por una 
función exponencial y — ce ", y las funciones trigonométricas se caracteri- 
zaron por ecuaciones diferenciales (p. 331). Como se vio en el capítulo 4 
(pp. 423-424), las ecuaciones diferenciales surgen en relación con Ios proble- 
mas de mecánica, y, en realidad, muchas ramas de las Matemáticas puras y 
la mayor parte de las Matemáticas aplicadas dependen de las ecuaciones 
diferenciales. En este capítulo, sin profundizar en la teoría general, consi- 
deraremos las ecuaciones diferenciales de los tipos más simples de vibra- 
ciones. Éstas no son solamente de interés teórico sino que también son 
sumamente importantes en las Matemáticas aplicadas. 

Será conveniente recordar las siguientes ideas y definiciones generales. 
Por una solución de una ecuación diferencial entendemos una función que, 
cuando se substituye en la ecuación diferencial, satisface ésta “idéntica- 
mente”; esto es, “para todos los valores considerados de la variable inde- 
pendiente”. A menudo se usa el término “integral” en vez del término 
“solución”. En primer lugar, debido a que el problema es más o menos 
una generalización del problema ordinario de integrar; y en segundo lugar, 
debido a que frecuentemente ocurre que la solución se encuentra en rea- 
lidad por integración. 
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9.1 Problemas de vibración en Mecánica y en Física 

a. Las vibraciones mecánicas más simples 

En el capítulo 4 (p. 423) ya se han considera los tipos más simples 
de vibraciones mecánicas. En ese capítulo se consideró una partícula de 
masa m, que está en libertad de moverse sobre el eje x y que tiende a 
regresar siempre a su posición inicial, x = 0, bajo la acción de una fuerza 
restauradora. La magnitud de esta fuerza la consideramos proporcional 
al desplazamiento x y, en efecto, la hicimos igual a — kx, donde k es una 
constante positiva y el signo negativo expresa el hecho de que la fuerza 
siempre está dirigida hacia el origen. En esta ocasión supondremos que 
también está presente una fuerza de fricción y que tal fuerza es propor- 
cional a la velocidad de la partícula y opuesta a ella. Dicha fuerza está 
entonces dada por una expresión de la forma — rx, donde r es una constan- 
te de fricción positiva. Finalmente, supondremos también que la partícula 
está sujeta a la acción de una fuerza f(t), que es una función del tiempo t. 
Entonces, por la ley fundamental de Newton, el producto de la masa m y 
Ia aceleración x debe ser igual a la fuerza total, es decir, la fuerza elástica 
más la fuerza de fricción más la fuerza externa. Esto se expresa mediante 
la ecuación 

(1) mx + rx 4- kx = f(t). 

Esta ecuación gobierna el movimiento de la partícula. Si recordamos 
los ejemplos anteriores de ecuaciones diferenciales, tales como el problema 
de integración para x = dx/dt = f(t), cuya solución es x — J f(t) dt + c, 
o bien la solución de la ecuación diferencial particular mx + kx = 0 de la 
p. 424, observaremos que estos problemas tienen un número infinito de so- 
luciones diferentes. En el presente caso también encontraremos que existe 
un número infinito de soluciones, lo que se expresa de la siguiente manera: 
Es posible encontrar una solución general o integral completa x(t) de la 
ecuación diferencial, que dependa no sólo de la variable independiente t 
sirto también de dos parámetros arbitrarios, c x y c 2 , llamados constantes 
de integración. Asignando valores especiales a estas constantes se obtiene 
una solución particular, y toda solución puede encontrarse dando valores 
especiales a dichas constantes. 

Lo anterior es perfectamente comprensible (ver también p. 422). No puede 
esperarse que la ecuación diferencial por sí sola determine por completo el movi- 
miento. Por el contrario, es razonable pedir que para un instante dado, digamos, en el 
tiempo t = 0, sea posible escoger la posición inicial, x(0) = x 0 , y la velocidad inicial, 
i(0) = á: 0 (brevemente, el “estado” inicial) de manera arbitraria. En otras pala- 
bras, en el tiempo t = 0 la partícula debe poder iniciar su movimiento con 
una posición y una velocidad completamente arbitrarias. Una vez que esto se 
logra, cabe esperar que el movimiento subsiguiente esté completamente determinado. 
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Las dos constantes arbitrarias c x y c 2 en la solución general permiten seleccionar la 
solución particular que satisfaga las condiciones iniciales. En la siguiente sección 
veremos que esto sólo puede realizarse de una manera. 

Si no hay fuerzas extemas presentes, es decir, si f(t) =0, el movimiento 
se llama movimiento libre. La ecuación diferencial se dice entonces que es 
homogénea. Si f(t) es diferente de 0 para todos los valores de t, decimos 
que el movimiento es forzado y que la ecuación diferencial es no homogénea. 
E1 término f(t) en ocasiones se llama también término de perturbación. 

b. Oscilaciones eléctricas 

Un sistema mecánico del tipo sencillo que se ha descrito puede reali- 
zarse físicamente sólo de manera aproximada. Un ejemplo lo tenemos en 
el péndulo, siempre que sus oscilaciones sean pequeñas. Las oscilaciones 
de una aguja magnética, las del núcleo de un 
teléfono o del diafragma de un micrófono, y otras 
vibraciones mecánicas, pueden representarse con un 
buen grado de aproximación por sistemas como el 
descripto. Sin embargo, existe otro tipo de fenómenos 
que corresponden de manera más precisa a la ecua- 
ción diferencial (1). Este es el caso, por ejemplo, de 
un circuito eléctrico oscilatorio. 

Consideremos el circuito dibujado en la Fig. 9.1, 
con inductancia p, resistencia p y capacitancia 
C = 1 /k. Supongamos que ese circuito está accio- 
nado por una fuerza electromotriz extema, <f>(t), que es una función co- 
nocida del tiempo t, tal como el voltaje proporcionado por una dínamo 
o el voltaje producido por ondas eléctricas. Para describir el proceso que 
tiene lugar en el circuito denotemos el voltaje en el condensador por E y 
su carga por Q. Estas cantidades están entonces relacionadas por la ecua- 
ción CE = E/k = Q. La corriente I, que, como el voltaje E, es una función 
del tiempo, se define como la rapidez de variación de la carga, por unidad 
de tiempo; es decir, como la rapidez con la cual disminuye la carga en el 
condensador: 1 = —Q — — dQ/dt = —É/k. La ley de Ohm establece que 
el producto de la corriente por la resistencia es igual a la fuerza electro- 
motriz (voltaje), o sea, es igual al voltaje del condensador, E, menos la 
fuerza contraelectromotriz debida a la autoinducción, más la fuerza elec- 
tromotriz externa <f>(t). En esta forma llegamos a la ecuación Ip = E — 
jxl ~i~ <f>(t), o — (p/k )É = E + (p¡./k)É + <f>(t), es decir, p£ + pÉ + kE = 
K<f> (t), que el voltaje en el circuito satisface. Vemos, por consiguiente, 
que resulta una ecuación diferencial precisamente del tipo (1). En vez de 
la masa, tenemos la inductancia; en vez de la fuerza de fricción, la resis- 
tencia; y en vez de la constante elástica, la inversa de la capacidad; en 


p 



Figura 9.1 Circuito 
eléctrico oscilatorio. 
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tanto que la fuerza electromotriz externa (excepto por un factor constante) 
corresponde a la fuerza externa. Si la fuerza electromotriz es 0, la ecuación 
diferencial es homogénea. 

Multiplicando ambos lados de la ecuación diferenciai por -1/k y deri- 
vando con respecto al tiempo se obtiene para la corriente I la ecuación 
equivalente: 

,/i/ ~h p/ ~h kI = <f>(t), 

que difiere de la ecuación para el voltaje solamente por los términos del 
lado derecho, y que cuando se trata de oscilaciones libres (c^» — 0) tiene 
una forma idéntica. 


9.2 Solución de la ecuación homogénea. Oscilaciones libres 
a. La solución formal 


Es fácil obtener una solución de la ecuación homogénea (1), mx + rx + 
kx = 0, en la forma de una función exponencial, determinando una cons- 
tante de manera tal que la expresión e xt = x sea una solución, Si esta 
solución de prueba y sus derivadas x = \e xt , x = \ 2 e xt se substituyen en Ia 
ecuación diferencial y se cancela luego el factor común e xt , se obtiene la ecua- 
ción cuadrática: 


(2) m\ 2 + r\ + k = 0 

para A. Las raíces de esta ecuación son 


Ai 


r 1 

2 m 2 m 


V r 2 — \mk, 



— —— V r 2 — 4 mk. 
2 m 


Cada una de las expresiones x = e Xit y x = e^ es, al menos formalmente, 
una solución particular de la ecuación diferencial, como puede verse reali- 
zando Ias operaciones en sentido inverso. Pueden presentarse tres casos di- 
ferentes: 


1. r 2 — 4 mk > 0. Las dos raíces Ai y A 2 son en este caso reales, nega- 
tivas y diferentes, y Ia ecuación diferencial tendrá dos soluciones: 

«i = e Xlt y u 2 = e* 2 *. 

Con ayuda de estas dos soluciones es posible construir de inmediato 
una solución en la que aparezcan dos constantes arbitrarias. En efecto, 
después de derivar vemos que 

(3) x = t'iWi + l¿u 2 

es también una solución de la ecuación diferencial. En la sección 9.3 demos- 
traremos que esta expresión es, de hecho, la solución más general de la 
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ecuación; es decir, a partir de ella podemos obtener cualquier solución dc 
la ecuación substituyendo para ello c^ y c 2 por valores numéricos adecuados. 

2. r 2 — 4 mk = 0. La ecuación cuadrática tiene una raiz doble. Así se 
tiene inicialmente, cxcepto por un factor constante, sólo una solución: 
x = Wi = e~ rt/2m . Pero en este caso es fácil verificar que la función 

.v = wí= te~ ri/2m 

es también una solución de la ecuación diferencial. 1 En efecto, se encuen- 
tra que 



y por substitución vemos que la ecuación diferencial 

r 2 

mx + rx 4-- x = mx + rx + kx = ü 

4 m 

se satisface. Por tanto, la exprcsión 

(4) .v = c 1 e~‘ l/2ni + cje~ ,t/2m 

da también una solución de la ecuación diferencial, con dos constantes dc 
integración arbitrarias c i y c¿. 

3. r 2 — 4 mk < 0. Haciendo r z — 4 mk = — 4mV 2 obtenemos dos so- 
luciones complejas de la ecuación diferencial, dadas por Ias expresiones 
x = u x = c _r */ 2m + ,vt y v = u¿ = e ~ rt/2m ~' lvt . La fórmula de Euler 

€ ±,vf = cos vt ± i scn vt 

nos da, por una partc, las siguientes expresiones para las partes real e ima- 
ginaria de la solución compleja u x : 

v i = e~ r,/ - m cos vt, v 2 = c“ ,t/2m sen vt; 

y, por otra parte, la representación 

Ui + U 2 Ui — u¿ 



Por la segunda forma de la representación, vemos que y v¿ son solucio- 
nes (reales) de la ecuación diferencial. Verificar esto directamente por 
derivación y substitución es un ejercicio muy sencillo. 

A partir de las dos soluciones particulares podemos construir una so- 
lución general, 

(5) .v = Civ i + c 2 v-¿ = (c i cos vt + c 2 sen v/)c _rt/2m , 

1 Obtenemos esta solución, en forma natural, por medio del siguiente proceso de 
límite: si Xj += X 2 , entonces la expresión (<?Xit — í?X 2 í)/(x, — \ 7 ) también representa 
una solución. Haciendo ahora X, tender a X; y escribiendo X en ve¿ de Xj, X2, nuestra 
expresión se convierte en d(eXt)/¿f\ = te*-\ 
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con dos constantes arbitrarias, c^ y c 2 . Lo anterior puede también escribirse 
en la fomia 

(6) x = ae~ rt/2m cos v{t — 8 ), 

donde se ha escrito c x — a cos v8, c 2 = a sen v8, y donde a, 8 son dos nue- 
vas constantes. 

Como se recordará, esta solución ya ha sido obtenida antes para el caso 
especial r = 0 (sección 5.4). 


b. Interpretación de la solución 


En los casos r > 2yJ mk y r = 2 yj mk la solución está dada por la curva 
exponencial o por la gráfica de la función te ~ T%nm , que para valores grandes 
de t se asemeja a la curva exponencial, y también por la sup>erposición de 
dichas curvas. En estos casos el proceso es aperiódico, es decir, cuando el 
tiempo aumenta la “distancia” x se aproxima asintóticamente a cero sin ha- 
ber oscilaciones en la proximidad del valor x = 0. E1 movimiento no es, 
por tanto, oscilatorio. E1 efecto de la fricción o amortiguamiento es tan 
grande que impide que Ia fuerza elástica produzca movimientos oscilatorios. 

Algo completamente diferente ocurre para r < V 2mk, en cuyo caso el 
amortiguamiento es tan pequeño que aparecen raíces complejas, X x , X 2 . La 
expresión x = a cos v (t — 8) e ~ rí/2m da entonces oscilaciones armónicas 



amortiguadas. Son estas oscilaciones que 
siguen la ley sinusoidal y que tienen una 
frecuencia angular v = yj k/m — r 2 /4m 2 , 
pero cuya amplitud, en lugar de ser cons- 
tante, está dada por la expresión ae~ rt/2m . 
Esto es, la amplitud disminuye exponen- 
cialmente; y mientras mayor sea la expre- 
sión r/2m, más rápido será el decrecimien- 


. to. En la literatura de la Fisica este factor 

rigura 9.2 Oscilación armóni- , . . ,, , , 

ca amortiguada. amortiguamiento se llama a menudo la 


constante de atenuación de la oscilación 


amortiguada. E1 término indica que el logaritmo de la amplitud decrece 
con la razón de decrecimiento r/2m. En la Fig. 9.2 se ilustra una oscilación 
amortiguada de esta clase. Como hicimos antes, llamaremos a la cantidad 
T = 2ir/ v período de la oscilación y a la cantidad v8 el corrimiento de fase. 
Para el caso especial r = 0 se obtienen oscilaciones armónicas simples con 
frecuencia v 0 = V k/m, la llamada frecuencia natural del sistema oscilatorio 
no amortiguado. 
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c. Satisfacción de condiciones iniciales dadas. 
Unicidad de la solución 


Queda todavía por demostrar que la solución en la que aparecen las 
dos constantes c x y c 2 puede hacerse corresponder a cualquier estado inicial 
prefijado, y también que tal solución representa todas las soluciones posibles 
de la ecuación. Supongamos que se ha encontrado una solución que en el 
tiempo t = 0 satisface las condiciones iniciales a: (0) = x 0 x(0) = x 0 , donde 
los números x 0 y x 0 pueden tener cualquier valor. Entonces en el cáso 1 
de la sección 9.2 a (p. 652) debemos hacer 

Ci + c 2 = x 0 , 

C\Xi *f" c 2 X 2 = x 0 . 

Tenemos así dos ecuaciones lineales para las constantes c^ y c 2 , y dichas 
ecuaciones admiten como soluciones únicas los valores 


x 0 X 2 x 0 X 0 XiX 0 



En el caso 2 el mismo procedimiento da las dos ecuaciones lineales 


Ci = x 0 , 


ÁCi + c 


2 = x 0 



a partir de las cuales es posible obtener nuevamente c x y c 2 . Por último, 
en el caso 3 las ecuaciones que determinan las constantes toman la forma 


a cos v8 — x 0 , 


u ( v sen vS — —— cos vS ) = i- 0 , 

V 2 rn ) 

cuyas soluciones son: 

8 = iarc COS^, a = \ ^ + (*. + ¿ 

En esa forma hemos demostrado que las soluciones generales pueden 
satisfacer condiciones iniciales arbitrarias. Falta aún demostrar que no existe 
otra solución. Para ello basta probar que dado cierto estado inicial no 
existen dos soluciones diferentes. 

Supongamos que existen dos soluciones, u(t) y v(t) , tales que m(0) .= x 0 , 
u(0) = x 0 y v(0) = x 0 , ¿(0) = x 0 . Entonces Ia diferencia es también una 
solución, por lo que se tendrá w — u — v. Esta solución corresponde, por 
consiguiente, a un estado inicial de reposo, es decir, a un estado tal que en 
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el tiempo t — 0 la partícula se encuentra en su posición de reposo y tiene 
velocidad cero. Pero en este caso la partícula nunca se pondría en movi- 
miento. Para demostrarlo multipliqucmos ambos lados de la ecuación dife- 
rencial miv + riú + kw — 0 por 2 w y recordemos que 2 ww — ( d/dt)w 2 y 
2 ww — ( d/dt)w 2 . Obtenemos así 


d . d 

— (mio-) + — (fcur) + 2 rw z = 0. 
dt dt 


Integrando entre los Hmites í = 0 y / = r y usando la condición inicial 
m(0) = 0, ¿(0) = 0, se encuentra que 



Esta ecuación, sin embargo, encierra una contradicción cuando la función w 
es diferente de 0 para cualquier instante r > 0, pues el lado izquierdo es 
entonces positivo (ya que m, k y r son positivos) en tanto que el lado 
derecho es cero. Por tanto, w — u — v e s siempre igual a 0; lo que prueba 
que la solución es única. 


9.3 La ecuación no honiogcnea. Oscüaciones forzadas 

a. Comentarios generales. Superposición 

Antes de proceder a la solución del problema en el caso de una fuerza 
cxterna }(t), es dccir, a la solución de la ecuación no homogénea, hacemos 
cl siguiente comentario. 

Si w y v son dos soluciones de la ecuación no homogénea, la diferencia 
u — w — v satisface la ecuación homogénea. Esto puede vcrse de inme- 
diato por substitución. Recíprocamcnte, si u es una solución de la ecuación 
homogcnca y v lo es de la ecuación no homogénea, entonces w = u + v 
es también una solución de esta última ecuación. Por tanto, a partir de 
una solución 1 de la ecuación no homogénea obtenemos todas las soluciones 
de dicha ecuación sumando la integral completa de la ecuación homogénea. 
Sólo necesitamos, por consiguiente, encontrar una solución de la ecuación 
no homogénca. Físicamente esto significa que si tenemos una oscilación 
forzada debido a una fuerza externa, al superponerle una oscilación libre 
arbitraria, representada por una solución de la ecuación homogénea, obte- 
nemos un fenómeno que satisface la misma ecuación no homogénea que la 
oscilación forzada original. Si sc trata de una fuerza de fricción, el moví- 
miento libre en el caso oscilatorio debe tender a desaparecer a medida que 
el tiempo transcurre, debido al factor de amortiguamiento e~ rt/2m . Por 


1 Llamada a menudo integral o solución particular. 
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consiguiente, cuando se tiene una vibración forzada y existe una fuerza 
de fricción, es indiferente cuál sea la vibración libre superpuesta: el movi- 
miento tenderá siempre hacia el mismo estado final al transcurrir el tiempo. 

En segundo lugar, observamos que el efecto de una fuerza f(t) puede 
partirse de la misma manera que la fuerza misma. Con esto queremos 
decir lo siguiente: si f\(t ), f 2 (t) y f(t) son tres funciones tales que 

MO +/.(0 =f(t), 

y si Xi = Xi ( t ) es una solución de la ecuación diferencial mx + rx + kx = 
/i(í), y x 2 — x 2 (t) es una solución de mx + rx + kx — fz(t), entonces 
.v(í) = Xi(t) + x 2 (t) cs una solución de la ecuación 

(7) mx + rx + kx = f(t). 

Un resultado semejante se tiene, por supuesto, cuando f(t) está compuesta 
por cualquier número de términos. Este resultado simple pero importante 
se llama principio de superposición. Su demostración es casi inmediata a 
partir de la ecuación misma. Subdividiendo la función f(t) en dos o más 
términos cs posible, de la misma manera, dividir la ecuación diferencial 
cn varias ecuaciones, cuyo manejo, en determinadas circunstancias, puede 
rcsultár más sencillo. 

E1 caso más importante es el de una fuerza externa, f(t), periódica. 
Tal fuerza externa puede descomponerse en componentes periódicas puras, 
mediante un desarrollo en serie de Fourier, y en esa forma 1 puede aproxi- 
marsc con la precisión deseada por medio de la suma de un número finito 
de tales funciones. Es suficiente, por tanto, encontrar la solución de la ecua- 
ción diferencial bajo la hipótesis de que su lado derecho tiene la forma 

a cos oit o, b sen <oí, 

donde a, b y <o son constantes arbitrarias. 

En vez de trabajar con estas funciones trigonométricas, podemos obte- 
ner la solución de manera más sencilla y elegante si usamos la notación 
compleja. Haciendo f(t) — ce iut , el principio de superposición muestra 
que sólo necesitamos consid’erar la ecuación diferencial 

(8) mx + rx + kx = ce icit , 

cn la que c representa una constante arbitraria real o compleja. Tal ecua- 
ción diferencial representa en realidad dos ecuaciones diferenciales reales. 
Pues si partimos el lado derecho en dos términos, tomando, por ejemplo, 
c = 1, y escribimos g ,uí = cos<oí + i sen a>t, entonces y v 2 , las soluciones 
de las dos ccuaciones difcrcnciales reales mx + rx + kx = cos<»t y mx + 

1 Supot cndo que sea continua y lisa por trozos (p. 621), el caso más importante 
cn Física. 
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rx + kx = sen <at, se combinan para dar la solución x = x x + x 2 de la ecua- 
ción diferencial compleja. Recíprocamente, resolviendo primero la ecuación 
diferencial en forma compleja, la parte real de su solución nos dará la 
función Xi, y la parte imaginaria la función x 2 . 


b. Solución de la ecuación no homogénea 


Resolveremos la ecuación (8) mediante un artificio que surge en forma 
natural de la intuición. Supongamos que c es real y (para determinado 
instante) que r 0. Adivinamos entonces que existirá un movimiento cuyo 
ritmo es el mismo que el de la fuerza periódica extema, y de acuerdo 
con esta hipótesis intentamos encontrar una solución de la ecuación dife- 
rencial, en la forma 

(9) x = c re* 0 '*, 

en la que sólo falta determinar el factor a, que es independiente del tiempo. 
Substituyendo esta expresión y sus derivadas, x — Lme iat , x = —<a 2 <re iat , 
en la ecuación diferencial y eliminando el factor común e iut obtenemos la 
ecuación 

— rrua^a + ir<oa + ka — c, 

o sea, 


( 10 ) 


c 

— rrua 2 + ir<a ■+■ k 


Recíprocamente, observamos que para este valor de a la expresión es real- 
mente una solución de la ecuación diferencial. Sin embargo, para expresar 
con claridad lo que este resultado significa es necesario realizar algunas 
transformaciones. 

Comenzaremos escribiendo el factor complejo a en la forma 


(U) 


__ k — m<a 2 — ir<a 
C C (k — rrua 2 ) 2 + r 2 ü> 2 


cae~ iü>b , 


donde el “factor de distorsión” positivo a y el “corrimiento de fase” <aS son 
expresados en términos de las cantidades dadas m, r, k mediante las ecua- 
ciones 

« 2 — —- —r— — ;——, sen <u8 = r<oa, cos <d8 = (k — nua 2 )a. 

(k — rrua 2 ) - + r 2 <a 2 


Con esta notación nuestra solución toma la forma 


x = cae ia(t ~ b) , 

cuyo significado es el siguiente: a la fuerza c cos <at le corresponde el “efecto” 
ca cos w(í — 8), y a la fuerza c sen <at le corresponde el efecto ca sen <a (t-8). 
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Vemos por lo anterior que el efecto es una función del mismo tipo que 
la fuerza, esto es, una oscilación no amortiguada (sostenida). Esta oscila- 
ción difiere de la oscilación que representa a la fuerza en que su amplitud 
ha aumentado en la proporción « : 1 y la fase ha variado según el 
ángulo <d 8. Por supuesto, el mismo resultado puede obtenerse fácilmente sin 
hacer uso de la notación compleja, aunque a costa de cálculos algo más 
complicados. 

De acuerdo con el comentario que se hizo al principio de esta sección, 
una vez encontrada esta solución tenemos completamente resuelto el pro- 
blema; pues superponiendo cualquier oscilación libre podemos obtener la 
oscilación forzada más general. 

Reuniendo los resultados anteriores podemos establecer lo siguiente: 

La integral completa 1 de la ecuación diferencial 

mx + rx + kx = ce %<¿>t 

(en la que x+=0) es x = cae i(úit ~ b) + u, donde u es la integral completa 
de la ecuación homogénea m'x + rx + kx = 0, y las cantidades a y 8 están 
definidas por las ecuaciones 

« 2 = - 2 \ 2 - , - 2 - 2 -; sen<*>8 = r<oa, cos 08 = (k - rru¿)a. 

(k — m<ú 2 ) 2 + rW 

Las constantes de esta solución general permiten hacer que la solúción 
satisfaga un estado inicial arbitrario, es decir, dados cualesquiera valores de 
x 0 y x 0 , las constantes pueden escogerse de manera tal que *(0) = x 0 y 
á:(0) = x 0 . 


c. La curva de resonancia 


Para formamos una idea de la solución que hemos obtenido y de lo 
que significa en las aplicaciones, estudiaremos el “factor de distorsión”, a, 
como función de la “frecuencia de excitación”, <ú, es decir, la función 


(13) 


<f> (<ú) - :■ . — == -. 

V (k - ttuú 2 ) 2 +rW 


Tal investigación en detalle es motivada por el hecho de que, dadas las 
constantes k, m y r o, como a veces se dice, dado un “sistema oscilatorio”, 
es posible considerar éste como sujeto a fuerzas de excitación periódicas 
cuyas frecuencias angulares son muy diferentes entre sí; siendo importante, 
por tanto, considerar la solución de la ecuación diferencial para este amplio 
rango de fuerzas de excitación. Con el fin de describir en forma conveniente 
la función, introducimos la cantidad <úo = V kfm. Este número, <ú 0 , es la 


1 O general. 
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frecuencia angular que tendrían las oscilaciones libres del sistema si la fric- 
ción fuese nula; o, más brevemente, la frecuencia (angular) natural del 
sistema no amortiguado (ver p. 655). En realidad, la frecuencia del sistema 
libre, en presencia de la función r } no es igual a <do sino que tiene el valor 


v — 



r'- 

4m 2 J 


donde suponemos que 4 km — r 2 > 0. (Si éste no es el caso, el sistema libre 
no tiene frecuencia: es aperiódico.) 

La función <f>{<ú) tiende asintóticamente al valor cero a medida que la 
frecuencia de excitación tiende a infinito y, de hecho, tal función se anula 
con orden 1 /<o 2 . Además, <f>{0) = 1 fk\ en otras palabras, una fuerza exci- 
tadora de frecuencia cero y magnitud igual a 1, o sea, una fuerza constante 
de magnitud uno, da origen a un desplazamiento 1 /k del sistema oscilatorio. 
En la región de valores positivos de <a la derivada <f>'{<o) no puede anularse 
excepto allí donde se anula la derivada de la expresión {k — mo > 2 ) 2 + r 2 w 2 , 
esto es, para un valor <a = «x > 0 que satisfaga la ecuación 

— 4 mo>{k — mo> 2 ) + 2 r 2 o = 0. 

Es claro que para que tal valor exista deberá tenerse que 2 km — r 2 > 0; 
y en este caso 



Puesto que la función <f>{<¡>) es positiva en todas partes, crece monótonamente 
para valores pequeños de <¡> y se anula en el infinito, el valor wx debe dar 
un máximo. Llamamos a esta frecuencia la “frecuencia de resonancia” 
del sistema. 

Substituyendo la expresión para ox encontramos que el valor del máxi- 
mo es 


<P\u>\) - 

r\/ {k/m — r 2 /4m 2 ) 

Cuando r —■> 0 dicho valor máximo crece más allá de toda cota. Para 
r = 0, es decir, para un sistema oscilatorio no amortiguado, la función <f>{o>) 
tiene una discontinuidad infinita en el valor o> = <dx. Es éste un caso límite, 
que consideraremos más adelante en forma especial. 

La gráfica de la función <f>{<») se llama curva de resonancia del sistema. 
Para o> — <¡>i (y, en consecuencia, para valores pequeños de r en la vecin- 
dad de la frecuencia “natural”) la distorsión de amplitud, a = <p{<»), es 
particularmente grande. Este resultado es Ia expresión matemática del “fe- 
nómeno de resonancia”, el cual, para valores fijos de m y k } es más evidente 
a medida que r decrece. 
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En la Fig. 9.3 se muestra una familia de curvas de resonancias corres- 
pondientes, todas cllas, a los valores m = 1 y k — 1 (y, por tanto, a c*, — 1), 
pero con valores D = ir diferentes. Observamos que para valores pequeños 
de D aparece una resonancia muy marcada cerca de o = 1; y en el caso 
límite, D = 0, <¿>(<o) tendría para «> = 1 una discontinuidad infinita en vez 
de un máximo. A1 crecer D, el máximo se mueve hacia la izquierda, y para 
el valor D = 1 / y/~2 tenemos <ü! ='0. En este último caso el punto en el 
que la tangente es horizontal se ha movido hacia el origen y el máximo 
ha desaparecido. Si D > 1/V~2 el cero de <f>'(o>) no existe, y la curva de 
resonancia deja de tener máximo y la resonancia desaparece. 



Frecuencia de excítación—>-u> 

Figura 9.3 Curvas de resonancia. 

En gencral, el fenómeno de resonancia desaparece tan pronto como se 
cuinple la condición 

2 km - r 2 < 0. 

En el caso de la igualdad, la cun'a de resonancia alcanza su máxima al- 
tura, </>(0) = l/k para «n — 0; y su tangente es horizontal allí; y la curva, 
después de un cainino inicialmente casi horizontal, decrece hacia el valor 


cero. 
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d. Una discusión adicionaJ sobre las oscilaciones 


La discusión anterior no es suficiente. Para entender en realidad el fe- 
nómeno del movimiento forzado es necesario hacer hincapié en lo siguiente. 
La integral particular cae iu, ^~ b) debe considerarse como un estado límite 
hacia el cual tiende cada vez más, a medida que el tiempo transcurre, la 
integral completa 

x(t) = c<xe ia(t ~ b) 4- CiUx + c 2 U2. 

Esto es así porque la oscilación libre CtU^ + c z u 2) superpuesta a la integral 
particular, se desvanece al transcurrir el tiempo. Este desvanecimiento será 
lento si r es pequeño y será rápido si r es grande. 

Supongamos, por ejemplo, que al iniciarse el movimiento, esto es, en el 
tiempo t = 0, el sistema está en reposo, de manera que x(0) =0yx(0) =0. 
Con estos datos podemos determinar las constantes c x y c 2 , las cuales, como 
puede verse de inmediato, no se anulan simultáneamente. Aunque la fre- 
cuencia de excitación es aproximada o exactamente igual a 01 , de manera 
que existe resonancia, la relativamente gran amplitud a = <f>(«>i) no aparece 
al principio. Por el contrario, quedará encubierta por la función c^u^ + c 2 U 2 
y aparecerá por primera vez cuando aquélla se haya desvanecido; es decir, 
aparece más lentamente cuando r es menor. 

Para el sistema no amortiguado, esto es, para r = 0, la solución “falla” 
si la frecuencia de excitación es igual a la frecuencia natural oo = V k/m, 
pues entonces <¡>(<a 0 ) es infinita. Por consiguiente, no es posible en este caso 
obtener una solución de la ecuación mx + kx = e' at en la forma <re iü>t . Es 
posible, sin embargo, obtener inmediatamente una solución particular de la 
forma x = <rte >u>t . Substituyendo esta expresión en la ecuación diferencial 
y recordando que 


se tiene 

y, puesto que rruú 2 = k, 


x = <rg* wt (l + úút), x = <re iC!>t (2 úú — tw 2 ), 
o(2im<ú — m<ú 2 t + kt) = 1, 

1 

<T = — -- 

2 ittuú 


Así, cuando existe resonancia en un sistema no amortiguado la solución 
es de la forma 


t 


e iat - 


,i<út 


2 im<ú 2i V ám 

Usando la notación real, cuando f(t) = cos <út se tiene que 

1 t 


2 V km 


sen <út 
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y cuando f(t) = sen ut el resultado es 

1 t 

X = — - -- COS <út. 

2 yj km 

Hemos, pues, encontrado una función que podríamos llamar “oscilación”, 
pero cuya amplitud crece linealmente con el tiempo. La oscilación libre 
superpuesta no se desvanece, pues no es amortiguada; sin embargo, con- 
serva su amplitud original y llega a no ser importante en comparación 
con la amplitud creciente de la oscilación forzada especial. E1 hecho de que 
en este caso la solución oscile hacia arriba y hacia abajo entre cotas posi- 
tivas y negativas que crecen continuamente con el tiempo representa el 
significado real de la discontinuidad infinita que presenta la función de 
resonancia para un sistema no amortiguado. 


e. Comentarios sobre la construcción de instmmentos de registro 

En una gran variedad de aplicaciones en la Física y en la Ingeniería resulta de 
suma importancia la discusión precedente. En el caso de muchos instrumentos, tales 
como galvanómetros, sismógrafos, circuitos osciladores de radiorreceptores y en dia- 
fragmas de micrófonos, el problema consiste en registrar un desplazamiento * produ- 
cido por una fuerza externa periódica. En tales casos la cantidad x satisface nuestra 
ecuación diferencial, por lo menos en primera aproximación. 

Si T es el período de oscilación de la fuerza extema, es posible desarrollar ésta 
en una serie de Fourier de la forma 

f(t) = 2 y^iKín/T)*, 

J=-oo 

o, mejor aún, considerarla como representada con suficiente aproximación por la 
suma trigonométrica 2 y{e iI(2lx/T)t compuesta solamente por un número finito de 

| ——Jif 

términos. Por el principio de superposición (p. 657), Ia solución x(t) de la ecuación 
diferencial estará representada (no considerando la oscilación libre superpuesta) por 
una serie infinita 1 de la forma 

x(t) = 2 a{í iI( 2* /T)t , 
l=-00 

o aproximadamente por una expresión finita de la forma 

N 

*(t) — 2 <ri* iU2n/T)t - 
{=- y 

En vista de nuestros resultados anteriores, 

o x = y l a i «- i &«(2* i/T > 


2 vl 


8 , = 


2vlr 


/ 4^2 

\ 2 477-2 

T • 

f , M 2 \ 

( k - ml 2 - 

\ 4- r 2/2 - 



V T 2 

) T 2 


V T* ) 


1 Las cuestiones de convergencia no se discutirán aquí. 
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Podemos entonces describir la acción de cualquier fuerza externa periódica de la 
siguiente manera: si descomponemos la fuerza de excitación en coraponentes peno- 
dicas puras, los términos individuales de la serie de Fourier, entonces cada compo- 
nente experimenta una distorsión de amplitud y un corrimiento de fase propios, y 
los efectos separados pueden luego superponerse por adición. Si sólo nos interesa la 
distorsión de amplitud (en las aplicaciones el corrimiento de fase es sólo de impor- 
tancia secundaria 2 y además puede tratarse de la misma manera que la distorsión 
de amplitud), un estudio de las curvas de resonancia nos da plena información 
acerca de la forma en que los movimientos del aparato de registro “siguen” a la 
fuerza de excitación extema. Para valores muy grandes de l, o de <o[=(2 v/T)t], el 
efecto de la frecuencia de excitación sobre el despiazamiento x dificilmente será per- 
ceptible. Por otra parte, todas las frecuencias de excitación en la vecindad de w p la 
frecuencia (angular) de resonancia, afectarán marcadamente a la cantidad x. 

En la construcción de aparatos de medición y registro de cantidades físicas, las 
constantes m, r y k están a nuestra disposición, por Io menos dentro de límites am- 
plios. Estos valores podrían escogerse de manera que la forma de la curva de reso- 
nancia se adapte lo mejor posible a las necesidades especiales de las mediciones que 
interesan. Intervienen aquí dos consideraciones de importancia. En primer lugar, es 
deseable que el aparato tenga la máxima sensibilidad posible; esto es, que para todas 
las frecuencias w en cuestión el valor de a sea tan grande como las condiciones lo 
permitan. Para valores pequeños de u, como ya hemos visto, « es aproximadamente 
proporcional a 1/k, de manera que el número 1/k es una medida de la sensibilidad 
del instrumento para frecucncias de excitación pequeñas. La sensibilidad puede, por 
consiguiente, mejorarse aumentando 1 /k, o sea, haciendo más débil la fuerza restau- 
radora. 

E1 otro punto importante se refiere a la necesidad de una ausencia de distorsión 
relativa, o “indiferencia” (con respecto a las frecuencias). Supongamos que la repre- 
N 

sentación f(t) — 2 y l e il( W r)t cs la adecuada para la fuerza de excitación. Deci- 

U-n . . ...... 

mos entonces que el aparato registra la fuerza de excitacion con ausencia de distorsion 

relativa o con “indiferencia” si para todas las frecuencias angulares u < N(2v/T) el 
factor de distorsión tiene aproximadamente el mismo valor. Esta condición es indis- 
pensable cuando se desea obtener conclusiones acerca del proceso de excitación direc- 
tamente a partir del comportamiento del aparato, por ejemplo, si se desean repro- 
ducir sonidos musicales tanto graves con o agudos por medio de un radio o una 
grabadora de cinta, y con una relación ue intensidades aproximadamente correcta. 
Una reproducción “sin distorsión” nunca puede lograrse en forma total, pues la curva 
de resonancia no tiene porción horizontal alguna. Puede, sin embargo, intentarse 
escoger las constantes m, k y r del aparato de manera tal que no exista una marcada 
resonancia, y también para que la curva tenga una tangente horizontal en su comien- 
zo, con lo cual <p(u) = a será aproximadamentc constantc para valores pequeños 
de w. Como ya sabemos, csto puede lograrse haciendo 

2 km — r- = 0. 

Dadas las constantes m y k, es posible reunir los requisitos mencionados ajustando 
adecuadamente el valor de la fricción, r, lo cual se logra, en el caso de un circuito 
eléctrico, por ejemplo, insertando una resistencia de valor convcniente. La curva de 
resonancia nos muestra que entonces el sistema no amortiguado prácticamente no intro- 
duce distorsión para frccucncias que van desde 0 hasta la frecuencia natural, w 0 ; y 
que por encima de esta frecuencia el amortiguamiento es ccnsiderable. Obtenemos, 
por consiguiente, una ausencia de distorsión relativa en un intervalo dado de fre- 
cuencias escogiendo, primero, m tan pequeña y k tan grande que la frecuencia na- 
tural u 0 del sistema no amortiguado sea mayor que cualquiera de las frecuencias de 
excitación consideradas, y lucgo escogiendo el factor de amortiguamiento, r, de acuer- 
do con la ecuación 2km — r 2 — 0. 


2 Ya que, por ejemplo, es imperceptible por el oído humano. 
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de Schwartz, 218 
del triángulo, 627 
Desigualdades, 36 

de Cauchy-Schwartz, 39, 218 
representación geométrica, 54 
triángulo, 38, 627 
Desplazamiento, 380 
Diferencial, 200, 224 
de cosx, 331 

de función exponencial, 244 
de sen x, 331 
ecuación, 649 
homogénea, 651 
integral de, 649 
Diferencias, 489, 490 
cociente de, 180, 211 
Dígito, 33 
Dirección, 401 

ángulo de, 183, 358, 400 
Directores, cosenos, 400, 412 
Dirichlet, integral de, 328, 573 
scrie de, 583 

Dirigidas, líneas rectas, 358 
Discontinuidad, infinita, 59 
de salto, 55, 59 
Discriminante, 303 
Distancia entre dos funciones, 627 
Distritibutiva, ley, 26 
Divergente, sucesión, 94 
serie, 98 

Dominio de una función, 42, 45 

E 

Ecuación, algebraica, 127 
Ejes de coordenadas, cambio de, 378 
Eléctricas, oscilaciones, 651 
Electricidad, cantidad de, 441 
Eléctrico, circuito, 249, 599 
Electromotriz, fuerza, 249, 599 
Eliminable, singularidad, 59, 63, 470 
Elipse, 396 

área encerrada, por 387 
evoluta de, 446 
longitud de, 454 

representación paramétrica racional, 
346 

Elíptica, función, 319 

integral, 318, 340, 396, 428, 454, 565 
Encaje de intervalos, 31, 32 
Energía, conservación de, 423, 437, 438 
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por redondeo, 504 
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Escalar, 397 

Escape, velocidad de, 435, 440 
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Estacionario, punto, 261, 365 
Estereográfica, proyección, 45 
Eulcr, constante de, 543, 644 
fórmula de, 567 
Evoluta, 377, 441, 445 
cúspide dc, 442 
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de elipse, 446 
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orden de magnitud de la, 270 
serie de potencias para, 562 
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puntos rclativos, 259, 261 
superior (supremum), 121 

F 

Factorial, 79, 328 
Fase, 593 
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598, 654 
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núcieo de, 627 

Fermat, principio de mínimo tiempo de, 
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Fijo, punto, 517 

Fourier, coeficiente de, 602, 610, 620 
fórmula integral de, 632 
integración de, 634 
serie de, 589, 603 
transformada de, 631 
Fraccionaria, parte, 356 
Fracción, decimal, 33 


parcial, 306 

Frecucncia, circular, 591, 598 
de oscilación, 423 
natural, 654 
resonancia, 660 
Fresnel, integral, de, 329 
Fuerza, 416, 417 
elástica, 422 
resultante, 415 
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acotada, 124 
afín, 44 
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analítica, 561, 569 
composición, 76, 239 
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cóncava, 357 
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continuación periódica, de, 357 
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67 
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monótona, 53 
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280 
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clíptica, 319 
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exponencial, 74, 173, 238, 470, 562 

gamma, 327 

gráfica de una, 42, 43 
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integrable, 150 
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lineal, 72 
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zcta, 577 

Fundamental, tcorema, dcl cálculo, 206, 
200, 209 

G 

Gamma, función, 327 
Gauss, critcrio de, 503 
Geoinétrica, media, 40, 137 
serie, 90, 91 

Gibbs, fenómeno dc, 631 
Gráfica de una función, 42, 43 
Gravedad, 416 
centro dc, 164 

Gravitacional, ac.elcración, 430 
constantc, 430 
Guldin, regla de, 391 

H 

Ilipérbola, área encerrada, por, 390 
rectangular, 51, 252 
rcpresentación racional, 293, 312 
Hipcrbólica, cotangcntc, serie de Tay- 
lor para, 630 

exprcsioncs exponenciales para, 660 
función, 250, 301 
invcrsa, 253 

teorema de adición para, 252 
Hipocicloidc, 340, 453 
Hólder, condición dc, 67 
continuidad de, 67, 140 
cxponente de, 67 
Homogénea, ccuación, 652 

I 

Identidad, transformación, función o 
“mapeo”, 70 
Imagcn, 43 


Impar, íunción, 53 
Impedancia, 600 
Impropia, integral, 572 
Inclinación, ángulo, de, 359 
Inconmensitrable, 29 
frccucncias, 59? 

Indefinida, integral, 206, 209, 210 
Indcpendicnte, variable, 42 
Indeterminadas, expresiones, 403 
Indetcrminadas, formas, dcrivadas de, 
403 

Indice, 440, 451 
Inductancia, 599 
Inducción, 00 
matemática, 00 
Inercia, momento de, 392 
Infimo cxtremo infcrior, 120 
Infinita, succsión, 79 
seric, 90 

Inflcxión, punto dej 250, 375, 477 
tangente de, 250 
Inicial, condición, 332, 417, 655 
estado, 650 

Instantánea dirección dc moviirtiento, 
412 

Integrable, función, 150 
Intcgración, por partes, 295 
constantcs de, 652 
de funciones racionales, 302 
Intcgral(cs), 144 
aditividad, 150 
cotas, 161 
cálculo de, 502 

criterio de convcrgencia para integra- 
les impropias, 324 

criterio, para convergcncia de senes, 
505 

de Darboux, 220 

dc Dirichlet, 330, 573 

de ecuaciones diferenciales, 649, 650 

definición analítica, 145 

definidas, 166 

de Fresnel, 329 

de línea, 305 

de Riemann, 150, 220 

elementales, 363 

elípticas, 310, 340, 453, 565 

impropias, 320, 330, 572 

indefinida, 165, 206, 210, 211 

notación, de Leibnitz, para, 147 
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signo de, 147 
Intcgrando, 148 

seccionalmente continuo, 321 
Intcrmedio, valor, projúedad del, 132 
teorema ¿el, 68, 124 
teorema'del, cálculo diferencial, 191, 
212, 243 

Interpolación, 487 
error de, 491 
lineal, 203 
jjolinomio de, 489 
Intervalos, 28, 46-47 
abierto, 28 
acotado, 47 
cerrado, 28 
encaje de, 31 
Invariancia, 378 
Inversa, 69, 77 
derivada de, 228 
Involuta, 443, 445, 446 
Irracional, número, 30, 114, 129 
Isócranas, 429 
Iteración, método de, 516 
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Jensen, desigualdad de, 336 
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Kepler, tercera ley de, 43!5 
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Lagrange, forrna de, para cl resto en la 
fórmula de Taylor, 466, 469 
fórmula de interpolación, de, 493, 
494 

Leibnitz, criterio de convcrgencia de, 
531 

notación de, para la integral, 147 
regla de, 225, 334 
Lcibnitz-Gregory, scrie de, 462, 608 
Lemniscata, 125 
área en, 390, 396 
LTTospital, regla de, 483 
Límite, definición de, 93 
de una función, 105 
de una sucesión, 84, 93, 115 


lateral dcrecho, 589 
lateral izquierdo, 589 
operacioncs de, 95 
punto, 118 

Línea integral de, 385 
Lineal, función, 72 
inerpolación, 203 
Lipschitz, condición de, 67 
continuidad de, 67 
Logaritmo, 74, 207, 272 
cáiculo de, 512 
de base cualquicra, 175 
desarrollo de, 459 
función, 167 
natural, 167 

orden de magnitud de, 270 
teorema de adición, 169 
Longitud, 412 

como un parámetro, 370 
de curva en coordenadas polares, 369 
de elipse, 454 
definición alternativa, 368 
invariancia de, 368 
Lorentz, transformación de, 379 
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Maclaurin, teorema de, 470 
Magnitud, orden de, 269 
“Mapeo’’ (función), 42 
afin, 44 
en sobre, 43 
identidad, 78 
perspectivo, 45 
“uno a uno”, 45, 53, 78, 79 
Máximo, 259, 478 
absoluto, 260, 261 
estricto, 260, 265 
existencia de, 125 
norma, 627 
rclativo, 259 
valor, 262 

Mayorante, 538, 551 
Media aritmética, 40, 161 
altura media, 390 
aritmética, geométrica, 136 
armónica, 131, 132 
geométrica, 40, 131 
velocidad media, 183, 212 
Medio (ver valor medio). 
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Mínimo, 124, 259, 478 
absoluto, 261, 262 
relativo, 259 
valor, 261 
Módulo, 128 

de eontinuidad, 64, 199 
Momento, 390 
de inercia, 392 
Monótona, función, 53, 198 
sucesión, 97, 119 
Movimiento, circilar, 432 
de cuerpos en caída, 415 
ecuación de, 416 
forzado, 651 

ley de Xewton del, 414 
oscilatorio, 427 

rcstringido a unu curvu vinculado, 
418 

sobrc unu c.urva dada, 423 
uniforme, 184 
Multiplicación, ley de, 175 

X 

Xatural, freciienc.ia, 654 
logaritmo, 167 
núincros naturales, 25, 46 
Xcwton, 141, 180, 183, 414 

fórmula de interpolación de, 488, 490 
ley dc la gravitación de, 430 
It'y de i.iovirniento de, 414, 418 
método de, 512, 519 
Nonnal, positiva, 364 
a una curva, 363 
Nonna, ináxima, 627 
inedia cuadrática, 627 
Núcleo dc Féjer, 625 
Nula, sucesión, 113 
Xumerable, conjuhto, 121 
Númerois), algebraico(s), 102 
complejo, 126, 127 
cornplejo conjugado, 127 
c.ontinuo de, 25, 31 
eje de, 27 

irracional, 30, 114, 129 
natural, 25 
racional, 26, 129 
rcal, 31, 114 


O 

Odógrafa, 455 
Ohm, le.y de, 249, 600, 651 
Operaciones, racionales, 26 
8 con límites, 95, 112 
Orden, 115 

dc puntos, 358, 359 
Orden de magnitud, 269 

de anulación de una función, 273 
de una función, 273 
notación “O” y “o”, 274 
Orientación, 357 

en sentido contrario a las manecillas 
del reloj, 361 

Ortogonales, direccioncs, 407 
Oscilación, 591 

amplitud de, 423, 429 
armónica amortiguada, 654 
eléctrica, 651 
forzada, 657 
frecttcncia de, 423 
libre, 652 
mecánica, 650 
pcríodo de, 654 
Osculante circunferencia, 477 
Osculantes, parábolas, 476, 493 
O y o, notaciones, 274 

P 

Parábola, 52, 72 
cúbica, 53 
dc Ncil, 190 
osculantc, 476, 493 
Paralcta, curva, 455 
Paralelo, desplazamiento, 379, 397 
Parámetro, canibio de, 345 
ticmpo como, 347 
Parcial, fracción, 306 
suma, 98 
Par, función, 53 
Parseval, ecuación de, 647 
teorcina dc, 630 
Partición, “amplitud” dc, 214 
Pendicnte de curva, 180 
Péndulo, cicloidal, 429, 445 
oscilación del, 428 
período de oscilación del, 566 
simple, 428 
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Pcriódicas, fracciones dcciinales, 91 
funciones, 588 
Pcriódico, movimicnto, 433 
Período, 355, 588 

de función periódica, 355, 588, 630, 
647 

de movimicnto, 433 
de oscilación, 654 
intcgral sobrc un, 589 
intervalo de, 630 

Perspcctiva(o), función, transformación, 
o “mapco”, 45 
Peso, factorcs de, 164 
de un cuerpo, 416 
función dc, 164 
•:r, 103 

producto dc Wallis para, 300 
Polar, ángulo, 401 
Polarcs, coordenadas, 126 
árca en, 388 

longitud de curva en, 369 
Polinomios, 71 

de interpolación, 487 
trigonoinctricos, 595 
Postulados, 110 
Potcncial encrgía, 4 39-440 
Potcncias, scrics dc, 458, 467, 556, 569 
intervalo de convcrgencia, 557 
para función exponencial, 562 
Potcncias, sumas de, 643 
con cxponcntes arbitrarios, 174 
Presión atmosférica, 247 
Primitiva, función, 208, 211 
Primos, números, 

serie de invcrsos de, 576 
Producto, infinito, 574 
simbólico, 76, 239, 403 
Promedio aritmético, 163 
altura promedio, 390 
de una función, 161 
pesado, 164 

razón incremcntal proinedio, 
vclocidad promedio, 183, 212 
Promcdio pcsado, 164 
Propicdades, globales, 366 
locales, 366 

Proyección, estcreográfica, 45, 311 
Punto, cstacionario, 261, 365 
de inflexión, 375 
racional, 28 
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Racionalcs, funciones, 7 1 
numerables, 121 
númcros, 26, 129 
operaciones, 26 
puntos, 28 

Radianes, medida en, 74 
Radio de convergencia, de una serie de 
potencias, 569 

Radio dc curvatura (véase curvatura), 
Raíces de la unidad, 128, 129 
Rango dc una función, 42, 43, 45 
Rapidcz, 371, 412, 413 
Razón incrcmental, promedio, 182 
instantánea, 182, 183 
Razón y raíz, criterios de, 538 
Reales, números, 31, 114 
no numerables, 121 
plenitud de los, 118 
representación binaria, 35 
represcntación decimal, 33 
Rectangnlar, hipérbola, 51, 252 
Rcctificabilidad, 367, 453 
Rcdondeo, error por, 504 
Rcfercncia, sistema de, 378, 382 
Reflcxión, ley de, 266 
Refracción, ley de, 266 
Rcgla dc posición falsa, 515 
Rclatividad, teoría cspccial de, 381 
Resistcncia, 559 
Resonancia, curva dc, 660 
frecuencia de, 660 
Rcsortc, 440 
Restricción, 48 

Riemann, integral de, 150, 220 
función zeta de, 636 
suma dc, 150, 320 
Rolle, teorema general de, 487 
teorema de, 196 
Rotación de ejes, 410 
sentido de, 359, 360 

S 

Salto, discontinuidad de, 55, 59 
Schwarz, desigualdad dc, 218 
Secante de curva, 178 
Seccionalmente continua, 573 
suave, 619 
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Scntido clc rntación, 359 
positivo, 352 
sobrc un arco, 352 

Scric(s), absolutamcnte convergente(s). 
528, 533, 535 
armónica, 530 
binomial, 69, 486, 563 
comparación dc, 436 
c.ondicionalmente convcrgente, 528 
534, 535 

convergente. 98, 528 
de Dirichlct, 583 
dc I’ouricr, 587 

dc números primos recíprocos, 576 
dc potcnc.ias, 556 
difcrcnciación de, 554 
divcrgcntc, 74 
gcométrica, 90, 91 
hipcrgeomctrica, 582 
infinita, 98, 472 
intcgración de, 552 
mayorantes, 538 
opcraciones con, 436 
reordenamicnto de tcrminos, 535 
suma dc infinitas, 527 
trigonométricas, 588 
Scrics, convergcncia uniformc dc, 548, 
550, 551 
Sgn 55, 59 

Simbólico, producto, 76, 239, 402 
Simplc, péndulo, 418, 419, 428 
Simpson, regla de, 503, 505 
Scno, producto infinito para, 617 
seric de potencias para, 472 
Singularidad climinable, 59, 63 
Snell, ley de refracción de, 269 
Stirling, fórinula de, 521, 646 
serie de, 646 
Subsucesión, 119 

Substitución, regla dc, para integrales, 
286, 288 

Sucesión, acotada, 94 
convergente, 93 

de intervalos racionales cncajados, 

113 

divergente, 94 
infinita, 79 
limite de, 84, 116 
monótona, 97, 119 
nula, 113 

Sucesiva, 2 ¡.>"c*xi:nación, 512 


Suma, por parte, 533 
símbolo dc, 98 
Superficic dc rcvolnción, 391 
Supcrposición dc vibraciones, 592 
principio dc, 657 
Supremo extremo superior, 121 

T 

Tangcnte, 178, 362, 477 
a una curva, 178, 183 
cosenos directores dc, 363, 364, 372 
dirccción de, 412 
ecuación dc, 362 
fórmula, 501, 504 
positiva, 364 

Taylor, fórmula de, 463, 465, 466 
polinomio dc, 464, 476 
scrie de, 468, 561 
teorema dc, 468 
Topología, 360 
Trabajo, 435, 437 
diagrama de, 436 
Tractriz, 454 
Transformación, afin, 44 
de Lorentz, 381 
identidad, 78 
Trapezoide, fórmula, 501 
rcgla del, 505 

Transccndentes, númcros, 102 
Traslación. 379, 398 
Triángulo, dcsigualdad del, 38 
Trigonomctrica, función, 73, 237, 318 
serie, 587 

derivación, de, 227 
expresioncs exponenciales para, 567 
funciones trigonométricas, ecuación 
diferencial dc, 331 
inversas, 232 

rclaciones de ortogonalidad para, 295 
Trigonométrii o, polinomio, 593 
Trocoide, 351, 452, 454 
Truncamiento, error por, 504 

U 

Unidad, raíces de la, 128, 129 
Uniforme, continuidad, 65, 123 
convergcncia, 545, 548 
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Valor medio (intermedio), 163 

tcorema del, del eálculo diferencial, 
194, 212, 243 

teorema del, del cálculo integral, 163 
teorema del. generalizado dcl cálculo 
integral, 164 
vecindad (en torno), 36 
Wctores, 398 

árigulo entre, 404 

constrncción paralela para suma de, 
403 

coordenadas de, 408 
dcfinición dc, 398 
de posición, 399 
derivada dc, 411 
integral de, 411 
longitud de, 399 
opucstos, 399, 401 
producto escalar de, 403 
producto exterior de, 405 
resultante de, 402 
Vectorcs, suma de, 402 
unitarios, 408 
V'elocidad, 412 


componentes de, 379 
cuerpos en caida libre, 175 
promedio, 183 
Vibración, 650 
amplitud de, 591 
arinónica, 591 
elástica, 422 
eléctrica, 651 
mecánica, 650 
período de, 591 
sinusoidal, 591 
superposición de, 592 
Voltajc, 599 

\V 

Wallis, fórmula de, 300, 302 
W’eicrstrass, 584, 624 
principio de, 118, 119 

Z 

Zcta, función zeta dc Riemann, 57 
• 585, 637 

como producto infinito, 575 
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